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Séminaire de mathématiques 16 avril 1934
Exposé 1-I, p. 1 a8

CORPS GAUCHES p-ADIQUES
par André Weil

D’aprés!!! des théorémes connus, tout systéme hypercomplexe semi-simple sur un
corps p-adique est somme directe de systemes simples, qui sont a leur tour, représen-
tables comme algebres completes de matrices sur des corps gauches dont les centres
contiennent le corps p-adique donné. L’étude de ces systemes se ramene donc a celle
des corps gauches sur les corps p-adiques; c’est cette étude que nous allons entre-
prendre.

1.—. Nous désignerons par k un corps p-adique, par K un corps gauche de rang m
sur k, c’est a dire que tout élément = de K pourra étre mis, d’'une maniere et d’une
seule, sous la forme = = §1521 4 - -+ £,,20m, les & étant dans k, et =4, ..., =, formant
une k-base de K. Soit ¢(&) la valeur absolue (p-adique) de & dans k; soit p = (7)
I'idéal premier (unique) dans Panneau des entiers de k, et soit ¢(7) = w.

On obtient, comme on sait, une représentation de K par des matrices sur k (re-
m

présentation réguliere) en écrivant =;Z = E &i;Z; et en faisant correspondre a = la
i=1
matrice ||&;;]|; on sait aussi que = est alors racine de I’équation caractéristique

= - 0 sii#j
F(Z) =& — 058 =0 5ij:{ o
1 sii=j
équation de degré m, qui est indépendante de la base =Z1,...,=,, choisie; le terme
constant nZ = |§;;| et le coefficient de Eml 8 = Z{ii, seront appelés respective-

K3
ment la norme et la tracel? de =. Il est clair que

n(2-Z) =n(E) -nE&).

De plus, si K est corps gauche, = est racine, dans k, d’un unique polynome irrédu-
tible, dont F'(x) est une puissance exacte. Soit en effet f(x) le polynome normé, de
plus bas degré, a coefficients dans k, dont = soit racine : il est bien irréductible, car
sinon, K étant sans diviseurs de zéro, I'un de ses facteurs admettrait la racine = ; soit
d son degré, k(Z) est alors, dans K, un corps commutatif, extension algébrique de k de
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m
degré d, et K est, par rapport & k(Z), un module (& droite par exemple) de rang il ;

soit Ay, Az, ..., Am une base de ce module : les m élémnts AR (k=0,1,...,d—1;
v=1,2,...,7) forment une k-base de K, qu'on peut utiliser pour écrire I’équation
caractéristique de Z; celle-ci apparait bien alors comme F(z) = +[F(z)]7.

2.—. E sera dit entier si les coefficients de f(z), ou, ce qui revient au méme, ceux
de F(x), sont des entiers de k. Posons ¢(Z) = [p(nZ)]# ; pour E = ¢ dans k, cette
fonction coincide bien avec la valeur absolue; on aura ¢(Z - Z') = p(Z)¢(Z'). Nous
démontrerons les théorémes suivants :

1. Pour que = soit entier, il faut et i suffit que ¢(Z) < 1, c’est a dire que nZ soit
entier.

2. Sip(E) <p(E), p(E+E) <0(E).

La démonstration est la méme que dans le cas particulier ou K était commuta-
tif (conférence précédente, prg.9) et s’appuie sur le lemme (ib.prg.8) : un polynome
trréductible dans k est irréductible ou puissance de polynome irréductible modulo p.
Alors :

1. La condition est évidemment néessaire ; soit donc, réciproquement, n= entier,
et soit " le plus petit dénominateur commun des coefficients de F'(z);si h > 0,
7. F(x) serait = 2" - G(z) (p), 2" et G(x) étant premiers entre eux mod. p, et
r > 0; F(x) aurait donc, d’apres le lemme, deux facteurs premiers entre eux,
ce qui est impossible ; par suite, h = 0 et = est entier.

— —

2. On aura ¢ (H/ < 1, donc —; est entier et son équation caractéristique

—_
—
— —

F(z) = 0 est a coefficients entiers : il en est de méme alors de F'(z —1) =0 et

—_

1+ ; est entier, donc ¢ (1 + ;) <1, 0u (E+Z) < o(F).

Il en résulte d’abord que les entiers de K forment un anneau, contenant I’anneau
des entiers de k. Cet anneau est un ordre;[3! on entend par 14 tout anneau d’éléments
de K contenant 'anneau des entiers de k, et qui possede, par rapport a ce dernier,
une base minima de m éléments linéairement indépendants : c’est a dire qu’on peut
trouver m éléments de 'anneau, 1, s, ..., Q,,, formant en méme temps une k-base

m

de K, et tels que tout élément de I'anneau soit de la forme 2 = Z w;if);, les w; étant
j=1
des entiers de k. Or, Z étant dans K, 7"Z est entier pour h assez grand ; on peut donc
m

trouver une k-base de K formée d’entiers Ay, Ao, ..., A,,. Soit alors A = Z AjA; un
j=1
entier quelconque ; on aura
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les coefficients de ce systeme, étant traces d’entiers, sont des entiers de k, et le déter-

minant § = |s(A;A4;)| est # 0, car sinon, on pourrait déterminer les \; de fagon que

s(A;A) = 0 pour tout ¢, done s(EA) = 0 quel que soit =, ce qui est faux, par exemple

a;

| 1)

étant entiers. Tout entier de K est donc de la forme A = SZ o A;; il suffit alors de
J

pour Z = A~!. Donc on peut résoudre par rapport aux \;, et 'on a \; = =2, les o

raisonner comme dans la théorie des corps algébriques finis, pour déteminer une base
minima de "anneau des entiers de K.

De plus, il résulte de la définition d’un ordre que tout élément d’un ordre est
entier ; tout ordre est donc contenu dans ’anneau des entiers : celui-ci est un ordre
mazimum, et c’est le seul ordre maximum dans K. Nous le désignerons par O et par
Q1,99,...,Q,,, une base de O.

1 1 1
3.—. [log o(Z)| est toujours un multiple entier de — log — ; soit log W sa plus petite
m w
valeur non nulle, et soit II tel que p(IT) = W. Appelons unité tout élément E tel que
©(E) = 1, donc tel que E et E~! soient tous deux entiers : tout = pourra étre mis
sous la forme = = II" - E, et h (I'ezposant de =) sera déterminé par p(Z) = Wh.
Un O-idéal a droite dans K est un ensemble d’éléments tel que :
1) ¢’il contient Z et Z’, il contient aussi Z+Z' et Z-Q, ) étant un entier quelconque.
2) 1l existe un entier « de k tel que « - = soit entier quel que soit E dans 1'idéal.

De méme, pour un idéal a gauche ; un ensemble qui est ’idéal a gauche et a droite est
dit idéal bilatere. I est clair que les éléments Q de K pour lesquels ¢(£2) < 1 forment,
dans O, un idéal bilatere P = (II); c’est un idéal premier (méme définition que pour
les corps commutatifs). Soit a un idéal & droite : soit A = II" E 1’élément de a qui ait
le plus petit exposant h (il existe car si hg est ’exposant du nombre « figurant dans
la définition d’un idéal, h > —hg) ; tous les éléments H d’exposant > h sont dans a,
car =~ 1. H est entier ; donc a = P! = (Hh) : tout idéal dans K est puissance de P, et
par suite bilatére et principal. En particulier, I'idéal p = () sera = P¢ : e s’appellera
lordre de ramification de p dans K.

Soit k* le corps des classes de restes de k mod.p : c¢’est un champ de Galois!¥! a ¢
éléments. Soit K* anneau des classes de restes des entiers de K mod. P ; de 'existence
d’une base minima 21,9,...,Q, de O, il résulte que K* est un k*-module fini de
rang f < m, donc il contient ¢/ éléments; P étant premier, K* est sans diviseurs de
z6ro; c’est un corps fini, et par suite (d’aprés un théoréme de Wedderburn®!) il est
commutatif, extension algébrique de degré f de k*, f est appelé le degré relatif de P
par rapport a k.

m

4.—. Soit = = Z@»Qi ; pour que +Z = 0 (p”) il faut et il suffit que 7—" - = soit entier ;
i=1

donc (puisque les ; forment une base de O) que les Q~"¢; soient entiers, ou bien
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que & = 0 (p”) : en particulier, on obtient, dans O, un systéme complet de restes
mod. p en donnant & chacun des §; ¢ valeurs incongrues mod. p, donc il y a, dans K,
qm
moyen de la valeur absolue ¢ (exactement comme dans les corps p-adiques) on voit
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de = dans K converge vers
une limite est que chacune des « coordonnées » &; tende vers une limite. Il en résulte,
pour K, un « principe de Bolzano ».

entiers incongrus mod. p. D’autre part, la convergence étant définie dans K au

De ce qui précede résulte encore la possibilité de développer tout = dans K en série
en suivant les puissances croissantes de II. Si = est entier, on aura :

::A0+HA1+H2A2++HVAV+

et I’on obtiendra tous les entiers une fois et une seule en donnant a chacun des coeffi-
cients A, les ¢/ valeurs d’un systéme complet de restes mod. P. Si = est quelconque,

d’exposant h, on aura : E = ZH’””A

En particulier, on obtlendra dans K, un systéeme complet de restes mod.p = P°
en donnant & chacun des A,,, dans expression Ag+1I1A; +---+I1¢" A, _1, ¢f valeurs
incongrues mod. P : on obtient ainsi (¢/)¢ valeurs et I’on voit que l'on a : ef = m.

5.—. Nous n’avons rien supposé, jusqu’ici, sur le centre de K ; et par exemple, tous nos
résultats comprenaient comme cas particulier ceux de la conférence précédente, ou K
était commutatif, c’est a dire son propre centre. Mais le centre de K est une extension
algébrique finie de k, donc encore un corps p-adique, et nous pouvons supposer, sans
diminuer la généralité, que ’on a pris pour corps de base k ce centre méme.

k étant donc désormais le centre de K, I’on sait que le rang m est un carré parfait
m = n?, et que tout corps commutatif contenu dans K est une extension algébrique
de k de degré < n

K* étant extension de k* de degré f, soit H* un élément générateur de cette
extension, de sorte que K* = k*(H*); H* sera reste mod. P d’un entier H de K,
racine d’une équation irréductible dans k de degré > f (sinon H* serait a fortiori de
degré < f sur k*), mais nécessairement < n. Donc f < n.

D’autre part, dans le corps k(IT), contenu aussi dans K, p a un ordre de ramification
> e, donc ce corps est de degré > e sur k, d’otte < n. Maise- f =n?, dotte = f = n.

k(H) est donc de degré n sur k; tout entier de K est congru & un entier de k(H)
modulo P : le degré relatif de I'idéal premier de k(H) par rapport & k est donc n;
Pordre de ramification de p dans k(H) est alors n_ 1, et I’idéal premier de k(H) n’est

n

autre que p. On dit que k(H) est un corps d’inertie de K.

Le corps des classes de restes de k(H) mod. p, qui n’est autre que K*, est un champ
de Galois dont les ¢ éléments sont, comme on sait, les racines de la congruence
29" — 2 =0 (p). Mais, par le lemme déja cité (prg.8 de la conférence précédente), qui
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est applicable au corps commutatif k(H), le polynome x¢" — z, qui est décomposable
modulo p en ¢" facteurs linéaires premiers entre eux, posséde dans le corps k(H)
q" racines distinctes. En particulier, on peut supposer que l'on a pris pour H I'une
quelconque de ces racines, de degré n par rapport a k, et par exemple, une racine
primitive (¢" —1) iéme de 'unité. Soit donc ®(x) 'un quelconque des facteurs de degré
n de 24" —z, irréductibles dans k, qui ait pour racine une telle racine primitive H : ses
autres racines, les conjugués de H, seront HY, Hq2, ceey H? ; le groupe de Galois de
k(H) sur k sera cyclique, engendré par la substitution (H — H?) : c’est le méme que
celui de K* sur k*. Les H” (v =1,2,...,¢" — 1) forment un systéme complet de restes
# 0 (mod. p) dans k(H), ou dans K, et parmi eux les HH T (b=12...,9-1),
formant un systéme complet de restes #Z 0 (mod. p) dans & (ils sont bien dans k, car
le polynome z?¢ — x a q racines distinctes dans k*, donc dans k, et k contient bien
toutes les racines (¢ — 1) iémes de l'unité).

Démontrons encore que toute unité £ dans k est norme d’une unité E dans k(H).
On aura en effet :

aq

e (p); avec 1 < pu<q—1.

E=H"

. re . 7’ 2 n—1 . . .
Considérons H* et ses conjugués, H*? HH+T ...  HH : ils sont tous distincts, ce
sont les racines d’une équation irréductible dans k,

2"tz ap_i1x+ ay, = 0.
Mais

q"—1

a, =n(H*) =H"1T =€ (p).

Considérons alors ’équation ™ +a 12" 1 +- - -4+ an_12+E& = 0 elle possede n facteurs
linéaires premiers entre eux dans K* donc, d’aprés le lemme, dans k(H) ; soit F 1'une
de ses racines dans k(H), on aura bien nE = €.

Enfin, observons que dans le développement en série d’un entier quelconque de K :

Q=Ag+ 1A +1PAy 4 - +TIYA, + - -

on peut prendre tous les A, égaux, soit a 0, soit & une puissance de H. Il en résulte
en particulier que tout élément de K échangeable avec II et H appartient au centre k.

6.—. k(H) étant corps commutatif maximum dans K, il résulte des théorémes généraux
que c’est un corps de décomposition pour K ; et 'on en déduit la représentation de K
comme produit croisé. Nous allons retrouver ces résultats directement.

En effet, la transformation (2 — INII~!) laisse k invariant, et transforme toute
classe mod. P en classe mod. P; ; elle engendre donc un automorphisme du groupe de
Galois de K* sur k* et Pona: II¥-H-II"* = HY (P) dou I* -H-II"¥ = HY" (P);
en particulier, ITI” -H-II"Y =H (P) si v-r = 0 (n), et dans ce cas seulement ; soit v
la plus petite solution de cette congruence.
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Nous allons déterminer un élément II' = IT 4 11?4y + --- + IIY A, + - - de facon
que lon ait I/ - H- T’ = HY', c’est & dire II' - H = H9'IT". Posons, pour cela :

O, =T +11%4, +--- + 1" A4,

et supposons que I'on ait déterminé Ay, As, ..., A, de facon que IT,H = HY'TI,, (P**+1),
montrons alors que I'on pourra déterminer A, 11 = A satisfaisant a I’équation :

(I, + I"** A)H = HY (11, + [V A) (PY+2)

ou bien :
AH—-TI77"' . HI " A=V~ Y(H 1T, — ILLH) (P)
Mais, puisque K* est commutatif, AH = HA (P); d’ailleurs II-*~1H? II*+!1 =

—vr

H? " (P), dou :
(H—H? A=1"""Y(H"1I, — IL,H) (P)

Cette équation détermine bien A, sauf si v = 0 (vp). Mais dans ce cas elle est iden-
tiquement vérifiée, et 'on peut prendre A quelconque. Car alors II"HII™” = H (P),
ou ITVH = HITY (P¥*+1). De plus, soit I, - H-II;! = HY +T1"Q; en élevant les deux
membres a la puissance ¢", on aura :

0, -H-I;'=H"+ > (H')*.107Q-(HY) (P
App=qn—1

d’ott puisque IIVH = HITY (P"*1), et QH = HQ (P) :
ILHI = HY 4+ ¢7 - 1,Q - HY @D =g (prid)

puisque ¢ = 0 (P).

Remplacons alors, une fois pour toutes, IT par II'. Nous aurons II-H-II-! = HY",
d’ou IT*° - H - II7% = H; II"° sera échangeable avec H, et bien entendu, avec II; il
appartiendra donc & k. D’ailleurs le corps k(II) doit étre de degré n sur k, par suite
Yy = n et r est premier avec n; puisque d’ailleurs, p = P", on aura II" = 71, £
étant une unité de k. Mais alors, £ est une norme d’une unité E de k(H), produit
de E par ses conjugués E’,E”, ..., E=1_ Remplacons II par II; = IIE; on aura
encore ILHIT; ' = HY' | et TI} = (TIE)” = TI" - EE'E" - -- E™~Y) = 7. Nous obtenons
le résultat final suivant :

Soit k un corps p-adique. p = (m) son idéal premier, q le nombre de classes de
restes de k mod.p, et H une racine primitive (¢" — 1) iéme de lunité, de degré n
sur k. Tout corps gauche de rang m = n? sur le centre k peut étre représenté comme
produit croisé sur k(H), engendré par un élément I1 satisfaisant aux relations :

M =n  I-H-II'=H,

r étant un nombre quelconque premier a n.



(1-I) CORPS GAUCHES p-ADIQUES 7

Soit s tel que r-s = 1 (n) : on peut encore engendrer K au moyen de 1’élément
P = II®, satisfaisant aux relations

Pr=n* P.-H-P!'=H"

Autrement dit, si ’on désigne par o 'automorphisme (H — H?) générateur du groupe
de Galois de k(H) sur k, K est produit croisé (k(H),o,7%); on peut prendre toutes
les valeurs premieres a n. En utilisant la notion de produit de classes d’algébres sur k,
on voit que ces classes forment un groupe cyclique.

Bibliographie.

(1) Hensel, passim, et en particulier Eine neue Theorie der algebraischen Zahlen,
Math. Zeitscher. 2 (1918).

(2) Hasse, Ueber p-adische Schiefkorper... Math. Ann. 104 (1931)
(3) Artin : Ueber die Bewertungen algebraischen Zahlkorper J. de Crelle t.167.
(4) Chevalley, These chap.V.

Notes

1. La bibliographie, qui vaut pour cet exposé et le précédent, inclut les ceuvres de Kurt
Hensel, dont en particulier [Hen18], les articles récents de Helmut Hasse [Has31] et d’Emil
Artin [Art32], ainsi que le chapitre V de la thése de Claude Chevalley [Che33].

2. Comme nous 'avons déja signalé, la trace est notée s ou Sp, d’apres ’allemand Spur.

3. C’est le Ordnung de van der Waerden [vdW31]. Voir I’exposé 1-J.

4. C’est-a-dire un corps fini, comme cela a été dit dans I’exposé précédent.

5. Dans [Wed05].

Des archives du séminaire...

Compte rendu de la séance du 16 Avril 1934

1. M.Julia ouvre la séance a 16h.30 en donnant la parole a WEIL.

2. De 16h.30 & 17h.40 Weil fait un exposé sur les corps p-adiques dans le cas non
commutatif.

3. Apres l'exposé, Chevalley fait observer qu’on peut entendre par norme deux
nombres différents et que celui considéré par Weil est différent de celui qu’il utilisera
ultérieurement et qu’on pourrait appeler norme réduite.

Weil donne les références bibliographiques demandées et ne conseille pas de revenir
aux mémoires originaux de Hensel mais plutét a ceux de Hasse et de Chevalley.

4. M.Julia remercie trés vivement Weil Thé. Conversations. La séance est levée a
18210. M.Julia et M.Cartan ont di partir dés 17h.45 ().

1. Une page ronéotypée, archives de I'THP.
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