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Séminaire de mathématiques 16 avril 1934
Exposé 1-I, p. 1 à 8

CORPS GAUCHES p-ADIQUES

par André Weil

D’après[1] des théorèmes connus, tout système hypercomplexe semi-simple sur un
corps p-adique est somme directe de systèmes simples, qui sont à leur tour, représen-
tables comme algèbres complètes de matrices sur des corps gauches dont les centres
contiennent le corps p-adique donné. L’étude de ces systèmes se ramène donc à celle
des corps gauches sur les corps p-adiques ; c’est cette étude que nous allons entre-
prendre.

1.–. Nous désignerons par k un corps p-adique, par K un corps gauche de rang m
sur k, c’est à dire que tout élément Ξ de K pourra être mis, d’une manière et d’une
seule, sous la forme Ξ = ξ1Ξ1 + · · ·+ξmΞm, les ξi étant dans k, et Ξ1, . . . ,Ξm formant
une k-base de K. Soit ϕ(ξ) la valeur absolue (p-adique) de ξ dans k ; soit p = (π)
l’idéal premier (unique) dans l’anneau des entiers de k, et soit ϕ(π) = w.

On obtient, comme on sait, une représentation de K par des matrices sur k (re-

présentation régulière) en écrivant ΞiΞ =
m∑
j=1

ξijΞj et en faisant correspondre à Ξ la

matrice ‖ξij‖ ; on sait aussi que Ξ est alors racine de l’équation caractéristique

F (Ξ) = |ξij − δijΞ| = 0 δij =
{

0 si i 6= j

1 si i = j

équation de degré m, qui est indépendante de la base Ξ1, . . . ,Ξm choisie ; le terme
constant nΞ = |ξij | et le coefficient de Ξm−1, sΞ =

∑
i

ξii, seront appelés respective- 1/2

ment la norme et la trace[2] de Ξ. Il est clair que

n(Ξ · Ξ′) = n(Ξ) · n(Ξ′).

De plus, si K est corps gauche, Ξ est racine, dans k, d’un unique polynome irrédu-
tible, dont F (x) est une puissance exacte. Soit en effet f(x) le polynome normé, de
plus bas degré, à coefficients dans k, dont Ξ soit racine : il est bien irréductible, car
sinon, K étant sans diviseurs de zéro, l’un de ses facteurs admettrait la racine Ξ ; soit
d son degré, k(Ξ) est alors, dans K, un corps commutatif, extension algébrique de k de



2 A. WEIL

degré d, et K est, par rapport à k(Ξ), un module (à droite par exemple) de rang m

d
;

soit A1, A2, . . . , Am
d
une base de ce module : les m élémnts AνΞk (k = 0, 1, . . . , d− 1 ;

ν = 1, 2, . . . , md ) forment une k-base de K, qu’on peut utiliser pour écrire l’équation
caractéristique de Ξ ; celle-ci apparaît bien alors comme F (x) = ±[F (x)]md .

2.–. Ξ sera dit entier si les coefficients de f(x), ou, ce qui revient au même, ceux
de F (x), sont des entiers de k. Posons ϕ(Ξ) = [ϕ(nΞ)] 1

m ; pour Ξ = ξ dans k, cette
fonction coïncide bien avec la valeur absolue ; on aura ϕ(Ξ · Ξ′) = ϕ(Ξ)ϕ(Ξ′). Nous
démontrerons les théorèmes suivants :

1. Pour que Ξ soit entier, il faut et il suffit que ϕ(Ξ) 6 1, c’est à dire que nΞ soit
entier.

2. Si ϕ(Ξ) 6 ϕ(Ξ′), ϕ(Ξ + Ξ′) 6 ϕ(Ξ).

La démonstration est la même que dans le cas particulier où K était commuta-2/3

tif (conférence précédente, prg.9) et s’appuie sur le lemme (ib.prg.8) : un polynome
irréductible dans k est irréductible ou puissance de polynome irréductible modulo p.
Alors :

1. La condition est évidemment néessaire ; soit donc, réciproquement, nΞ entier,
et soit πh le plus petit dénominateur commun des coefficients de F (x) ; si h > 0,
πh · F (x) serait ≡ xr ·G(x) (p), xr et G(x) étant premiers entre eux mod. p, et
r > 0 ; F (x) aurait donc, d’après le lemme, deux facteurs premiers entre eux,
ce qui est impossible ; par suite, h = 0 et Ξ est entier.

2. On aura ϕ

(
Ξ
Ξ′

)
6 1, donc Ξ

Ξ′ est entier et son équation caractéristique

F (x) = 0 est à coefficients entiers : il en est de même alors de F (x− 1) = 0 et

1 + Ξ
Ξ′ est entier, donc ϕ

(
1 + Ξ

Ξ′

)
6 1, ou ϕ(Ξ + Ξ′) 6 ϕ(Ξ′).

Il en résulte d’abord que les entiers de K forment un anneau, contenant l’anneau
des entiers de k. Cet anneau est un ordre ;[3] on entend par là tout anneau d’éléments
de K contenant l’anneau des entiers de k, et qui possède, par rapport à ce dernier,
une base minima de m éléments linéairement indépendants : c’est à dire qu’on peut
trouver m éléments de l’anneau, Ω1,Ω2, . . . ,Ωm, formant en même temps une k-base

de K, et tels que tout élément de l’anneau soit de la forme Ω =
m∑
j=1

ωiΩi, les ωi étant

des entiers de k. Or, Ξ étant dans K, πhΞ est entier pour h assez grand ; on peut donc3/4

trouver une k-base de K formée d’entiers A1, A2, . . . , Am. Soit alors A =
m∑
j=1

λjAj un

entier quelconque ; on aura

s(AiA) =
m∑
1
λj · s(AiAj) :
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les coefficients de ce système, étant traces d’entiers, sont des entiers de k, et le déter-
minant δ = |s(AiAj)| est 6= 0, car sinon, on pourrait déterminer les λj de façon que
s(AiA) = 0 pour tout i, donc s(ΞA) = 0 quel que soit Ξ, ce qui est faux, par exemple
pour Ξ = A−1. Donc on peut résoudre par rapport aux λj , et l’on a λj = αj

δ
, les αj

étant entiers. Tout entier de K est donc de la forme A = 1
δ

∑
j

αjAj ; il suffit alors de

raisonner comme dans la théorie des corps algébriques finis, pour déteminer une base
minima de l’anneau des entiers de K.

De plus, il résulte de la définition d’un ordre que tout élément d’un ordre est
entier ; tout ordre est donc contenu dans l’anneau des entiers : celui-ci est un ordre
maximum, et c’est le seul ordre maximum dans K. Nous le désignerons par O et par
Ω1,Ω2, . . . ,Ωm, une base de O.

3.–. |logϕ(Ξ)| est toujours un multiple entier de 1
m

log 1
w

; soit log 1
W

sa plus petite
valeur non nulle, et soit Π tel que ϕ(Π) = W . Appelons unité tout élément E tel que
ϕ(E) = 1, donc tel que E et E−1 soient tous deux entiers : tout Ξ pourra être mis
sous la forme Ξ = Πh · E, et h (l’exposant de Ξ) sera déterminé par ϕ(Ξ) = Wh. 4/5

Un O-idéal à droite dans K est un ensemble d’éléments tel que :
1) s’il contient Ξ et Ξ′, il contient aussi Ξ±Ξ′ et Ξ·Ω, Ω étant un entier quelconque.
2) Il existe un entier α de k tel que α · Ξ soit entier quel que soit Ξ dans l’idéal.

De même, pour un idéal à gauche ; un ensemble qui est l’idéal à gauche et à droite est
dit idéal bilatère. Il est clair que les éléments Ω de K pour lesquels ϕ(Ω) < 1 forment,
dans O, un idéal bilatère P = (Π) ; c’est un idéal premier (même définition que pour
les corps commutatifs). Soit a un idéal à droite : soit A = ΠhE l’élément de a qui ait
le plus petit exposant h (il existe car si h0 est l’exposant du nombre α figurant dans
la définition d’un idéal, h > −h0) ; tous les éléments H d’exposant > h sont dans a,
car Ξ−1 ·H est entier ; donc a = Ph = (Πh) : tout idéal dans K est puissance de P, et
par suite bilatère et principal. En particulier, l’idéal p = (π) sera = Pe : e s’appellera
l’ordre de ramification de p dans K.

Soit k? le corps des classes de restes de k mod. p : c’est un champ de Galois[4] à q
éléments. SoitK? l’anneau des classes de restes des entiers deK mod.P ; de l’existence
d’une base minima Ω1,Ω2, . . . ,Ωn de O, il résulte que K? est un k?-module fini de
rang f 6 m, donc il contient qf éléments ; P étant premier, K? est sans diviseurs de
zéro ; c’est un corps fini, et par suite (d’après un théorème de Wedderburn[5]) il est 5/6

commutatif, extension algébrique de degré f de k?, f est appelé le degré relatif de P
par rapport à k.

4.–. Soit Ξ =
m∑
i=1

ξiΩi ; pour que ±Ξ ≡ 0 (ph) il faut et il suffit que π−h ·Ξ soit entier ;

donc (puisque les Ωi forment une base de O) que les Ω−hξi soient entiers, ou bien
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que ξi ≡ 0 (ph) : en particulier, on obtient, dans O, un système complet de restes
mod. p en donnant à chacun des ξi q valeurs incongrues mod. p, donc il y a, dans K,
qm entiers incongrus mod. p. D’autre part, la convergence étant définie dans K au
moyen de la valeur absolue ϕ (exactement comme dans les corps p-adiques) on voit
que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite de Ξ dans K converge vers
une limite est que chacune des « coordonnées » ξi tende vers une limite. Il en résulte,
pour K, un « principe de Bolzano ».

De ce qui précède résulte encore la possibilité de développer tout Ξ dans K en série
en suivant les puissances croissantes de Π. Si Ξ est entier, on aura :

Ξ = A0 + ΠA1 + Π2A2 + · · ·+ ΠνAν + · · ·

et l’on obtiendra tous les entiers une fois et une seule en donnant à chacun des coeffi-
cients Aν les qf valeurs d’un système complet de restes mod.P. Si Ξ est quelconque,

d’exposant h, on aura : Ξ =
∞∑
ν=0

Πh+νAν .

En particulier, on obtiendra, dans K, un système complet de restes mod. p = Pe6/7

en donnant à chacun des Aν , dans l’expression A0 +ΠA1 + · · ·+Πe−1Ae−1, qf valeurs
incongrues mod.P : on obtient ainsi (qf )e valeurs et l’on voit que l’on a : ef = m.

5.–. Nous n’avons rien supposé, jusqu’ici, sur le centre de K ; et par exemple, tous nos
résultats comprenaient comme cas particulier ceux de la conférence précédente, où K
était commutatif, c’est à dire son propre centre. Mais le centre de K est une extension
algébrique finie de k, donc encore un corps p-adique, et nous pouvons supposer, sans
diminuer la généralité, que l’on a pris pour corps de base k ce centre même.
k étant donc désormais le centre de K, l’on sait que le rang m est un carré parfait

m = n2, et que tout corps commutatif contenu dans K est une extension algébrique
de k de degré 6 n.
K? étant extension de k? de degré f , soit H? un élément générateur de cette

extension, de sorte que K? = k?(H?) ; H? sera reste mod.P d’un entier H de K,
racine d’une équation irréductible dans k de degré > f (sinon H? serait a fortiori de
degré < f sur k?), mais nécessairement 6 n. Donc f 6 n.

D’autre part, dans le corps k(Π), contenu aussi dansK, p a un ordre de ramification
> e, donc ce corps est de degré > e sur k, d’où e 6 n. Mais e ·f = n2, d’où e = f = n.

7/8

k(H) est donc de degré n sur k ; tout entier de K est congru à un entier de k(H)
modulo P : le degré relatif de l’idéal premier de k(H) par rapport à k est donc n ;
l’ordre de ramification de p dans k(H) est alors n

n
= 1, et l’idéal premier de k(H) n’est

autre que p. On dit que k(H) est un corps d’inertie de K.
Le corps des classes de restes de k(H) mod. p, qui n’est autre que K?, est un champ

de Galois dont les qn éléments sont, comme on sait, les racines de la congruence
xq

n − x ≡ 0 (p). Mais, par le lemme déjà cité (prg.8 de la conférence précédente), qui
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est applicable au corps commutatif k(H), le polynome xqn − x, qui est décomposable
modulo p en qn facteurs linéaires premiers entre eux, possède dans le corps k(H)
qn racines distinctes. En particulier, on peut supposer que l’on a pris pour H l’une
quelconque de ces racines, de degré n par rapport à k, et par exemple, une racine
primitive (qn−1) ième de l’unité. Soit donc Φ(x) l’un quelconque des facteurs de degré
n de xqn−x, irréductibles dans k, qui ait pour racine une telle racine primitive H : ses
autres racines, les conjugués de H, seront Hq,Hq2

, . . . ,Hqn−1 ; le groupe de Galois de
k(H) sur k sera cyclique, engendré par la substitution (H→ Hq) : c’est le même que
celui de K? sur k?. Les Hν (ν = 1, 2, . . . , qn−1) forment un système complet de restes
6≡ 0 (mod. p) dans k(H), ou dans K, et parmi eux les Hµ q

n−1
q−1 (µ = 1, 2, . . . , q − 1), 8/9

formant un système complet de restes 6≡ 0 (mod. p) dans k (ils sont bien dans k, car
le polynome xq − x a q racines distinctes dans k?, donc dans k, et k contient bien
toutes les racines (q − 1) ièmes de l’unité).

Démontrons encore que toute unité E dans k est norme d’une unité E dans k(H).
On aura en effet :

E = Hµ q
n−1
q−1 (p); avec 1 6 µ 6 q − 1.

Considérons Hµ et ses conjugués, Hµq,Hµq2
, . . . ,Hµqn−1 : ils sont tous distincts, ce

sont les racines d’une équation irréductible dans k,

xn + α1x
n−1 + · · ·+ αn−1x+ αn = 0.

Mais
αn = n(Hµ) = Hµ q

n−1
q−1 ≡ E (p).

Considérons alors l’équation xn+α1x
n−1 + · · ·+αn−1x+E = 0 elle possède n facteurs

linéaires premiers entre eux dans K? donc, d’après le lemme, dans k(H) ; soit E l’une
de ses racines dans k(H), on aura bien nE = E .

Enfin, observons que dans le développement en série d’un entier quelconque de K :

Ω = A0 + ΠA1 + Π2A2 + · · ·+ ΠνAν + · · ·

on peut prendre tous les Aν égaux, soit à 0, soit à une puissance de H. Il en résulte
en particulier que tout élément de K échangeable avec Π et H appartient au centre k.

6.–. k(H) étant corps commutatif maximum dansK, il résulte des théorèmes généraux
que c’est un corps de décomposition pour K ; et l’on en déduit la représentation de K 9/10

comme produit croisé. Nous allons retrouver ces résultats directement.
En effet, la transformation (Ω → ΠΩΠ−1) laisse k invariant, et transforme toute

classe mod.P en classe mod.P1 ; elle engendre donc un automorphisme du groupe de
Galois de K? sur k? et l’on a : Πν ·H ·Π−ν ≡ Hqr (P) d’où Πν ·H ·Π−ν ≡ Hqνr (P) ;
en particulier, Πν ·H ·Π−ν ≡ H (P) si ν · r = 0 (n), et dans ce cas seulement ; soit ν0
la plus petite solution de cette congruence.
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Nous allons déterminer un élément Π′ = Π + Π2A2 + · · · + ΠνAν + · · · de façon
que l’on ait Π′ ·H ·Π′−1 = Hqr , c’est à dire Π′ ·H = HqrΠ′. Posons, pour cela :

Πν = Π + Π2A2 + · · ·+ ΠνAν ,

et supposons que l’on ait déterminéA2, A3, . . . , Aν de façon que ΠνH ≡ HqrΠν (Pν+1),
montrons alors que l’on pourra déterminer Aν+1 = A satisfaisant à l’équation :

(Πν + Πν+1A)H ≡ Hqr (Πν + Πν+1A) (Pν+2)

ou bien :
AH−Π−ν−1 ·HqrΠν+1 ·A ≡ Π−ν−1(HqrΠν −ΠνH) (P)

Mais, puisque K? est commutatif, AH = HA (P) ; d’ailleurs Π−ν−1HqrΠν+1 ≡
Hq−νr (P), d’où :

(H−Hq−νr
)A ≡ Π−ν−1(HqrΠν −ΠνH) (P)

Cette équation détermine bien A, sauf si ν = 0 (ν0). Mais dans ce cas elle est iden-
tiquement vérifiée, et l’on peut prendre A quelconque. Car alors ΠνHΠ−ν ≡ H (P),10/11

ou ΠνH ≡ HΠν (Pν+1). De plus, soit Πν ·H ·Π−1
ν = Hqr + ΠνΩ ; en élevant les deux

membres à la puissance qn, on aura :

Πν ·H ·Π−1
ν ≡ Hqr +

∑
λ+µ=qn−1

(Hqr )λ ·ΠνΩ · (Hqr ) (Pν+1)

d’où puisque ΠνH ≡ HΠν (Pr+1), et ΩH ≡ HΩ (P) :

ΠνHΠ−1
ν ≡ Hqr + qn ·ΠνΩ ·Hqr(qn−1) ≡ Hqr (Pν+1)

puisque q ≡ 0 (P).
Remplaçons alors, une fois pour toutes, Π par Π′. Nous aurons Π ·H ·Π−1 = Hqr ,

d’où Πν0 · H · Π−ν0 = H ; Πν0 sera échangeable avec H, et bien entendu, avec Π ; il
appartiendra donc à k. D’ailleurs le corps k(Π) doit être de degré n sur k, par suite
ν0 = n et r est premier avec n ; puisque d’ailleurs, p = Pn, on aura Πn = πE−1, E
étant une unité de k. Mais alors, E est une norme d’une unité E de k(H), produit
de E par ses conjugués E′, E′′, . . . , E(n−1). Remplaçons Π par Π1 = ΠE ; on aura
encore Π1HΠ−1

1 = Hqr , et Πn
1 = (ΠE)n = Πn ·EE′E′′ · · ·E(n−1) = π. Nous obtenons

le résultat final suivant :

Soit k un corps p-adique. p = (π) son idéal premier, q le nombre de classes de
restes de k mod. p, et H une racine primitive (qn − 1) ième de l’unité, de degré n
sur k. Tout corps gauche de rang m = n2 sur le centre k peut être représenté comme
produit croisé sur k(H), engendré par un élément Π satisfaisant aux relations :11/12

Πn = π, Π ·H ·Π−1 = Hqr ,

r étant un nombre quelconque premier à n.
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Soit s tel que r · s ≡ 1 (n) : on peut encore engendrer K au moyen de l’élément
P = Πs, satisfaisant aux relations

Pr = πs P ·H · P−1 = Hq.

Autrement dit, si l’on désigne par σ l’automorphisme (H→ Hq) générateur du groupe
de Galois de k(H) sur k, K est produit croisé (k(H), σ, πs) ; on peut prendre toutes
les valeurs premières à n. En utilisant la notion de produit de classes d’algèbres sur k,
on voit que ces classes forment un groupe cyclique.
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Notes

1. La bibliographie, qui vaut pour cet exposé et le précédent, inclut les œuvres de Kurt
Hensel, dont en particulier [Hen18], les articles récents de Helmut Hasse [Has31] et d’Emil
Artin [Art32], ainsi que le chapitre V de la thèse de Claude Chevalley [Che33].
2. Comme nous l’avons déjà signalé, la trace est notée s ou Sp, d’après l’allemand Spur.
3. C’est le Ordnung de van der Waerden [vdW31]. Voir l’exposé 1-J.
4. C’est-à-dire un corps fini, comme cela a été dit dans l’exposé précédent.
5. Dans [Wed05].

Des archives du séminaire...

Compte rendu de la séance du 16 Avril 1934
1. M.Julia ouvre la séance à 16h.30 en donnant la parole à WEIL.
2. De 16h.30 à 17h.40 Weil fait un exposé sur les corps p-adiques dans le cas non

commutatif.
3. Après l’exposé, Chevalley fait observer qu’on peut entendre par norme deux

nombres différents et que celui considéré par Weil est différent de celui qu’il utilisera
ultérieurement et qu’on pourrait appeler norme réduite.

Weil donne les références bibliographiques demandées et ne conseille pas de revenir
aux mémoires originaux de Hensel mais plutôt à ceux de Hasse et de Chevalley.

4. M.Julia remercie très vivement Weil Thé. Conversations. La séance est levée à
18h10. M.Julia et M.Cartan ont dû partir dès 17h.45 (1).

1. Une page ronéotypée, archives de l’ihp.
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