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Fluides incompressibles horizontalement visqueux

Marius Paicu

Résumé

Motivé par I’étude des fluides tournants entre deux plaques, nous consi-
dérons I'équation tridimensionnelle de Navier-Stokes incompressible avec vis-
cosité verticale nulle.

Nous démontrons ’existence locale et I'unicité de la solution dans un es-
pace critique (invariant par le changement d’échelle de ’équation). La solution
est globale en temps si la donnée initiale est petite par rapport a la viscosité
horizontale.

Nous obtenons 1'unicité de la solution dans un espace plus grand que ’es-
pace des données pour lesquelles on sait résoudre I’équation. La démonstration
s’appuie sur un découpage adapté en fréquences verticales (on estime diffé-
remment la partie "basses fréquences” et la partie "hautes fréquences") et sur
le controle précis de la régularité dans les variables horizontales.

Introduction

On considere dans la suite le systeme de Navier-Stokes avec viscosité verticale
nulle

ow+v-Vo—1y(02 +02)v=—-Vp  dans Ry x R?
(NSy,_y) { dive =0 dans R, x R3

U|t=0 = Vo

ou v est la vitesse du fluide, p est un scalaire qui représente la pression et v}, > 0,
est la viscosité horizontale du fluide.

Ce systeme a été étudié pour la premiere fois dans [6]. Le choix de la viscosité
verticale nulle est justifié par I’étude des modeles géophysiques de fluides. En effet,
on modélise 'atmosphere et 'océan par des fluides tournants a grande vitesse. Les
équations de fluides tournants sont obtenues en ajoutant a I’équation de Navier-
Stokes tridimensionnelle, la force de Coriolis %v X e3, ou eg est le vecteur (0,0,1)
et € > 0 est le nombre de Rossby, que 1'on considere comme un petit parametre
(voir [15]). La loi d’Ekman pour les fluides tournants qui évoluent entre deux plans
paralleles montre que le terme de viscosité typique qu’il faut considérer est de la
forme (—vpApv° — Bed3v°) (voir Particle [10]).
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Dans [6], pour I’équation de Navier-Stokes sans viscosité dans la direction verti-
cale, est étudiée dans le cas de 'espace entier, ’existence locale en temps pour des
données initiales quelconques dans H%*(R?) (s > 3) et I'existence globale pour des
données petites par rapport a la viscosité horizontale, dans le méme espace. L'unicité
est démontrée pour s > 2 dans [0] et pour s > 1 dans [12]. Notons que H%*(R?) est
I’espace des fonctions qui sont L? dans la variable horizontale et H* dans la variable
verticale.

Il est important de penser a la propriété d’invariance de I’équation par change-
ment d’échelle : si v est une solution de ’équation (NS,,—o) avec donnée initiale
o, alors vy(t, ) := Mv(A%t, A\x) est encore une solution de 1'équation (NS,,—o), avec
donnée initiale vy \(z) := Avg(Az). Notons que l'espace invariant par ce changement
d’échelle est ici H%'/2. Une telle approche a été initiée par Fujita et Kato (voir
[9]) pour I’équation traditionelle de Navier-Stokes tridimensionelle, dans le cadre de
I'espace classique de Sobolev H'/?(RR3).

Notre objectif est de reprendre les résultats démontrés dans [6] dans un espace
invariant par changement d’échelle et "proche" de H%'/2.

Remarquons que l’absence de viscosité dans une direction empeéche d’utiliser
une méthode "a la Leray" pour définir des solutions faibles dans l'espace d’énergie
L?(R3).

Nous allons travailler avec la donnée initiale dans un espace mixte, de type
"Besov-Sobolev" anisotrope, qui est un espace critique dans le sens ou il est invariant
par rapport au changement d’échelle de I’équation de Navier-Stokes. Cet espace
contient les espaces de Sobolev anisotropes H®* avec s > 1/2.

1. Notations et énoncés des résultats

Avant d’énoncer les résultats, définissons les espaces avec lesquels on travaille.
L’espace de Sobolev anisotrope H%® est défini par

H"(R?) = {u € S'(R?)

@€ LL(R®) et [[ull%p. = / (1+ &) [a(€) P < o0}.

R3

Pour atteindre le cas limite s = 1/2, nous allons remplacer 'espace de Sobolev
anisotrope H 0.3 par 'espace mixte "Besov - Sobolev" anisotrope B%!/2. Introduisons
cet espace par 'adhérence de fonctions régulieres pour la norme :

1/2
uuugmzz( | rsgr|a<s>12d5) < .
4€Z &n J20-1<gs]<2

Il est facile de voir que cette norme est équivalente a la norme suivante

HU||30,1/2 = Z 2Q/2HAZUHL2(R3) < 0
qEZ

ou A} désigne les opérateurs de localisation en fréquences verticales (voir la défini-
tion dans la section 2).
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Cet espace contient les espaces H*® (s > 1/2) et il est un peu plus petit que
H%'/2 mais il a les mémes proprietés d’invariance par changement d’échelle. La
raison pour laquelle on utilise 'espace B2 au lieu de H%'/2? est donnée par le
fait que cet espace est inclus dans L®(R,,; L*(R,, X R,,)) =: LL? et I'inclusion
de H%* (avec s > 1/2) dans l'espace L°(L?) a joué un role important dans les
démonstrations données dans [0].

Le théoreme principal de I'article est un résultat d’existence locale et d’unicité
des solutions pour 1’équation de Navier-Stokes avec viscosité verticale nulle. Nous
allons démontrer I'existence et I'unicité de la solution dans l'espace B%'/? (voir
le théoreme 1). Nous démontrons également 1'unicité de la solution de I’équation
(NS,,—o) lorsque la donnée initiale est dans I’espace non-homogene H%'/2, espace
qui n’est pas comparable avec C~! (voir le théoreme 2). L’intérét de cet espace est
le fait qu’on connait 'unicité de la solution de I’équation classique de Navier-Stokes
tridimensionelle dans C~*. Ce résultat a été démontré par J.-Y. Chemin dans [1].

Théoréme 1 Soit vy € B*/2(R?) un champ de vecteurs de divergence nulle. Alors,
il existe un temps T > 0 tel que I’équation (NS, —o) a une unique solution

v € Cy([0,T7, B*?) avec Vv € L([0,T], B%1/?).
De plus, il existe une constante c telle que st
[vol[ o1z < v
alors, 'équation (NS, —o) admet une unique solution globale en temps
v e Cy(Ry, BYY?) avee Vv € L* (R, B%1/?).
Soit T™ le temps de vie maximal pour v. On a

Si T* < oo alors HUH@(BOJ/Q) = +00.

Le théoreme suivant est un résultat d’unicité dans un espace qui n’est pas inclus
dans C~'. Notons par H"/2 I’espace des fonctions dont le gradient dans la variable
horizontale appartient & 'espace H%/2.

Théoréme 2 L’équation (NS, —g) admet au plus une solution dans l’espace
LF(H'Y?)n L3(HY'?).

Remarque 1.1 Notons que ce théoréeme est nouveau aussi pour [’équation de Navier-
Stokes classique.

2. Préliminaires

Tout d’abord, rappelons la définition des espaces de Lebesgue anisotropes. On
désigne par L (L) 'espace LP(R,, x R,,; L9(R,,)) qui est muni de la norme :
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1fllzz ey = L @ns )| pa@ay) | 2r Re, xR.y)

:( / (/ ]f(xh,x3)|qda:3)p/qdxh)l/p.

Roy XRoy  Rag

De la méme maniere, on note par LI(LV) lespace LI(R,,; LP(R,, x R,,)) avec

la norme associée | f[|za(zry = |[[£(, 23) || 2o o, xRoy) | L9(Ro5)-
C’est bien connu que 'ordre d’intégration est important dans le sens décrit par
le lemme ci-apres :

Lemme 2.1 Soient 1 < p < q et f : X; X Xo — R une fonction appartenant a
LP(X1; L9(Xs)), ou (Xy;duy) et (Xo;dus) sont des espaces mesurables. Alors f €
L9(Xs; LP(X1)) et on a l'inégalité

I fllzo(xaszrxay) < I llzexiszacxa))-

L’outil de base dans les démonstrations sera la théorie de Littlewood-Paley ani-
sotrope qui consiste a faire un découpage dyadique dans les fréquences verticales.
Introduisons les opérateurs de troncature en fréquences verticales comme suit :

A = FH (D Fu(g)),

ot on a noté par F la transformation de Fourier et u € S'(R?).
Les fonctions ¢ et y représentent une partition de 1'unité dans R, elles sont
régulieres et on a

supp x C B(0,4/3), supp ¢ C C(3/4,8/3),

et

X+ p(27%) =1.

q>0

Définissons aussi I'opérateur :
v, v
Sju = g ANATS
q¢'<q-1
Nous utilisons constamment le lemme de Bernstein anisotrope suivant.

Lemme 2.2 Soit u une fonction avec supp F'u C R x 21C, ot l'on a noté par
FV la transformation de Fourier dans la variable verticale et ou C est une couronne
dyadique. Soient p>1 et r > ' > 1, nombres réels. On a :

275 CH|ull o 1g) < 0%, ull e gy < 27°CHJull gy nry; (1)
25 C Ml gy ey < 105, ullpeopy < 27°CFfull yrpy (2)
lullzpingy) < C2° ull g 1y 3)
g zzy < €295~ ull 1) (4)
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Nous allons utiliser aussi l'inégalité de "Gagliardo-Nirenberg" anisotrope sui-
vante.

Lemme 2.3 Pour toute fonction u, nous avons les estimations suivantes

1/2 1/2
el 2Ry R gy < Clul ot IVt ot (5)

Calcul paradifférentiel anisotrope.
La décomposition dyadique est utile aussi dans I’étude du produit de deux dis-
tributions. Formellement, on peut écrire, pour deux distributions u et v,

u:ZAZu : v:ZAZU et u-v= Z Agu - Ajv.

qEL qEL q€Z,q'€Z

On va séparer cette somme en trois sommes, I'une ou les fréquences verticales
de u sont petites devant les fréquences verticales de v, une autre ou les fréquences
verticales de v sont petites devant les fréquences verticales de u, et la derniere
somme, ou les fréquences de u et de v sont comparables. Les premieres deux sommes
sont les paraproduits et la derniere est le reste. Cette décomposition s’appelle la
décomposition de Bony dans la variable verticale (voir [1] respectivement [6] et [11]
pour le cas anisotrope).

Nous allons noter :

Z ANATRNANGES Z - Ajv

q'<q—2

V)= > Auly, .

q 1€{0,£1}

et

Remarquons qu’on a des bonnes propriétés de quasi-orthogonalité dans le sens

AY(Sy _yuljv) = 0 pour lg —q'| >5 et aussi (6)
A (Sy ulyv) = 0 pour ¢ <q-—4. (7)

Pour alléger les démonstrations qui s’appuient sur le calcul paradifférentiel, nous
allons noter par a, une suite génerique qui est de racine carrée sommable, c¢’est-a-

dire, a; > 0 et
>_Va, <1

qEZ

On va désigner par b, > 0 une suite générique sommable et par ¢, une suite de carré

sommable telle que
qugl et chgl.

q€Z qEZ

Notons ici, que Iappartenance d’une fonction u & lespace B2 se traduit par
I'existence dune suite b, , telle que

||AZUHL2 S C2_q/2bq|lu”8071/2.
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Dans le méme esprit, notons que u appartient & 'espace de Sobolev H”® si et
seulement si

1AVl 2 < C27%cyul|go.e.

Notons par [7;(8071/2) avec p > 1, I'espace défini par la norme :

HU”Lp (B0:1/2) Z ZQ/QHAZ“HL?([QT];L?(W)) < +00. (8)
qEZL

La définition de ces espaces s’inspire de I'article [5].

3. Estimations d’énergie et démonstration du théoreme

3.1. Estimations d’énergie pour 1’équation de Navier-Stokes

L’estimation d’énergie que nous allons utiliser est semblable a I’estimation d’éner-
gie donnée dans [0], mais dans le cadre des espaces L.(B%/2).

Lemme 3.1 (estimation pour l’existence locale) Soient u et v deux champs
de vecteurs dépendant du temps sur R3, avec u(t) de divergence nulle pour tout

t € [0,7) (T > 0). Il existe une suite de nombres réels a, > 0, avec Y a? <1,
qEZ
qui dépendent de u, v et T, telle que

/OT |(AY(u- V)| AY) | dt
< 2 (Il g 19002 g 1l 190
+ 193l g [ 0 V0l )
ou C' > 0 est une constante universelle.

En particulier, on utilisera cette estimation dans le cas ou u = v, dans la dé-
monstration de I’existence globale. Nous avons ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 1 (estimation pour ’existence globale) Il existe une constante C
telle que, pour tout champ de vecteur v de divergence nulle, on a

T
/O [(Ba0V)OIA0) paldt < C2 0, [Th01% g0 10l 5 0012

avec a(l/2 <1.
qEZ

On donne a présent I'estimation nécessaire pour démontrer 1'unicité.
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Lemme 3.2 (estimation pour 'unicité) Soient u et v deuz champs de divergence
nulle, qui appartiennent a espace L (H%Y/?) et tels que Vu et Vv appartiennent
a Uespace LZ(HY?). Soit w dans L5(H*'?) avec Vyw appartenant o l'espace
LZ(HY?) wérifiant I’équation

ow—+u-Vw+w- Vo —v,Apw=—Vp
diw w = 0.

Alors, pour tout 0 <t < T, si ||w(t)| go-12 < €71, on a Uestimation

d
EHW(t)Hio,wz < CFONw® 0,172 (1 = Jw() [ Fo.-1/2) (1 = I ()] Fo.-1/2),

ou f(t) est la fonction localement intégrable en temps donnée par

F() = (L4 lu)lFoas + 005002 + w(t)F04/2)
< (L+IVau®) 072 + V0Ol 0072 + 1Viw)[F0a/2) - (9)

3.2. Démonstration du théoréme 1

Existence globale pour des données petites

Nous allons démontrer seulement 1’existence globale pour des données initiales
petites. La démonstration s’appuiera sur le corollaire 1. On va utiliser la méthode de
Friedrichs, qui consiste en I'approximation du systeme (N S,,—g) par une troncature
dans l'espace des fréquences. Définissons alors les opérateurs suivants

Jntt F_l(lB(O,n)fu(g))
Jouw = F (Le ) ggl<myFu(€)) et

oll on a noté par F la transformation de Fourier sur R®. Considérons le systéme
approximant suivant

Ovn + Ju( T - VIv,) — vpJuApv, = J,V 32 0,0, A7 (Tl J,vd)
(NSZ_,) A

Uy=0 le Up = 0

Un|t=0 = jnUO'

Comme il est clair que les opérateurs bilinéaires sont continus de L? x L? dans L? et
comme la donnée initiale v, (0) = Jv appartient & L? lorsque vy est dans lespace
homogene B%'/2 alors le systeme (N Sy ) devient une équation différentielle dans
L?. Grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution locale en
temps a valeurs dans L?. Notons par 7}, le temps de vie maximal pour 'unique
solution v, du systeme (NS} _;). Comme J? = J,, on a évidemment que .J,v,
est aussi une solution pour (NS} _;), alors, I'unicité de la solution implique que
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v, = Jpu,. Donc, on a que v, est solution du systeme suivant, qu’on va noter
3 n
toujours par (NS} _)

Opvn + Jn(vn - Vv) — v (92, + 92 ), = J,V > 0:0;A7 (vyv),)
(NS? ) v

Vv=0

dive, =0

Un|t:0 = jnUO-
Puisque (J, (v, V,)|vn)r2 = 0, Vestimation d’énergie dans L? nous donne

1d

2 dt
Donc, v,(t) reste bornée sur I'intervalle maximal d’existence [0,7},), d’ou on déduit
facilement que T,, = 4o00.

—Non 2 + vl Vava ()72 = 0.

Afin d’alléger les notations, on "oublie" dorénavant I'indice n. On va appliquer ’opé-
rateur A7 a I'équation approximante (IV.S}; _ ) et on va faire les estimations d’énergie
dans L? sur chaque morceau Ajv, et ensuite, on va recoller les estimations. Nous
obtenons ainsi :

t
145001+ 20, | 1908507 s dr

<Ay UoHLz—FQ/ [(AY (- Vo) (7) | Avu(7)) .| dr.
En prenant le supremum en ¢ € [0,7], on a
HA;UH%L}O(L?) + 2VhHVhA;U||2L?T(L2)
T
< ||A;vo||%2 +2/0 |(ACV1(U -V)(7) | Aju( | dr.
Nous allons utiliser maintenant le corollaire 1 pour obtenir que

HA;vH%oTo(Lz) + 2VthhA;UHi2 (L2)

< ||AVUOHL2 + 2 qanHUHLOO BO 1/2 ||vhv||L2 BO 1/2)

avec Y ,/a; < 1. D’ol, par 'équivalence entre a® + b? et (a + b)* quand a et b sont

q
des nombres réels positifs, il vient

29| Y| e (12) + V20 2272 VR AL 212y

1/2
< 2‘1/2\/_||AV710HL2 +“1/2\/_Cl/2||“”L/oo (Bo.1/2) thUHL2 (B0.1/2)
Par sommation en ¢, nous obtenons
1/2
ol oz + V201V k0l 35 g
1/2
< \/_HUOHB‘”/2 + 01/2\/_|| HL/oo (BY 1/2)||th||L2 B0:1/2)" (10)
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On peut alors en déduire 'existence globale lorsque la donnée initiale est petite
par rapport a la viscosité horizontale. En effet, soit ¢ assez petit et vy € B%/2 un
champ de divergence nulle, tel que [[vg||go.1/2 < vy, avec ¢ < g5. Soit v, la solution
réguliere de 1’équation approximante de I’équation de Navier-Stokes anisotrope, avec
la donnée initiale régularisée (v,|i—o = J,vg). Soit alors T le temps maximal sur
lequel on a an”Z;.g(Bo,l/Q) < 2cyy, pour tout 0 < T' < T, A T'aide de I'estimation (10),
on obtient ||vn||izj.§(60,1/g) < 2|Jvg|goas2 < 2¢vy, pour tout temps T avec 0 < T < T}

Vu que la fonction v, est réguliere en temps & valeurs dans B%'/2, nous obtenons
Tr = +00, et on a que la suite des solutions globales v,, est bornée dans 1’espace

vn € L®(R,, B*Y2) avec Vv, € L2(R., B*Y?).

En particulier, on obtient que (v,,),en est une suite bornée dans espace L= (R, ; L7 )
et en utilisant I’équation vérifiée par v,, on obtient que

(atvn)neN est Suite bornée dans LOO (R+7 Hl;é\[)

avec N suffisamment grand. Comme conséquence du théoreme d’Arzela-Ascoli, on a
qu’il existe une sous-suite de v,, qu’on va persister a noter v, tel que v,, — v dans
L2 (Ry; HN). Parce que v, est une suite bornée dans L>(R,; L? ), on obtient
par interpolation que

v, — v dans Lp, (R; H,,7) pour tout o > 0.

Vu que v, est une suite bornée dans L} (R, ; H ) pour tout £ < 1/2, on obtient

comme conséquence des lois de produits dans les espaces de Sobolev classiques que

Up @V — v ®@uv dans L2 (H. 7% lorsque o <e.

En particulier
Uy @V, — v@uv dans D

Par passage a la limite dans 1’équation approximante (NS} _,) on obtient une so-
lution globale du systeme (NS, —).

4. Démonstration du théoreme 2

Démonstration de I'unicité dans H%'/?

Avant de commencer la démonstration de 'unicité, qui est une application du
lemme 3.2, donnons quelques commentaires sur les difficultés qu’on rencontre lorsque
I'on tente de démontrer 'unicité de la solution pour I'équation (NS, —¢) et sur les
méthodes utilisées pour obtenir le lemme 3.2.

Soient u et v deux fonctions de L5 (H%'/2) telles que V,u et Vv appartiennent
a L2(H®'/2). On suppose que u et v sont solutions de 1’équation (NS;,) pour la
méme donnée initiale dans H%/2. On note w = v — u et 'objectif est de démontrer
que w = 0 dans D'(R* x T9). L’équation vérifiée par w donne comme termes non-
linéaires v - Vw et w - Vu. Les termes vy, - V,w et wy, - Vyu peuvent étre estimés a
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I’aide des lois de produits (ce qui revient en fait a la décomposition de Bony dans
la variable verticale). Le terme vz - 3w sera estimé grace aux méthodes introduites
dans [0].

Reste a estimer le terme w3 - Ozu. Vu la régularité dans la troisieme variable, il
est le produit entre un élément de H\}/ % ot un élément de Hy Y 2, ce qui donne un
élément de B, iO/Q. Cela justifie une perte d'une dérivée en variable verticale dans les
estimations sur w (voir aussi [12]). On peut ainsi envisager de faire les estimations

: —1/2 L . L

sur w dans des espaces qui sont B, Oo/ dans la troisieme variable. Plus précisément,
: . i . . 0,~1/2
I’espace candidat pour faire les estimations sur w peut étre B, Oo/ , avec la norme
naturelle
_a v
||wHB(2),;1/2 = sup(27 2 || Ajw||2).
: q

Quand on fait les estimations d’énergie sur I’équation vérifiée par w dans des espaces
d’indice de régularité —3, on va avoir & estimer le terme 277 [ AY(wd3u) AYwdz.
Sa décomposition de Bony dans la variable verticale, contient le terme

1= 2q/S;’1w383A‘q’uA‘q’wdx,

qui est le plus délicat a estimer. De maniere générale, on va utiliser I'inégalité ci-
dessous

/|qu1w383A;U - Aqwldr < HsngsHLsoLgHAZa:aU”LgL;ﬁ||AZWHL3L;§- (11)

Lorsqu’on essaie maintenant de majorer I dans le cas ou w est estimé dans I'espace

L%’(Bg:;}/ %) avec V,w appartenant & L%(Bg:;l/ %), on voit surgir la difficulté suivante

q

(31 = S3)walligerz < C Y 272Dl <C Y 27| A Oyl o

0<¢'<q 0<¢’<q
En tenant compte du fait que d;w?® = — div ,w", on obtient
(S50~ 50 wslers < Call Vg (1)

L’utilisation de I’estimation (12) dans I'inégalité (11) n’est pas bénefique, elle conduit
a une majoration qui ne permet pas de déduire I'unicité. Cette difficulté nous oblige
de faire les estimations sur w dans 'espace de Sobolev H*~1/2  afin d’abaisser la
perte dans l'estimation (12). Cette fois-ci, on a I'inegalité suivante

1Sy = Swsllpeerz < C ) 202 AV w1

q

0<q'<q
< O 2772 Ay dsws) 12)
0<q¢'<q
S C\/athwHHo,—l/z. (13)
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Pour pouvoir utiliser cette inégalité, on introduit un parametre N et on estime
différemment les "fréquences" plus petites que N de celle qui sont plus grands que N.
Pour les fréquences qui sont de taille inférieure au parametre introduit, on utilise la
régularité minimale sur w, cela veut dire qu’on va tenir compte du fait qu’on estime
w dans Vespace H%~1/2 et pour les fréquences de taille supérieure au parametre N,
on utilise la régularité maximale dont on dispose sur w, c’est-a-dire, on tient compte
du fait que w = v—u appartient a 'espace H%'/? (voir aussi [17] pour cette méthode
). L’estimation sur les "hautes fréquences" conduit de manieére "standard" au choix
de N égal & (—In|jwl|%, _1/,). Le probleme est d’estimer les "basses fréquences'. Le
terme difficil est donc

Iy = Z 2_‘7/(5;’_1 — SO AV uN wdz.

Ce terme pose encore des problemes. En effet, les inégalités (13) et (11) nous
conduisent a ’estimation suivante

In < C Z )w:%”LooL?HA UHL2L4HA w||L2L4
0<g<N
< C Y VallViwl oz | Al IV Al | Aswl| 2 Vi Abw] 2
0<g¢<N

En tenant compte de ’estimation
2 2 _ 1/2 2
| Al VALl < C27 e ullyo I Vaull o
et du fait que

v 1/2 v 1/2 1/2 1/2
IATw| VA W] Y2 < Ce2|fw]|M2_, |V iw)

H0,—1/2 HO,—1/2

on obtient finalement

Iy < VNl IV aulle o llwll e o Vawl e s

C v
< =N @) |wlo-12 + TEIVawl o120 (14)
143 10
ot f(t) = [[u(t) 30,12 | Vru(t)][ 30,12 est fonction intégrable en temps et ot le para-
metre N sera choisi a la fin comme étant N = — In ||w|| go,-1/2.

Nous obtenons donc I'inégalité

H’w( Wao-172 < CEONw®) 0,121 = I w(®)[0.-1/2)%,

ou f(t) est une fonction intégrable. La perte dans cette inégalité est trop grande et ne
nous permet toujours pas de déduire I'unicité. Cela provient du fait que le probleme
est critique en variable verticale parce qu’on a a faire des lois de produits entre des
espaces avec la somme des indices de régularité nulle, mais il est également critique
dans la variable horizontale parce que la régularité maximale en variable horizontale
sur les fonctions utilisées est H'(R?), espace qui n’est pas inclus dans L®(R?).
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Pour obtenir une estimation optimale, on introduit un nouveau parametre € qui va
quantifier le nombre des dérivées dans la variable horizontale utilisées. Le terme Iy
sera estimé maintenant de la maniere qui suit. Afin d’utiliser le moins des dérivées
possibles dans la variable horizontale, on utilise le lemme suivant qui est démontré
dans [7]

Lemme 4.1 1[I existe une constante C, telle qu’on a l'inéglité suivante

| Fllzzez) < CVBIF I Siga IVnf el pour tout 1< p < +oc.

L’inégalité de Holder dans la variable horizontale et I’estimation (13), nous donnent

<> 270(Sgs = o) llngerz 19s 250l 2 1A

2
orI—¢
0<g<N Lek

< > C2VAlIViwlgo-ar2l10s8qull , 2] Bqw]

2
17
0<q<N L3L,~*

En utilisant maintenant le lemme 4.1 on obtient pour 0 < ¢ < 1/2
IN < Z c2™ q\/>||vh’w||Ho 1/2||AV(93U||L2||AVV}183UH
0<g<N
X 5wl Va5
Vu qu’on a
1A705ull72 1 ViAGOsull 12° < 29C| Agull 32 | ViAqul 12
et en utilisant les estimations

IAGullza IVadyulliz® < 272 cqlulfon e I Viull 6

et
Ay w| 2 I Vadywl|ge < 27wl [V hwl 50,12,
on obtient
> 2 / L= SHW AN w d
0<g<N

< C \/ ”uHHO 1/2 ||vhu||H0 1/2||w||H0 —-1/2 ||Vhw||}{—t)‘,€—1/2-

En utilisant maintenant 1'inégalité ab < al%s + b%, on obtient

N = 2 2 Vh 2
In<Cl - HUHHO eIV wullgoasellwlzo -1z + S IVawlo-are
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Pour optimiser I’estimation, on fait le choix de ¢ égal a mﬁ et on obtient

> o / | — S0 ATuATw dx

0<g<N
v
< ON(L+ W N)fO)l|wllfpo /2 + 5 Vil
Le choix de N = —In |lw||%, /2, nous amene a l'inégalité différentielle

d
%Hw(t)ﬂéo,—uz < Cllw(®) o172 (= I Jw ()l F0.-1/2) In (= [fw(®) | Fo.-1/2) - (15)

Expliquons maintenant le choix de N. Pour aboutir a une estimation sur
Z 2 ‘1/ _wlOsAtuvwdz,

il est necessaire d’éstimer aussi la somme sur les fréquences supérieures au parametre

N.On a

22 Q/ZAV 383AVuAvw dx

j>N
< CZ Z “A},w?)HLgOL%|IAZU||L?,L;§”A;W||L3L%' (16)

q j=N

D’autre part, en utilisant le fait que V,w appartient a I'espace H%'/2, on a

DAy ez < CY 279NV wl 2 < CY 0 C27¢]|Viw| goasz (17)
j>N Jj=N Jj=N
S 02_N||Vhw||HO,l/2.
En utilisant (17) dans I'inégalité (16), on obtient

< OQ-NthwHWZ||AVu||”2||mVu||”2||AV 12N VR adw|

< cz*NthwHHo,m||u|r;;§,1/2||vhu||}£1/2||w|r;{3,_1/2||vhw||;,/3,_1/z.

/3 + 1yt on obtient

En utilisant l'inégalité ry < ?@
- 4/3 2/3 2/3 2/3 Vh
1N < C2 B[ llullons | Vaul o e ol e, 1/ + 351 Vol o -1/

_ Vp,
< B lwlZs . + TolIVawllio .

Afin de pouvoir utiliser sur ce terme le lemme de Gronwall, il faut prendre N dans
I’estimation ci-avant, tel que

27NBOF ()il -1e = CL@O ()50,
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On obtient ainsi & une constante pres N =1 —In [[w(t)[|3,1/-

La démostration complete de I'estimation (15) est donnée dans l'article [14]. Par
consequent, nous n’allons pas donner ici les autres termes a estimer. Remarquons
seulement que la démontration de I'unicité dans I’espace B%'/? est plus simple que
la preuve de I'unicité dans 'espace H®'/2, puisqu’on a [Squll e 22y < Cllullgoa2,

or dans l'espace H%'/? on a & eviter la difficulté 1Squll Lee 22y < C\/qllull goye-

La fin de la démonstration de I'unicité, est une application directe du lemme 3.2.
L’équation vérifiée par w est la suivante

ow + vVw + wVu — v Apw = —Vp.

Le lemme 3.2, nous donne 'estimation

d
M@0z < CLOlwON 0.1/ (1 =Tl (@), 1/2) (1 = (®)lf01/2),

ou f(t) est une fonction intégrable sur U'intervalle [0, T avec

[flles < Co(L+IVaull g moarzy + IVavll g aronrey + [IViwll 2 moarz)
X (1 + [[ull e morzy + [0l oo rror2y + Wl oo (mr01/2))-
En tenant compte du fait que [|w||zeego.1/2) < [[ull peo(mo.2) + [|0]| oo (0172, €t aussi

IVawl| g2 o172y < IVnull g2 (gr0.172) + | Vivll 12 570,12y, on obtient donce dans notre cas,
le fait que f est fonction localement intégrable.

Rappellons a présent le lemme d’Osgood (voir le livre [8] ou l'article [5]), qui va
nous permettre de conclure 'unicité.

Lemme 4.2 (Osgood)
Soient p > 0 une fonction mesurable, v une fonction localement intégrable et u
une fonction continue croissante qui vérifie la condition

/01%24—00.

Soit aussi a un nombre réel positif. Si p vérifie [inégalité

plt) < 0+ [ A(s)ulpls)ds.

Alors, si a est nul la fonction p est identiquement nulle. Si a est non nul, alors on

a
1

_/\/l(p(t))+/\/l(a)§/0 v(s)ds, avec /\/l(g:):/

xT

dr
pu(r)

Finalement, 'application du lemme d’Osgood, dans le cas ou on choisi p(s) =
|w(s)[1%0,-1/> €t pu(r) :== r(1 —In7r)In(1l — Inr), implique "unicité.
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