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Fluides incompressibles horizontalement visqueux

Marius Paicu
Résumé

Motivé par l’étude des fluides tournants entre deux plaques, nous consi-
dérons l’équation tridimensionnelle de Navier-Stokes incompressible avec vis-
cosité verticale nulle.

Nous démontrons l’existence locale et l’unicité de la solution dans un es-
pace critique (invariant par le changement d’échelle de l’équation). La solution
est globale en temps si la donnée initiale est petite par rapport à la viscosité
horizontale.

Nous obtenons l’unicité de la solution dans un espace plus grand que l’es-
pace des données pour lesquelles on sait résoudre l’équation. La démonstration
s’appuie sur un découpage adapté en fréquences verticales (on estime diffé-
remment la partie "basses fréquences" et la partie "hautes fréquences") et sur
le contrôle précis de la régularité dans les variables horizontales.

Introduction

On considère dans la suite le système de Navier-Stokes avec viscosité verticale
nulle

(NSνv=0)


∂tv + v · ∇v − νh(∂

2
x1

+ ∂2
x2

)v = −∇p dans R+ × R3

div v = 0 dans R+ × R3

v|t=0 = v0

où v est la vitesse du fluide, p est un scalaire qui représente la pression et νh > 0,
est la viscosité horizontale du fluide.

Ce système a été étudié pour la première fois dans [6]. Le choix de la viscosité
verticale nulle est justifié par l’étude des modèles géophysiques de fluides. En effet,
on modélise l’atmosphère et l’océan par des fluides tournants à grande vitesse. Les
équations de fluides tournants sont obtenues en ajoutant à l’équation de Navier-
Stokes tridimensionnelle, la force de Coriolis 1

ε
v × e3, où e3 est le vecteur (0, 0, 1)

et ε > 0 est le nombre de Rossby, que l’on considère comme un petit paramètre
(voir [15]). La loi d’Ekman pour les fluides tournants qui évoluent entre deux plans
parallèles montre que le terme de viscosité typique qu’il faut considérer est de la
forme (−νh∆hv

ε − βε∂2
3v

ε) (voir l’article [10]).
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Dans [6], pour l’équation de Navier-Stokes sans viscosité dans la direction verti-
cale, est étudiée dans le cas de l’espace entier, l’existence locale en temps pour des
données initiales quelconques dans H0,s(R3) (s > 1

2
) et l’existence globale pour des

données petites par rapport à la viscosité horizontale, dans le même espace. L’unicité
est démontrée pour s > 3

2
dans [6] et pour s > 1

2
dans [12]. Notons que H0,s(R3) est

l’espace des fonctions qui sont L2 dans la variable horizontale et Hs dans la variable
verticale.

Il est important de penser à la propriété d’invariance de l’équation par change-
ment d’échelle : si v est une solution de l’équation (NSνv=0) avec donnée initiale
v0, alors vλ(t, x) := λv(λ2t, λx) est encore une solution de l’équation (NSνv=0), avec
donnée initiale v0,λ(x) := λv0(λx). Notons que l’espace invariant par ce changement
d’échelle est ici H0,1/2. Une telle approche a été initiée par Fujita et Kato (voir
[9]) pour l’équation traditionelle de Navier-Stokes tridimensionelle, dans le cadre de
l’espace classique de Sobolev H1/2(R3).

Notre objectif est de reprendre les résultats démontrés dans [6] dans un espace
invariant par changement d’échelle et "proche" de H0,1/2.

Remarquons que l’absence de viscosité dans une direction empêche d’utiliser
une méthode "à la Leray" pour définir des solutions faibles dans l’espace d’énergie
L2(R3).

Nous allons travailler avec la donnée initiale dans un espace mixte, de type
"Besov-Sobolev" anisotrope, qui est un espace critique dans le sens où il est invariant
par rapport au changement d’échelle de l’équation de Navier-Stokes. Cet espace
contient les espaces de Sobolev anisotropes H0,s avec s > 1/2.

1. Notations et énoncés des résultats

Avant d’énoncer les résultats, définissons les espaces avec lesquels on travaille.
L’espace de Sobolev anisotrope H0,s est défini par

H0,s(R3) = {u ∈ S ′(R3)
∣∣û ∈ L1

loc(R3) et ‖u‖2
H0,s :=

∫
R3

(1 + |ξ3|)2s|û(ξ)|2dξ < ∞}.

Pour atteindre le cas limite s = 1/2, nous allons remplacer l’espace de Sobolev
anisotrope H0, 1

2 par l’espace mixte "Besov - Sobolev" anisotrope B0,1/2. Introduisons
cet espace par l’adhérence de fonctions régulières pour la norme :

‖u‖B0,1/2 =
∑
q∈Z

( ∫
ξh

∫
2q−1<|ξ3|<2q

|ξ3||û(ξ)|2dξ

)1/2

< ∞.

Il est facile de voir que cette norme est équivalente à la norme suivante

‖u‖B0,1/2 =
∑
q∈Z

2q/2‖4v
qu‖L2(R3) < ∞

où 4v
q désigne les opérateurs de localisation en fréquences verticales (voir la défini-

tion dans la section 2).
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Cet espace contient les espaces H0,s (s > 1/2) et il est un peu plus petit que
H0,1/2 mais il a les mêmes proprietés d’invariance par changement d’échelle. La
raison pour laquelle on utilise l’espace B0,1/2 au lieu de H0,1/2 est donnée par le
fait que cet espace est inclus dans L∞(Rx3 ; L

2(Rx1 × Rx2)) =: L∞
v L2

h et l’inclusion
de H0,s (avec s > 1/2) dans l’espace L∞

v (L2
h) a joué un rôle important dans les

démonstrations données dans [6].
Le théorème principal de l’article est un résultat d’existence locale et d’unicité

des solutions pour l’équation de Navier-Stokes avec viscosité verticale nulle. Nous
allons démontrer l’existence et l’unicité de la solution dans l’espace B0,1/2 (voir
le théorème 1). Nous démontrons également l’unicité de la solution de l’équation
(NSνv=0) lorsque la donnée initiale est dans l’espace non-homogène H0,1/2, espace
qui n’est pas comparable avec C−1 (voir le théorème 2). L’intérêt de cet espace est
le fait qu’on connait l’unicité de la solution de l’équation classique de Navier-Stokes
tridimensionelle dans C−1. Ce résultat a été démontré par J.-Y. Chemin dans [4].

Théorème 1 Soit v0 ∈ B0,1/2(R3) un champ de vecteurs de divergence nulle. Alors,
il existe un temps T > 0 tel que l’équation (NSνv=0) a une unique solution

v ∈ Cb([0, T ],B0,1/2) avec ∇hv ∈ L2([0, T ],B0,1/2).

De plus, il existe une constante c telle que si

‖v0‖B0,1/2 ≤ cνh

alors, l’équation (NSνv=0) admet une unique solution globale en temps

v ∈ Cb(R+,B0,1/2) avec ∇hv ∈ L2(R+,B0,1/2).

Soit T ∗ le temps de vie maximal pour v. On a

Si T ∗ < ∞ alors ‖v‖gL∞
T∗ (B0,1/2) = +∞.

Le théorème suivant est un résultat d’unicité dans un espace qui n’est pas inclus
dans C−1. Notons par H1,1/2 l’espace des fonctions dont le gradient dans la variable
horizontale appartient à l’espace H0,1/2.

Théorème 2 L’équation (NSνv=0) admet au plus une solution dans l’espace

L∞
T (H0,1/2) ∩ L2

T (H1,1/2).

Remarque 1.1 Notons que ce théorème est nouveau aussi pour l’équation de Navier-
Stokes classique.

2. Préliminaires

Tout d’abord, rappelons la définition des espaces de Lebesgue anisotropes. On
désigne par Lp

h(L
q
v) l’espace Lp(Rx1 × Rx2 ; L

q(Rx3)) qui est muni de la norme :
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‖f‖Lp
h(Lq

v) := ‖‖f(xh, ·)‖Lq(Rx3 )‖Lp(Rx1×Rx2 )

=

( ∫
Rx1×Rx2

( ∫
Rx3

|f(xh, x3)|q dx3

)p/q

dxh

)1/p

.

De la même manière, on note par Lq
v(L

p
h) l’espace Lq(Rx3 ; L

p(Rx1 × Rx2)) avec
la norme associée ‖f‖Lq

v(Lp
h) := ‖‖f(·, x3)‖Lp(Rx1×Rx2 )‖Lq(Rx3 ).

C’est bien connu que l’ordre d’intégration est important dans le sens décrit par
le lemme ci-après :

Lemme 2.1 Soient 1 ≤ p ≤ q et f : X1 × X2 → R une fonction appartenant à
Lp(X1; L

q(X2)), où (X1; dµ1) et (X2; dµ2) sont des espaces mesurables. Alors f ∈
Lq(X2; L

p(X1)) et on a l’inégalité

‖f‖Lq(X2;Lp(X1)) ≤ ‖f‖Lp(X1;Lq(X2)).

L’outil de base dans les démonstrations sera la théorie de Littlewood-Paley ani-
sotrope qui consiste à faire un découpage dyadique dans les fréquences verticales.

Introduisons les opérateurs de troncature en fréquences verticales comme suit :

4v
qu = F−1(ϕ( |ξ3|

2q )Fu(ξ)),

où on a noté par F la transformation de Fourier et u ∈ S ′(R3).
Les fonctions ϕ et χ représentent une partition de l’unité dans R, elles sont

régulières et on a

supp χ ⊂ B(0, 4/3), supp ϕ ⊂ C(3/4, 8/3),

et
χ(t) +

∑
q≥0

ϕ(2−qt) = 1.

Définissons aussi l’opérateur :

Sv
q u =

∑
q′≤q−1

4v
q′u.

Nous utilisons constamment le lemme de Bernstein anisotrope suivant.

Lemme 2.2 Soit u une fonction avec supp Fvu ⊂ R2
h × 2qC, où l’on a noté par

Fv la transformation de Fourier dans la variable verticale et où C est une couronne
dyadique. Soient p ≥ 1 et r ≥ r′ ≥ 1 , nombres réels. On a :

2qkC−k‖u‖Lp
h(Lr

v) ≤ ‖∂k
x3

u‖Lp
h(Lr

v) ≤ 2qkCk‖u‖Lp
h(Lr

v); (1)

2qkC−k‖u‖Lr
v(Lp

h) ≤ ‖∂k
x3

u‖Lr
v(Lp

h) ≤ 2qkCk‖u‖Lr
v(Lp

h); (2)

‖u‖Lp
h(Lr

v) ≤ C2q( 1
r′−

1
r
)‖u‖Lp

h(Lr′
v ); (3)

‖u‖Lr
v(Lp

h) ≤ C2q( 1
r′−

1
r
)‖u‖Lr′

v (Lp
h). (4)
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Nous allons utiliser aussi l’inégalité de "Gagliardo-Nirenberg" anisotrope sui-
vante.

Lemme 2.3 Pour toute fonction u, nous avons les estimations suivantes

‖u‖L2(Rx3 ;L4(Rx1×Rx2 )) ≤ C‖u‖1/2

L2(R3)‖∇hu‖1/2

L2(R3). (5)

Calcul paradifférentiel anisotrope.
La décomposition dyadique est utile aussi dans l’étude du produit de deux dis-

tributions. Formellement, on peut écrire, pour deux distributions u et v,

u =
∑
q∈Z

4v
qu ; v =

∑
q∈Z

4v
qv et u · v =

∑
q∈Z,q′∈Z

4v
qu · 4v

q′v.

On va séparer cette somme en trois sommes, l’une où les fréquences verticales
de u sont petites devant les fréquences verticales de v, une autre où les fréquences
verticales de v sont petites devant les fréquences verticales de u, et la dernière
somme, où les fréquences de u et de v sont comparables. Les premières deux sommes
sont les paraproduits et la dernière est le reste. Cette décomposition s’appelle la
décomposition de Bony dans la variable verticale (voir [1] respectivement [6] et [11]
pour le cas anisotrope).

Nous allons noter :

Tuv =
∑

q′≤q−2

4v
q′u · 4v

qv =
∑

q

Sv
q−1u · 4v

qv

et
R(u, v) =

∑
q

∑
i∈{0,±1}

4v
qu4v

q+iv.

Remarquons qu’on a des bonnes propriétés de quasi-orthogonalité dans le sens

4v
q(S

v
q′−1u4v

q′v) = 0 pour |q − q′| ≥ 5 et aussi (6)
4v

q(S
v
q′+1u4v

q′v) = 0 pour q′ ≤ q − 4. (7)

Pour alléger les démonstrations qui s’appuient sur le calcul paradifférentiel, nous
allons noter par aq une suite génerique qui est de racine carrée sommable, c’est-à-
dire, aq ≥ 0 et ∑

q∈Z

√
aq ≤ 1.

On va désigner par bq ≥ 0 une suite générique sommable et par cq une suite de carré
sommable telle que ∑

q∈Z

bq ≤ 1 et
∑
q∈Z

c2
q ≤ 1.

Notons ici, que l’appartenance d’une fonction u à l’espace B0,1/2 se traduit par
l’existence d’une suite bq , telle que

‖4v
qu‖L2 ≤ C2−q/2bq‖u‖B0,1/2 .

XIII–5



Dans le même esprit, notons que u appartient à l’espace de Sobolev H0,s si et
seulement si

‖4v
qu‖L2 ≤ C2−qscq‖u‖H0,s .

Notons par L̃p
T (B0,1/2) avec p ≥ 1, l’espace défini par la norme :

‖u‖fLp
T (B0,1/2)

=
∑
q∈Z

2q/2‖4v
qu‖Lp([0,T ];L2(R3)) < +∞. (8)

La définition de ces espaces s’inspire de l’article [5].

3. Estimations d’énergie et démonstration du théorème

3.1. Estimations d’énergie pour l’équation de Navier-Stokes

L’estimation d’énergie que nous allons utiliser est semblable à l’estimation d’éner-
gie donnée dans [6], mais dans le cadre des espaces L̃p

T (B0,1/2).

Lemme 3.1 (estimation pour l’existence locale) Soient u et v deux champs
de vecteurs dépendant du temps sur R3, avec u(t) de divergence nulle pour tout
t ∈ [0, T ] (T > 0). Il existe une suite de nombres réels aq ≥ 0, avec

∑
q∈Z

a
1/2
q ≤ 1,

qui dépendent de u, v et T , telle que∫ T

0

∣∣(4v
q(u · ∇v)|4v

qv
)

L2

∣∣ dt

≤ Caq2
−q

(
‖u‖

1
2gL∞T (B0,1/2)

‖∇hu‖
1
2fL2

T (B0,1/2)
‖v‖

1
2gL∞T (B0,1/2)

‖∇hv‖
3
2fL2

T (B0,1/2)

+ ‖∇hu‖fL2
T (B0,1/2)

‖v‖gL∞T (B0,1/2)‖∇hv‖fL2
T (B0,1/2)

)
,

où C > 0 est une constante universelle.

En particulier, on utilisera cette estimation dans le cas où u = v, dans la dé-
monstration de l’existence globale. Nous avons ainsi le corollaire suivant :

Corollaire 1 (estimation pour l’existence globale) Il existe une constante C
telle que, pour tout champ de vecteur v de divergence nulle, on a∫ T

0

∣∣(4q(v∇v)(t)|4v
qv(t)

)
L2

∣∣dt ≤ C2−qaq‖∇hv‖2fL2
T (B0,1/2)

‖v‖gL∞T (B0,1/2)

avec
∑
q∈Z

a
1/2
q ≤ 1.

On donne à présent l’estimation nécessaire pour démontrer l’unicité.
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Lemme 3.2 (estimation pour l’unicité) Soient u et v deux champs de divergence
nulle, qui appartiennent à l’espace L∞

T (H0,1/2) et tels que ∇hu et ∇hv appartiennent
à l’espace L2

T (H0,1/2). Soit w dans L∞
T (H0,1/2) avec ∇hw appartenant à l’espace

L2
T (H0,1/2) vérifiant l’équation{

∂tw + u · ∇w + w · ∇v − νh∆hw = −∇p

div w = 0.

Alors, pour tout 0 < t < T , si ‖w(t)‖H0,−1/2 ≤ e−1, on a l’estimation

d

dt
‖w(t)‖2

H0,−1/2 ≤ Cf(t)‖w(t)‖2
H0,−1/2(1− ln ‖w(t)‖2

H0,−1/2) ln(1− ln ‖w(t)‖2
H0,−1/2),

où f(t) est la fonction localement intégrable en temps donnée par

f(t) =
(
1 + ‖u(t)‖2

H0,1/2 + ‖v(t)‖2
H0,1/2 + ‖w(t)‖2

H0,1/2

)
×

(
1 + ‖∇hu(t)‖2

H0,1/2 + ‖∇hv(t)‖2
H0,1/2 + ‖∇hw(t)‖2

H0,1/2

)
. (9)

3.2. Démonstration du théorème 1

Existence globale pour des données petites
Nous allons démontrer seulement l’existence globale pour des données initiales

petites. La démonstration s’appuiera sur le corollaire 1. On va utiliser la méthode de
Friedrichs, qui consiste en l’approximation du système (NSνv=0) par une troncature
dans l’espace des fréquences. Définissons alors les opérateurs suivants

Jnu = F−1(1B(0,n)Fu(ξ))

Jv
nu = F−1(1{ξ | |ξ3|≤n}Fu(ξ)) et

J̃nu = (Jn − Jv
1
n
)u.

où on a noté par F la transformation de Fourier sur R3. Considérons le système
approximant suivant

(NSn
νv=0

)


∂tvn + J̃n(J̃nvn · ∇J̃nvn)− νhJ̃n∆hvn = J̃n∇

∑
i,j

∂i∂j∆
−1(J̃nv

i
nJ̃nv

j
n)

div vn = 0

vn|t=0 = J̃nv0.

Comme il est clair que les opérateurs bilinéaires sont continus de L2×L2 dans L2 et
comme la donnée initiale vn(0) = J̃nv0 appartient à L2 lorsque v0 est dans l’espace
homogène B0,1/2, alors le système (NSn

νv=0) devient une équation différentielle dans
L2. Grâce au théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution locale en
temps à valeurs dans L2. Notons par Tn le temps de vie maximal pour l’unique
solution vn du système (NSn

νv=0). Comme J̃2
n = J̃n, on a évidemment que J̃nvn

est aussi une solution pour (NSn
νv=0), alors, l’unicité de la solution implique que
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vn = J̃nvn. Donc, on a que vn est solution du système suivant, qu’on va noter
toujours par (NSn

νv=0)

(NSn
νv=0

)


∂tvn + J̃n(vn · ∇vn)− νh(∂

2
x1

+ ∂2
x2

)vn = J̃n∇
∑
i,j

∂i∂j∆
−1(vi

nv
j
n)

div vn = 0

vn|t=0 = J̃nv0.

Puisque (J̃n(vn∇vn)|vn)L2 = 0, l’estimation d’énergie dans L2 nous donne

1

2

d

dt
‖vn(t)‖2

L2 + νh‖∇hvn(t)‖2
L2 = 0.

Donc, vn(t) reste bornée sur l’intervalle maximal d’existence [0, Tn), d’où on déduit
facilement que Tn = +∞.

Afin d’alléger les notations, on "oublie" dorénavant l’indice n. On va appliquer l’opé-
rateur4v

q à l’équation approximante (NSn
νv=0

) et on va faire les estimations d’énergie
dans L2 sur chaque morceau 4v

qv, et ensuite, on va recoller les estimations. Nous
obtenons ainsi :

‖4v
qv(t)‖2

L2 + 2νh

∫ t

0

‖∇h4v
qv(τ)‖2

L2 dτ

≤ ‖4v
qv0‖2

L2 + 2

∫ t

0

∣∣(4v
q(v · ∇v)(τ) | 4v

qv(τ)
)

L2

∣∣ dτ.

En prenant le supremum en t ∈ [0, T ], on a

‖4v
qv‖2

L∞T (L2) + 2νh‖∇h4v
qv‖2

L2
T (L2)

≤ ‖4v
qv0‖2

L2 + 2

∫ T

0

∣∣(4v
q(v · ∇v)(τ) | 4v

qv(τ)
)

L2

∣∣ dτ.

Nous allons utiliser maintenant le corollaire 1 pour obtenir que

‖4v
qv‖2

L∞T (L2) + 2νh‖∇h4v
qv‖2

L2
T (L2)

≤ ‖4v
qv0‖2

L2 + 2−qaqC‖v‖gL∞T (B0,1/2)‖∇hv‖2fL2
T (B0,1/2)

avec
∑
q

√
aq ≤ 1. D’où, par l’équivalence entre a2 + b2 et (a + b)2 quand a et b sont

des nombres réels positifs, il vient

2q/2‖4v
qv‖L∞T (L2) +

√
2ν

1/2
h 2q/2‖∇h4v

qv‖L2
T (L2)

≤ 2q/2
√

2‖4v
qv0‖L2 + a1/2

q

√
2C1/2‖v‖1/2gL∞T (B0,1/2)

‖∇hv‖fL2
T (B0,1/2)

.

Par sommation en q, nous obtenons

‖v‖gL∞T (B0,1/2) +
√

2ν
1/2
h ‖∇hv‖fL2

T (B0,1/2)

≤
√

2‖v0‖B0,1/2 + C1/2
√

2‖v‖1/2gL∞T (B0,1/2)
‖∇hv‖fL2

T (B0,1/2)
. (10)
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On peut alors en déduire l’existence globale lorsque la donnée initiale est petite
par rapport à la viscosité horizontale. En effet, soit c assez petit et v0 ∈ B0,1/2 un
champ de divergence nulle, tel que ‖v0‖B0,1/2 < cνh avec c < 1

8C
. Soit vn la solution

régulière de l’équation approximante de l’équation de Navier-Stokes anisotrope, avec
la donnée initiale régularisée (vn|t=0 = J̃nv0). Soit alors T ∗

n le temps maximal sur
lequel on a ‖vn‖gL∞T (B0,1/2) ≤ 2cνh pour tout 0 < T < T ∗

n . À l’aide de l’estimation (10),
on obtient ‖vn‖gL∞T (B0,1/2) ≤ 2‖v0‖B0,1/2 < 2cνh pour tout temps T avec 0 < T < T ∗

n .
Vu que la fonction vn est régulière en temps à valeurs dans B0,1/2, nous obtenons

T ∗
n = +∞, et on a que la suite des solutions globales vn est bornée dans l’espace

vn ∈ L̃∞(R+,B0,1/2) avec ∇hvn ∈ L̃2(R+,B0,1/2).

En particulier, on obtient que (vn)n∈N est une suite bornée dans l’espace L∞(R+; L2
loc)

et en utilisant l’équation vérifiée par vn, on obtient que

(∂tvn)n∈N est suite bornée dans L∞(R+; H−N
loc )

avec N suffisamment grand. Comme conséquence du théorème d’Arzela-Ascoli, on a
qu’il existe une sous-suite de vn qu’on va persister à noter vn, tel que vn −→ v dans
L∞

loc(R+; H−N
loc ). Parce que vn est une suite bornée dans L∞(R+; L2

loc), on obtient
par interpolation que

vn −→ v dans L∞
loc(R+; H−σ

loc ) pour tout σ > 0.

Vu que vn est une suite bornée dans L2
loc(R+; Hε

loc) pour tout ε < 1/2, on obtient
comme conséquence des lois de produits dans les espaces de Sobolev classiques que

vn ⊗ vn −→ v ⊗ v dans L2
loc(H

ε−σ−3/2
loc ) lorsque σ < ε.

En particulier

vn ⊗ vn −→ v ⊗ v dans D′.

Par passage à la limite dans l’équation approximante (NSn
νv=0) on obtient une so-

lution globale du système (NSνv=0).

4. Démonstration du théorème 2

Démonstration de l’unicité dans H0,1/2

Avant de commencer la démonstration de l’unicité, qui est une application du
lemme 3.2, donnons quelques commentaires sur les difficultés qu’on rencontre lorsque
l’on tente de démontrer l’unicité de la solution pour l’équation (NSνv=0) et sur les
méthodes utilisées pour obtenir le lemme 3.2.

Soient u et v deux fonctions de L∞
T (H0,1/2) telles que ∇hu et ∇hv appartiennent

à L2
T (H0,1/2). On suppose que u et v sont solutions de l’équation (NSh) pour la

même donnée initiale dans H0,1/2. On note w = v− u et l’objectif est de démontrer
que w = 0 dans D′(R∗

+ × T d). L’équation vérifiée par w donne comme termes non-
linéaires v · ∇w et w · ∇u. Les termes vh · ∇hw et wh · ∇hu peuvent être estimés à
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l’aide des lois de produits (ce qui revient en fait à la décomposition de Bony dans
la variable verticale). Le terme v3 · ∂3w sera estimé grâce aux méthodes introduites
dans [6].

Reste à estimer le terme w3 · ∂3u. Vu la régularité dans la troisième variable, il
est le produit entre un élément de H

1/2
v et un élément de H

−1/2
v , ce qui donne un

élément de B
−1/2
2,∞ . Cela justifie une perte d’une dérivée en variable verticale dans les

estimations sur w (voir aussi [12]). On peut ainsi envisager de faire les estimations
sur w dans des espaces qui sont B−1/2

2,∞ dans la troisième variable. Plus précisément,
l’espace candidat pour faire les estimations sur w peut être B0,−1/2

2,∞ , avec la norme
naturelle

‖w‖B0,−1/2
2,∞

= sup
q

(2−
q
2‖4v

qw‖L2).

Quand on fait les estimations d’énergie sur l’équation vérifiée par w dans des espaces
d’indice de régularité −1

2
, on va avoir à estimer le terme 2−q

∫
4v

q(w
3∂3u)4v

qwdx.
Sa décomposition de Bony dans la variable verticale, contient le terme

I := 2−q

∫
Sv

q−1w3∂34v
qu4v

qwdx,

qui est le plus délicat à estimer. De manière générale, on va utiliser l’inégalité ci-
dessous∫

|Sv
q−1w3∂34v

qu · 4v
qw|dx ≤ ‖Sv

q−1w3‖L∞v L2
h
‖4v

q∂3u‖L2
vL4

h
‖4v

qw‖L2
vL4

h
. (11)

Lorsqu’on essaie maintenant de majorer I dans le cas où w est estimé dans l’espace
L∞

T (B0,−1/2
2,∞ ) avec∇hw appartenant à L2

T (B0,−1/2
2,∞ ), on voit surgir la difficulté suivante

‖
(
Sv

q−1 − Sv
0

)
w3‖L∞v L2

h
≤ C

∑
0≤q′≤q

2q′/2‖4v
q′w3‖L2 ≤ C

∑
0≤q′≤q

2−q′/2‖4v
q′∂3w3‖L2 .

En tenant compte du fait que ∂3w
3 = − div hw

h, on obtient

‖
(
Sv

q−1 − Sv
0

)
w3‖L∞v L2

h
≤ Cq‖∇hw‖B0,−1/2

2,∞
. (12)

L’utilisation de l’estimation (12) dans l’inégalité (11) n’est pas bénefique, elle conduit
à une majoration qui ne permet pas de déduire l’unicité. Cette difficulté nous oblige
de faire les estimations sur w dans l’espace de Sobolev H0,−1/2, afin d’abaisser la
perte dans l’estimation (12). Cette fois-ci, on a l’inegalité suivante

‖(Sv
q−1 − Sv

0 )w3‖L∞v L2
h
≤ C

∑
0≤q′≤q

2q′/2‖4v
q′w

3‖L2

≤ C
( ∑

0≤q′≤q

2−q′/2‖4v
q′∂3w3‖L2

)
≤ C

√
q‖∇hw‖H0,−1/2 . (13)
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Pour pouvoir utiliser cette inégalité, on introduit un paramètre N et on estime
différemment les "fréquences" plus petites que N de celle qui sont plus grands que N .
Pour les fréquences qui sont de taille inférieure au paramètre introduit, on utilise la
régularité minimale sur w, cela veut dire qu’on va tenir compte du fait qu’on estime
w dans l’espace H0,−1/2 et pour les fréquences de taille supérieure au paramètre N ,
on utilise la régularité maximale dont on dispose sur w, c’est-à-dire, on tient compte
du fait que w = v−u appartient à l’espace H0,1/2 (voir aussi [17] pour cette méthode
). L’estimation sur les "hautes fréquences" conduit de manière "standard" au choix
de N égal à (− ln ‖w‖2

H0,−1/2). Le problème est d’estimer les "basses fréquences". Le
terme difficil est donc

IN :=
∑

0≤q≤N

2−q

∫
(Sv

q−1 − Sv
0 )w3∂34v

qu4v
qwdx.

Ce terme pose encore des problèmes. En effet, les inégalités (13) et (11) nous
conduisent à l’estimation suivante

IN ≤ C
∑

0≤q≤N

‖(Sv
q−1 − Sv

0 )w3‖L∞v L2
h
‖4v

qu‖L2
vL4

h
‖4v

qw‖L2
vL4

h

≤ C
∑

0≤q≤N

√
q‖∇hw‖H0,−1/2‖4v

qu‖
1/2

L2 ‖∇h4v
qu‖

1/2

L2 ‖4v
qw‖

1/2

L2 ‖∇h4v
qw‖

1/2

L2 .

En tenant compte de l’estimation

‖4v
qu‖

1/2

L2 ‖∇h4v
qu‖

1/2

L2 ≤ C2−q/2cq‖u‖1/2

H0,1/2‖∇hu‖1/2

H0,1/2 ,

et du fait que

‖4v
qw‖

1/2

L2 ‖∇h4v
qw‖

1/2

L2 ≤ Ccq2
q/2‖w‖1/2

H0,−1/2‖∇hw‖1/2

H0,−1/2

on obtient finalement

IN ≤
√

N‖u‖1/2

H0,1/2‖∇hu‖1/2

H0,1/2‖w‖
1/2

H0,−1/2‖∇hw‖3/2

H0,−1/2

≤ C

νh

N2f(t)‖w‖2
H0,−1/2 +

νh

10
‖∇hw‖2

H0,−1/2 , (14)

où f(t) = ‖u(t)‖2
H0,1/2‖∇hu(t)‖2

H0,1/2 est fonction intégrable en temps et où le para-
mètre N sera choisi à la fin comme étant N = − ln ‖w‖H0,−1/2 .

Nous obtenons donc l’inégalité

d

dt
‖w(t)‖2

H0,−1/2 ≤ Cf(t)‖w(t)‖2
H0,−1/2(1− ln ‖w(t)‖2

H0,−1/2)
2,

où f(t) est une fonction intégrable. La perte dans cette inégalité est trop grande et ne
nous permet toujours pas de déduire l’unicité. Cela provient du fait que le problème
est critique en variable verticale parce qu’on a à faire des lois de produits entre des
espaces avec la somme des indices de régularité nulle, mais il est également critique
dans la variable horizontale parce que la régularité maximale en variable horizontale
sur les fonctions utilisées est Ḣ1(R2

h), espace qui n’est pas inclus dans L∞(R2
h).
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Pour obtenir une estimation optimale, on introduit un nouveau paramètre ε qui va
quantifier le nombre des dérivées dans la variable horizontale utilisées. Le terme IN

sera estimé maintenant de la manière qui suit. Afin d’utiliser le moins des dérivées
possibles dans la variable horizontale, on utilise le lemme suivant qui est démontré
dans [7]

Lemme 4.1 Il existe une constante C, telle qu’on a l’inéglité suivante

‖f‖L2p(R2
h) ≤ C

√
p‖f‖1/p

L2(R2
h)
‖∇hf‖1−1/p

L2(R2
h)

pour tout 1 ≤ p < +∞.

L’inégalité de Hölder dans la variable horizontale et l’estimation (13), nous donnent

∑
0≤q≤N

2−q

∫
(Sv

q−1 − Sv
0 )w3 · ∂34v

qu4v
qw dx

≤
∑

0≤q≤N

2−q‖(Sv
q−1 − Sv

0 )w3‖L∞v L2
h
‖∂34v

qu‖
L2

vL
2
ε
h

‖4v
qw‖

L2
vL

2
1−ε
h

≤
∑

0≤q≤N

C2−q√q‖∇hw‖H0,−1/2‖∂34v
qu‖

L2
vL

2
ε
h

‖4v
qw‖

L2
vL

2
1−ε
h

En utilisant maintenant le lemme 4.1 on obtient pour 0 < ε < 1/2

IN ≤
∑

0≤q≤N

C2−q

√
q

ε
‖∇hw‖H0,−1/2‖4v

q∂3u‖ε
L2‖4v

q∇h∂3u‖1−ε
L2

× ‖4v
qw‖1−ε

L2 ‖∇h4v
qw‖ε

L2 .

Vu qu’on a

‖4v
q∂3u‖ε

L2‖∇h4v
q∂3u‖1−ε

L2 ≤ 2qC‖4v
qu‖ε

L2‖∇h4v
qu‖1−ε

L2

et en utilisant les estimations

‖4v
qu‖ε

L2‖∇h4v
qu‖1−ε

L2 ≤ 2−q/2cq‖u‖ε
H0,1/2‖∇hu‖1−ε

H0,1/2

et
‖4v

qw‖1−ε
L2 ‖∇h4v

qw‖ε
L2 ≤ 2q/2cq‖w‖1−ε

H0,−1/2‖∇hw‖ε
H0,−1/2 ,

on obtient∑
0≤q≤N

2−q

∫
(Sv

q−1 − Sv
0 )w3∂34v

qu4v
qw dx

≤ C

√
N

ε
‖u‖ε

H0,1/2‖∇hu‖1−ε
H0,1/2‖w‖1−ε

H0,−1/2‖∇hw‖1+ε
H0,−1/2 .

En utilisant maintenant l’inégalité ab ≤ a
2

1+ε + b
2

1−ε , on obtient

IN ≤ C

(
N

ε

) 1
1−ε

‖u‖
2ε

1−ε

H0,1/2‖∇hu‖2
H0,1/2‖w‖2

H0,−1/2 +
νh

2
‖∇hw‖2

H0,−1/2
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Pour optimiser l’estimation, on fait le choix de ε égal à 1
1+ln N

et on obtient

∑
0≤q≤N

2−q

∫
(Sv

q−1 − Sv
0 )w3∂v

34v
qu4v

qw dx

≤ CN(1 + ln N)f(t)‖w‖2
H0,−1/2 +

νh

2
‖∇hw‖2

H0,−1/2

Le choix de N = − ln ‖w‖2
H0,−1/2 , nous amène à l’inégalité différentielle

d

dt
‖w(t)‖2

H0,−1/2 ≤ C‖w(t)‖2
H0,−1/2

(
− ln ‖w(t)‖2

H0,−1/2

)
ln

(
− ln ‖w(t)‖2

H0,−1/2

)
. (15)

Expliquons maintenant le choix de N . Pour aboutir à une estimation sur∑
q

2−q

∫
Sv

q−1w
3∂34v

qu4v
qwdx,

il est necessaire d’éstimer aussi la somme sur les fréquences supérieures au paramètre
N . On a

IN :=
∑

q

2−q

∫ ∑
j≥N

4v
jw

3∂34v
qu4v

qw dx

≤ C
∑

q

∑
j≥N

‖4v
jw

3‖L∞v L2
h
‖4v

qu‖L2
vL4

h
‖4v

qw‖L2
vL4

h
. (16)

D’autre part, en utilisant le fait que ∇hw appartient à l’espace H0,1/2, on a∑
j≥N

‖4v
qw

3‖L∞v L2
h
≤ C

∑
j≥N

2−j/2‖4v
j∇hw‖L2 ≤ C

∑
j≥N

C2−jcj‖∇hw‖H0,1/2 (17)

≤ C2−N‖∇hw‖H0,1/2 .

En utilisant (17) dans l’inégalité (16), on obtient

IN ≤ C2−N‖∇hw‖H0,1/2

∑
q

‖4v
qu‖

1/2

L2 ‖∇h4v
qu‖

1/2

L2 ‖4v
qw‖

1/2

L2 ‖∇h4v
qw‖

1/2

L2

≤ C2−N‖∇hw‖H0,1/2‖u‖1/2

H0,1/2‖∇hu‖1/2

H0,1/2‖w‖
1/2

H0,−1/2‖∇hw‖1/2

H0,−1/2 .

En utilisant l’inégalité xy ≤ 3
4
x4/3 + 1

4
y4, on obtient

IN ≤ C2−4N/3‖∇hw‖4/3

H0,1/2‖u‖
2/3

H0,1/2‖∇hu‖2/3

H0,1/2‖w‖
2/3

H0,−1/2 +
νh

10
‖∇hw‖2

H0,−1/2

≤ C2−4N/3f(t)‖w‖2/3

H0,−1/2 +
νh

10
‖∇hw‖2

H0,−1/2 .

Afin de pouvoir utiliser sur ce terme le lemme de Gronwall, il faut prendre N dans
l’estimation ci-avant, tel que

2−4N/3Cf(t)‖w‖2/3

H0,−1/2 = Cf(t)‖w(t)‖2
H0,−1/2 .
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On obtient ainsi à une constante près N = 1− ln ‖w(t)‖2
H0,−1/2 .

La démostration complète de l’estimation (15) est donnée dans l’article [14]. Par
consequent, nous n’allons pas donner ici les autres termes à estimer. Remarquons
seulement que la démontration de l’unicité dans l’espace B0,1/2 est plus simple que
la preuve de l’unicité dans l’espace H0,1/2, puisqu’on a ‖Sv

q u‖L∞v (L2
h) ≤ C‖u‖B0,1/2 ,

or dans l’espace H0,1/2 on a à eviter la difficulté ‖Sv
q u‖L∞v (L2

h) ≤ C
√

q‖u‖H0,1/2 .

La fin de la démonstration de l’unicité, est une application directe du lemme 3.2.
L’équation vérifiée par w est la suivante

∂tw + v∇w + w∇u− νh∆hw = −∇p.

Le lemme 3.2, nous donne l’estimation

d

dt
‖w(t)‖2

H0,−1/2 ≤ Cf(t)‖w(t)‖2
H0,−1/2(1− ln ‖w(t)‖2

H0,−1/2) ln(1− ln ‖w(t)‖2
H0,−1/2),

où f(t) est une fonction intégrable sur l’intervalle [0, T ] avec

‖f‖L1
T
≤ CT (1 + ‖∇hu‖L2

T (H0,1/2) + ‖∇hv‖L2
T (H0,1/2) + ‖∇hw‖L2

T (H0,1/2))

×(1 + ‖u‖L∞T (H0,1/2) + ‖v‖L∞T (H0,1/2) + ‖w‖L∞T (H0,1/2)).

En tenant compte du fait que ‖w‖L∞T (H0,1/2) ≤ ‖u‖L∞T (H0,1/2) + ‖v‖L∞T (H0,1/2), et aussi
‖∇hw‖L2

T (H0,1/2) ≤ ‖∇hu‖L2
T (H0,1/2)+‖∇hv‖L2

T (H0,1/2), on obtient donc dans notre cas,
le fait que f est fonction localement intégrable.

Rappellons à présent le lemme d’Osgood (voir le livre [8] ou l’article [5]), qui va
nous permettre de conclure l’unicité.

Lemme 4.2 (Osgood)
Soient ρ ≥ 0 une fonction mesurable, γ une fonction localement intégrable et µ

une fonction continue croissante qui vérifie la condition∫ 1

0

dr

µ(r)
= +∞.

Soit aussi a un nombre réel positif. Si ρ vérifie l’inégalité

ρ(t) ≤ a +

∫ t

0

γ(s)µ(ρ(s))ds.

Alors, si a est nul la fonction ρ est identiquement nulle. Si a est non nul, alors on
a

−M(ρ(t)) +M(a) ≤
∫ t

0

γ(s)ds, avec M(x) =

1∫
x

dr

µ(r)
.

Finalement, l’application du lemme d’Osgood, dans le cas où on choisi ρ(s) :=
‖w(s)‖2

H0,−1/2 et µ(r) := r(1− ln r) ln(1− ln r), implique l’unicité.
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