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Conditions de Bohr-Sommerfeld pour les
singularités focus-focus et monodromie quantique

Vi Ngoc San

Résumé

Je présenterai les résultats d’une étude microlocale détaillée du spectre
joint de deux opérateurs h-pseudo-différentiels qui commutent sur une variété
de dimension deux en présence d’une singularité dite ”focus-focus”. L’étude
couvre par exemple le cas du pendule sphérique étudié par Duistermaat, ou
du fond de la bouteille de Champagne, mais les phénomenes observés sont
universels. On en observe principalement deux:

— une accumulation de valeurs propres au voisinage de la singularité en

O(log(h)) par rapport au cas régulier,
— des phénomeénes globaux autour de la singularité liés a la monodromie
du systeme.
L’étude s’inspire des travaux de Y. Colin de Verdiére et B. Parisse et s’appuie
sur ’écriture de conditions du type Bohr-Sommerfeld adaptées a la singularité.
Les résultats seront illustrés en utilisant des calculs numériques de valeurs
propres effectués par M.S. Child dans le cas de la bouteille de Champagne.

1. Introduction.

On se propose d’étudier le spectre conjoint dans le régime semi-classique A — 0
de deux h-opérateurs pseudo-différentiels Py(h) et Pz(h) qui commutent sur une
variété différentielle de dimension 2, et dont le symbole principal conjoint (p;, p2)
admet une singularité dite focus-focus (voir section 4.1). Notons m cette singularité,
et 0 = (p1(m), p2(m)) € R? la valeur critique.

Ce type de singularité des systéemes complétement intégrables est le seul qui soit
a la fois non-dégénéré (au sens de Morse-Bott) et inexistant en dimension 1; il est en
réalité typique des systémes a deux degrés de liberté et apparait par exemple dans
I’étude du pendule sphérique (Cushman et Duistermaat [6]) ou de la bouteille de
Champagne (Child [2]), ou il joue un réle crucial (mais sous-jacent dans les articles
en question, qui ne le mentionnent pas).

Une premiere approche de ce probléme consiste a utiliser les conditions de quan-
tification de Bohr-Sommerfeld standard, valables pour les systemes completement
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intégrables en dehors des singularités, pour se rendre compte que 'impossibilité de
construire des variables d’action globales (Duistermaat [7]) se traduit directement,
au niveau quantique, en I'impossibilité pour le spectre conjoint d’étre globalement
difféomorphe & un portion du réseau hZ2. Le résultat le plus remarquable est que
la monodromie classique du systéme peut étre tres facilement décelée sur le spectre
conjoint du systéme; cette approche est exposée dans [15].

Malheureusement, une telle étude ne peut s’effectuer qu’a distance fixe de la
singularité, laissant ainsi de c6té un nombre de valeur propres qui croit vers ’'infini
lorsque A — 0: celles qui s’accumulent pres de la valeur critique o. A Dinstar du
cas d’une singularité hyperbolique en dimension 1, traité en régime semi-classique
par Colin de Verdiere et Parisse [4, 5], ce probleme peut étre résolu par 'utilisation
d’une forme normale microlocale semi-classique, qui permet 1’écriture de conditions
du type Bohr-Sommerfeld valables uniformément dans un petit voisinage de o.

Cette uniformité permet non seulement de retrouver — et de préciser — la ma-
nifestation de la monodromie a distance fixe de o, mais aussi de mener une étude
détaillée de la répartition des valeurs propres conjointes dans un petit voisinage de
taille O(h) autour de o. On montre ainsi qu’a un difféomorphisme semi-classique
pres, ces valeurs propres sont situées sur des droites paralleles distantes de h, alors
que sur chacune de ces droites, les espacements entre les valeurs propres sont de
lordre de O(h/|In k|), avec un minimum au voisinage de o.

On ne donnera ici qu’une idée des démonstrations, qui s’inspirent en partie de
[4]; le lecteur intéressé par de plus amples détails pourra se référer a [16]. Enfin, on
terminera cette étude par une petite digression numérique rendue possible par les
calculs de Child concernant ’exemple de la bouteille de Champagne.

2. Complete intégrabilité.

Par systéme complétement intégrable classique sur une variété symplectique M de
dimension 2n on entend ici la donnée de n fonctions py,...,p, presque partout
indépendantes et telles que

{piapj} = 07 Viaj’
ou {-,-} désigne le crochet de Poisson associé a la structure symplectique. Dans
ce travail, M sera toujours un ouvert d’un cotangent 7*X, muni de la structure
symplectique standard w = da, ou a désigne la 1-forme canonique de Liouville.

La fonction F' = (py,...,pn) est appelée I’application moment, et sera toujours
supposée propre, de sorte que les surfaces de niveau Ag = F~!(E) soient compactes.

De fagon analogue, un systéme complétement intégrable quantique est la donnée
de n opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints Pi(k),..., P,(h) qui commutent
sur X, et dont les symboles principaux py,...,p, définissent un systeme complete-
ment intégrable classique. La propreté de I’application moment implique que pour
tout compact K C R”, le spectre conjoint X(h) de ces opérateurs est discret dans
K (voir [1]), et donc donné par

S(h)NK ={(Ey,...,E) €K, e LX), |lpla=1, Vi P =Ejp}.
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On suppose en outre que P;(h) est elliptique a I'infini au sens de Hérmander (par
exemple, Py(h) est un opérateur de type Schrédinger), ce qui permet de montrer
qu’une famille de fonctions propres ¢ (h) associées a une famille de valeurs propres
conjointes E(h) tendant vers E lorsque h — 0 est microlocalisée au voisinage de
’ensemble de niveau Ag (qui doit donc étre non vide!). Ceci permet, si on se satisfait
d’une description du spectre conjoint modulo O(h*), de remplacer les équations
Pjyp = E;% par des équations microlocales au voisinage de Ag.

Si c est une valeur réguliére de F', et qu’on étudie le spectre conjoint dans un
petit voisinage U de ¢, 'imprécision modulo O(h*) n’est pas génante puisque qu’on
sait ([3, 1]) que les valeurs propres conjointes sont asymptotiquement simples : étant
donné E(h) € E(h) N U, h — 0, la multiplicité d’une boule de taille O(h") avec
N > 1 autour de E(h) est égale & 1 pour h assez petit. On verra que tel est encore
le cas en présence d’une singularité focus-focus.

3. Conditions de Bohr-Sommerfeld et monodromie.

Cette section, qui correspond a la premiere approche du probleme mentionnée en
introduction, montre comment décrire le spectre conjoint prés d’une valeur régu-
liére de F en utilisant les conditions de quantification “standard” (la méthode est
différente dans [1]).

3.1 Le cocycle de Bohr-Sommerfeld

Soit donc ¢ € R™ une valeur réguliere de F. D’apres le théoreme d’Arnold-
Liouville, il existe un petit voisinage U de c tel que la restriction de F' & F~(U) soit
une fibration locale par des tores lagrangiens munis de coordonnées actions-angles.
L’union

A(U)E || H'(Ag)
EeU

est un fibré vectoriel trivial de rang n. On peut alors énoncer les conditions de
quantification de Bohr-Sommerfeld de la fagon suivante:

Théoréme 3.1 Il existe une suite (AF)k>—1 de sections C*° de A(U) telle que pour
toute section \E(h) de A(U) admettant le développement asymptotique suivant, uni-
forme pour h petit et E dans tout compact de U :

o0
ME(R) ~ 3 REAE,
k=-1
le spectre conjoint dans U est caractérisé par I’énoncé suivant :

Une famille de réels (E(h))wen € U, ou H est un sous-ensemble borné de R
admettant 0 comme point d’accumulation, vérifie

E(h) € S(h) + O(h*)

-
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st et seulement st

AE®)(R) € HY (Mg, 27Z) + O(h™). (1)
Enfin, on a

E

TRemarque. On peut aussi décrire le terme sous-principal A, qui fait intervenir le
cocycle de Maslov ainsi que les symboles sous-principaux des opérateurs P;(h). .

Cet énoncé un peu austere fournit en réalité une description précise du spectre
conjoint dans U grace a une généralisation semi-classique des actions classiques:
pour E € U, soit 7F, ... vEF des cycles dépendant régulirement de E et formant
une base de H;(Ag), et posons

F(E; ) & 21;; ([, )\E(h),...,[h? /\E(h)) .

f(+, k) est donc un symbole semi-classique elliptique d’ordre 0 admettant un DAS en
puissances de h dont les termes sont des fonctions C* de F. Le spectre conjoint dans
U est alors donné modulo O(h*°) par les solutions dans U de 1’équation f(E;h) €
hZ™ + O(h*).

Idée de la démonstration. Les fonctions propres 1(h) sont microlocalisées sur les tores
Ag. Au voisinage de chaque point du tore les solutions ¢ (k) sont uniques & constante
mutliplicative pres: ceci est di a ’analogue microlocal du théoréeme de Darboux-
Carathéodory qui conjugue par un opérateur intégral de Fourier les opérateurs P;(h)
en les opérateurs %535. On construit alors de telles solutions partout sur le tore, et la

condition de recollement s’exprime par la nullité d’un cocycle de Cech. L’argument
de ce cocycle définit la 1-forme AE(h), qui est a priori & valeurs dans S'. On peut

ici supposer que U est simplement connexe ce qui permet de relever Af(h) dans R.
O

3.2 Monodromie et développement du spectre

Le terme principal de f(-;h) est égal aux actions classiques [ ¢ a. La premiere
J

conséquence de ce fait est que pour h assez petit, f(-, ) est un difféomorphisme de
U dans son image V, et d’inverse admettant un développement asymptotique semi-
classique du méme type que f(-;h); ceci veut dire que L(h) N U est difféomorphe
a la portion de réseau hZ™ N V. Autrement dit, le spectre conjoint dans U, vu au
microscope avec un grossissement 1/h, converge vers le réseau droit Z".

Deuxiemement, de la méme facon que la monodromie classique empéche la
construction globale de variables d’action, elle empéche aussi le spectre conjoint
d’étre globalement difféomorphe a hZ". Une fagon de décrire ce phénomene est de
considérer le spectre conjoint comme tracé sur le revétement simplement connexe
U, —— U, de I’ouvert des valeurs réguliéres de F. L’application f(-; k) s’étend alors
sur tout U, et est vue comme une développante du spectre. La monodromie quan-
tique est alors donnée par I’holonomie affine associée : on se donne un point A € U,,
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et & tout v € m(Uy,n(A)) agissant sur U, on associe 'élément u(y) € GA(n,Z) tel
que

F(r-A;s ) [k = p(7)(f(A; h)[h) + O(h™).

La figure 1 donne un exemple de développement d’une suite de points A, ..., 4,
tracés sur le spectre de la bouteille de Champagne, autour de la singularité focus-
focus. La monodromie associée est ’application affine fixant ’origine et envoyant Ay
sur Ap.

F1G. 1 — Développement d’une suite de points du spectre conjoint de la bouteille de
Champagne.

Le théoréme 3.1 ne s’applique pas dés que U contient une valeur singuliere de
F'; en outre, on ne peut en général obtenir aucune information intéressante sur le
spectre conjoint autour d’une telle valeur critique o en choisissant des ouverts U de
plus en plus proches de o, car le cocycle de Bohr-Sommerfeld risque de diverger.
La prise en compte de singularités nécessite donc une étude au cas par cas, dont on
peut au mieux espérer qu’elle soit déterminée par la Hessienne de F' au point critique
m. Tel est le cas pour un fond de puits non-dégénéré (Simon [12], Helffer-Sjostrand
[10]), mais aussi pour une singularité de type focus-focus.

4. Singularités focus-focus.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce texte, n = 2; ainsi, Py (h) et P2(h) sont
deux opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints qui commutent sur X. Comme
précédemment, ’application moment F' = (p;, p2) est supposée étre propre et avoir
des ensembles de niveau connexes. On suppose en outre que F' admet une singularité
focus-focus simple.
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4.1 Définition

Un point critique m € T*X de F est dit de type focus-focus® si les conditions
suivantes sont satisfaites:

m est de corang maximal (i.e. p; et p; sont critiques en m) et il existe des
coordonnées symplectiques locales (z,y,£,n) dans lesquelles la sous-algebre de Q(4)
(l’algebre de Lie des formes quadratiques en (z,y, £, 7) munie du crochet de Poisson)
engendrée par py(m) et py(m) admet aussi la base suivante:

q = z€ + yn,
q2 = zn — y&.

Le point m est nécessairement isolé parmi les points critiques de F'. L’hypothese
supplémentaire que la singularité est “simple” signifie que m doit étre le seul point
critique de F sur A, = F~!(0). Il existe donc dans U, un petit disque épointé U
autour de o.

On peut alors montrer (voir [17]) que la fibration Fjy a une monodromie non
triviale, engendrée dans une bonne base par la matrice

(10
F=1 411 )"

4.2 Etude microlocale

Les hypotheses précédentes suffisent pour déceler la monodromie quantique sur
le spectre conjoint autour de o, au sens de la section 3.2. Elles permettent en réalité
davantage puisqu’on peut en déduire la forme du spectre conjoint dans un petit
voisinage contenant o. L’ingrédient essentiel de cette analyse est I'existence d’une
forme normale microlocale pour Pj(h) et P2(h) au voisinage de m (voir [14]), qui
transforme le systeme P;j(h)y(h) = E;i(h) en le systéeme

Q;(h)¥(h) = €;(E; h)p(h), (1)

ou €(-;h) = (e1(-;h),€2(-; b)) est un symbole semi-classique d’ordre 0 de (RZ o)
dans (RZ0), elliptique preés de o, et admettant un développement asymptotique en
puissances entiéres de h dont les termes sont des fonctions C* de E; et les Q;(h)
sont les quantifiés symétriques des g;, c’est-a-dire en coordonnées polaires (r,6)

h, 0 h 0
Q1(h) = Y(TE +1) et Qq(h) = 730"

Notons au passage que I’écriture de formes normales microlocales pour des opéra-
teurs pseudo-différentiels a toujours été une des principales applications de la théorie
des opérateurs intégraux de Fourier (voir [8]), et nombreuses sont ses applications
en analyse semi-classique (voir par exemple [4, 11, 13]).

1. On devrait peut-étre dire en francais “foyer-foyer”...A ma connaissance, la terminologie
pour une telle singularité n’est pas standardisée; on trouve aussi “hyperbolique complexe” ou
“selle-foyer” ou “loxodromique”.
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4.3 Conditions de Bohr-Sommerfeld singulieres

Dans toute la suite de I’étude, on voit €(+; h) comme un changement de variables
semi-classiques au travers duquel la description du spectre conjoint prés de o est
plus simple. Il est clair que la premiere condition nécessaire a ’existence de solution
microlocales de (1) est

e2(E; h) € RZ + O(h*™),

ce qui veut dire que, vu dans les coordonnées (€1, €2), le spectre conjoint est modulo
O(h™) réparti sur les droites horizontales {¢; = hn}, n € Z.

Une fois un tel n fixé, on peut montrer que ’espace des solutions microlocales
de (1) est de dimension 1, ce qui implique la simplicité asymptotique des valeurs
propres au voisinage de 0. On peut alors construire des fonctions propres comme au
3.1 par recollement de solutions microlocales sur la Lagrangienne singuliere A,, et
obtenir un cocycle de Bohr-Sommerfeld dont la trivialité est la condition nécessaire
et suffisante pour I’existence de fonctions propres globales. On obtient le résultat
suivant :

Théoréme 4.1 ([16]) Il eziste un symbole semi-classique g(e;h) ~ T 50 hFgi(e)
dont les termes g sont des fonctions C* de € a valeurs dans R/27Z tel que les
valeurs propres conjointes sur la droite {e; = hn} dans un petit voisinage (fize) de
€ = 0 sont (modulo O(h*)) données par les solutions de ’équation

g9(& h) iei/h +1+ |n|

™ €1
T+|n|§—ﬁln(2h)—2argl“( 5

) € 2nZ + O(h*™).
En outre, on peut caractériser géométriquement les termes go et g;.

Idée de la démonstration. Le terme régulier g(¢; h) provient de I’analyse BKW stan-
dard loin de la singularité. Le reste est donné par ’analyse de la forme normale en
o; on utilise le fait que les distributions

1 . . _
";[)cl,n('r,a) — ;ez h ]nrezne et fh ld)—el,n

sont des solutions du systéme (1) microlocalement égales a des distributions lagran-
giennes classiques sur les nappes respectives {é = n = 0} et {z = y = 0}. On a noté
Fh la transformation de Fourier semi-classique sur R?:

1

"~ 27h Jre

L’espace des solutions de (1) étant de dimension 1, il existe une constante C.(h)
telle que

Fh e'%(x“'y")dxdy.

fh¢el,n = Ce(h)"/)—cl,'n'

On peut calculer cette constante (voir par exemple [9]); on trouve:

r{ — ———
ie1/h 2

r (—iel/h2+ 1+ n) '

Ce(h) = i~"(2h)
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L’argument de C.(h) constitue la partie “singuliere” du cocycle de Bohr-Sommerfeld.
a

5. Description du spectre conjoint.

5.1 Comptage des valeurs propres: ’indice

La matrice de monodromie u a ceci de remarquable, elle laisse une droite Lg
invariante point par point. Il se trouve que cette droite est exactement (toujours
modulo O(h*)) celle donnée par e = 0. On en_déduit que si ./:l est une “ligne
polygonale fermée” définie par une suite de points Ao, A;..., Ap = Ap dans X(h)NU,
avec Ao € Ly, alors le développement de ces points produit une ligne polygonale A
toujours fermée dont les sommets sont des points du réseau hZ2.

Ceci souleve une question naturelle: existe-t-il _une relation entre le nombre
Ni(A) de valeurs propres conjointes a l'intérieur de A et le nombre N, (A) de points
du réseau hZ? a l'intérieur de A?

On peut a priori prédire I’existence d’une constante C' € Z indépendante de A
telle que

Ni(A) = N,(A) +C.

En effet, une fois que A est fixée, si B est une autre ligne polygonale autour de o,
les valeurs propres conjointes & l'intérieur de B sont égales & celles qui se trouvent
3 Dintérieur de A plus ou moins d’autres, qui peuvent étre regroupées en petits
paquets en dehors de la valeurs critique o. Et pour de tels paquets, on sait que le
nombre de valeurs propres qu’ils contiennent est égal au nombre de points du réseau
hZ? dans leurs développements.

La réponse finale, dont la preuve utilise le théoréme 4.1 (voir [16]), est qu’en fait

C=0.

5.2 Espacements de niveaux

On a montré que le spectre conjoint prés de o est réparti modulo O(h*) sur
les droites horizontales e, = hn. Ce paragraphe se tourne enfin vers I’étude de leur
distribution sur chacune de ces droites. Il se trouve que la fagon la plus simple de le
faire, étant donné 1’énoncé du théoreme 4.1, est d’estimer 1’espacement entre deux
valeurs propres consécutives sur la droite € = hn, en se restreignant a un intervalle
de taille O(h) autour de €; = 0. On fixe donc n € Z, et on note z = €;/h la variable
générique renormalisée sur €; = hn.

Théoreme 5.1 ([16]) Soit K un voisinage compact de 0 dans R. Pour tout n €

Z, soit zr(h) la suite croissante de “valeurs propres conjointes” (exprimées en la
variable ) dans {ez = hn} N {z € K}.
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Il existe une constante B € R telle que l’espacement entre x(h) et xry1(h) est
donné par:

_ 2m
" |ink|+ B —1n2 — ¥/ (z)

= (o 9400 = B 4102)) +0 ().

pour un  €]Tk, Tr41[, on a noté

I zk41(R) — zi(R)|| (14 0(h)) (1)

U, (z)=2argl (W) .

Cette formule est relativement aisée a manipuler, car U/, s’exprime grace a la dérivée
logarithmique % de la fonction I' par la formule suivante:

o-a(s (223250

Une premiere conséquence de ce théoreme est que le nombre de valeurs propres
conjointes dans hK est asymptotique & cst.|In k|, ce qui donne facilement une for-
mule asymptotique de type “formule de Weyl” pour la fonction de comptage (des
détails sur ceci se trouvent dans [16]). Un résultat plus précis est que la fonction
U’ contrdle la forme du graphe “espacements en fonction de z”. On peut montrer
que V! admet un minimum non-dégénéré en = = 0, qui est particulierement marqué
pour n = 0 (figure 2). Ceci pourrait se révéler utile par exemple pour localiser la
valeur critique sur un dessin du spectre.

Vo (2)

i

2

3

1

-40 -20 20 40 60 80

IS —(y+2In2)

F1G. 2 — La fonction Wy(z) (v désigne la constante d’Fuler v ~ 0,5772156649 ... ).

5.3 Un exemple numérique

On compare ici nos résultats avec une étude numérique — obtenue par Child
[2] selon les méthodes standard : diagonalisation de trés grandes matrices... — de la
“bouteille de Champagne quantique”, c’est-a-dire de I’équation de Schrodinger dans
R2, avec un potentiel radial admettant un maximum local non-dégénéré en 0:

h? 2, 4
Pl(h):-——2—A—r + e,

=N

XIV-9



h 0
P(h) = 755
Ici, la “premiére condition de quantification” (e € hZ) est globale et donnée im-
médiatement par le spectre de P2(h). Ce systéme est probablement le plus simple
possédant une singularité de type focus-focus, mais il n’en est pas moins — & ma
connaissance — impossible a diagonaliser explicitement.

Les résultats numériques tendent a montrer que les formules asymptotiques que
nous avons obtenues pour une singularité focus-focus générale donnent une tres
bonne description du spectre “réel”. Comme on ’a déja noté, la monodromie est
clairement décelable (figure 1). Plus intéressante est ’application du théoréme 5.1.
La forme globale de la courbe des espacements qu’il prévoit s’observe sans difficulté
sur les courbes numériques (figures 3 et 4).

Exq41—Eg
h

F1G. 3 - Espacements de niveauz pour la bouteille de Champagne, n =0, h = 10~*
(calculs numériques).

En outre, il est possible dans le cas de la bouteille de Champagne de calculer
explicitement la constante B:

B = gln2,

ce qui permet d’utiliser le théoreme 5.1 pour estimer le plus petit espacement, atteint
pour n =0 pres de z = 0:
27
|Inh|+(9/2)In2 + v

+ O(h).

min (¢x41 — Tk)

La comparaison entre le terme principal de cette formule (vu comme une fonction de
Inh) et le résultat “expérimental” des calculs numériques de Child est représentée
en figure 5, et tend a montrer que ’approximation est excellente.
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Ex41—Ex

AN 0.68} -

0.62¢

-0.00004 -0.00002 \\ / 0.00002 0.00004

-

FI1G. 4 — Espacements de niveaur pour la bouteille de Champagne, n =0, h = 107°
(calculs numériques).

FE - F
mkin( k41 k)

h
1.1
12 210 Zg Inh
0.9
0.8 212

|Ink|+ (9/2)In2 + v

® =numerics

|

FI1G. 5 — le plus petit espacement.
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