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Formule de trace et applications.

Mouez Dimassi
Université de Paris-Nord
Institut Galilée.

Introduction.

Soit A = a"(z,hD,) un opérateur h-pseudodifférentiel auto-adjoint. Soit I = [a, 8] un
intervalle de R, on suppose que le spectre de A dans un voisinage de I est discret. On
note par Nj(h) le nombre des valeurs propres (comptées avec leurs multiplicités) de A
dans l'intervalle I. Pour avoir une bonne précision sur le comportement de N;(h), lorsque
h — 0, on est ramené a étudier:

tr(F; 10N — A)f(A)) = (2mh) ™! / e M (t)tr(f(A)e AP g, (%)

ot f € CP(r—e,m+¢€f, 0 € C(— &, %)) (€% sont des constantes positives assez
petites et 7 = a,3). Voir C.Chazarin [Ch], B.Helffer-D.Robert [HeRo]... . Dans le cas
scalaire ces auteurs ont obtenu un développement asymptotique en puissances de h de (*).
Pour cela ils ont construit une approximation modulo O(h*) du groupe unitaire e~*4/h,
Leur méthode repose sur ’application de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier.
Cette méthode est difficile & géneraliser dans le cas ou a(z, &) est une matrice ayant des
valeurs propres de multiplicité variable. Dans le cas ou a(z,£) est microhyperbolique (voir
défintion 1) V.Ivrii a obtenu des résultats comparables pour des opérateurs a symbole
matriciel. Pour suppd C {t; h® < [t| < %}, 6 €]0,1[ il démontre que (x) = O(h™). Sa .
méthode utilise la théorie des propagations des singularités. Avec J.Sjostrand nous avons
utilisé cette idée pour la variable duale. Nous avons donné une méthode stationnaire qui
repose sur l'utilisation des extensions presque analytiques introduites par L.Hormander
(i.e f € CS°(C™) une extension de f tel que %é(z) = O(|Im z|*)). Par la formule de
B.Helffer-J.Sjostrand [HeSj1] on écrit:
-1 1 [of -1 -1 ~
tr(F, 0\ —A)f(A)) = —tr; g(z)}"h O(A— z)(z — A)" " L(dz). (%)
Modulo un terme O(h*°), I’hypothese de microhyperbolicité nous permet de reduire le
domaine d’intégration du second membre de (%) & Ks = {z € C";|Imz| > h%}, 6 €0, 1[.
Par un résultat de R.Beals [Be| ( voir B.Helffer-J.Sjostrand [HeSj2] pour le cas semi-
classique) on peut associer & 'opérateur (2 — A)~!,Imz # 0 un symbole qui admet un
développement asymptotique en puissance de h dans la zone K (voir lemme 3). Ceci nous
donne le résultat.

Ici on se propose de géneraliser cette méthode pour des probléemes ou (z — A) n’est
plus linéaire en 2. Une telle situation apparait dans les problémes périodiques ou ’étude
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de (z — A) au voisinage d’un niveau d’énergie zp, se rameéne & celle d’un systéme h-
pseudodifférentiel E¥_ (z, hDy, z; h) qui dépend d’une fagon implicite de z. Voir V.Buslaev
[Bu], J.L.Guillot-J.Ralston-E.Trubowitz [GRT], C.Gérard-A.Martinez-J.Sjostrand. Nous
appliquons cette formule de trace pour deux types de perturbation de 'opérateur de
Schrodinger périodique (Pp = —A + V(x) ou V est I'-périodique, I" est un réseau de R™).
Dans le cas semi-classique nous étudions l'opérateur P, = Py + ¢(hz) o ¢ € C°(R™;R)
et o(z) — 0 a linfini. On démontre que

Ny(h) = h~" - (p(B = ¢(x)) — pla = ¢(z)))dz + O(A™" '), h — 0,

sous des conditions convenables. Ici p(E) est la densité d’états intégrée associée a Pp.

Dans le cas des grandes perturbations:
Py =P+ Ag(z), A — +o0
ol g € C®(R™;RY) et g(z) ~ ¢0(%)|x|“6 + ¢1(|%l)|xl‘5‘1 a l'infini (ici é constante

strictement positive), on démontre que

T T

Ni(Y) = ()8 / p(B - ol

R o] )| =) de+OMMD/8), X — oo,

)|z]=%) = pler — o

kg

Des résultats du type Ny(A) = A9co(1+40(1)), A — 400 ont été obtenus par M.S.Birman
[Bi], A.Alama-R.Hempel-P.Deift [ADH]| . Bien sur dans ce cas il suffit de supposer que
g(z) ~ ¢0(|%|)|x|’6, pour |z| — oo.

Formule de trace.

Soient 7 € R et J un voisinage complexe de 7. Soit p¥(z) = p“(x,hDg, 2;h), ¢*(2) =
q¥(z,hD,, z; h) deux opérateurs h-pseudodifférentiels de symboles associés p(z, &, z; h) ~
ijo Wpj(x,&,2), q(x,€, 2 h) ~ Ejzo hig;(z,€, 2) dans S°(R*"; L(C™,C™))
uniformément en z dans J. Ici S°(R*™) = {a(z,&h) € C®(R?);0%.a(z,&h) =
04(1), Ya € N2 h €]0,ho[}. On dit que a(z,&,2;h) admet un développement en
puissances de h dans S°(R?") uniformément en z dan J et on note si VN € N,
(a(z,&, 2z;h) — E;V:o a;j(z, €, 2)h?) € RNF1SO(R?™). On suppose:

(H1) Pour 2 € R, h €]0,ho[, p(z,&, 2;h) est une matrice hermitienne. En particulier
pj(x,faz) :pj(xaga Z)* \V/j

(H2) p(z,&, 2z; h), q(z, &, z; h) sont analytiques en z dans J.

(H3) Soient Ai(z,&,7) < .. < Ap(z, &, 7) les valeurs propres de po(z,€,7) comptées avec
leurs multiplicités. Alors il existe a, R > 0 tels que:

IAj(z,&,7)] > a>0pour |z|+|£| >Ret1<j<m
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(H) 30 > 0 tel que: (22(a,€, m)w,w) 2 Sllwll? = Cllpo(z, &, 7)el?
pour tout (z,£) € R?" et tout w € C™.

Définition 1. On dit que po(z,€,z) est microhyperbolique en (Z,€) dans la direction
T = (T3, TE) € R?" ssi il existe une constante Cy > 0 telle que:

R((Tz, 0z) + (Tg, 0))po(, €, 2)w, w) = 51(;||w||2 — Collpo(z, €, 2)w]|,
pour tout (z,€) € {(y,MR*; ||(y,n) — (T,€)|| < &} et tout w € C™.

(H5) Y(Z,€) € &, =gef {(m,ﬁ)_e R2"; det(po(z,&,7)) = 0}, il existe T, 7 tel que po(z,&,7)
est microhyperbolique en (Z,§) suivant la direction TEE

En utilisant les hypotheses (H1), (H2), (H4) on démontre:

Lemme 2. Il eziste un voisinage compleze J de T tel que p¥(z,hDy,z;h)~1 eziste et
analytique pour z dans {z € J;Imz # 0}. De plus;

lp* (2, ADg, z;h) 7| = O(| Tm 2| 7). (1)

Lemme 3. Soit § €0, %[ Il existe Ny € N tel que pour tout N > Ny

on a:

1(p*(2))~ Z h?Op}y (Ej(, €, 2))ll (L2 (rriomy;L2mrsem)) = C’)N(l)(Lz WL,
(2)

uniformément en z dans K1, = {2z € C;|Imz| > L}, L > h%. Ici Ej(z,£, z) est une somme

finie de termes de la forme po(z, €, z) " b1(x, €, 2)po(z, &, 2) 7!

Cbk—1(x, &, 2) (po(z, €, 2)) Yok (x,€,2) avec k < 25 + 1 et by € SO°(R2™;L(C™,C™))
uniformément en z dans Ks. En particulier

‘Eo(m,f, 2:) = (pO("B7 6) z))_IQO(mv 6’ Z)'
i

Remarque 4. D’aprés les hypotheses (H3), (H5) on peut trouver o > 0 assez petit de sorte
que:

i) J est un voisinage complexe de jr — o, 7 + 0.

ii) B5=U__+{(z,€) € R*;detpo(,§, 2) = 0} est un ensemble compact dans R*".
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iii) (H5) est vérifée pour tout (z,&) € X il

Soit x € C§°(R?™) tel que x = 1 sur un voisinage de ¥+ Soit 8 € C§°(] -
fe C§°(J) tel que:

& &0 et
df(z) = O(|Im 2|N) pour tout N € N. (3)

Pour L > 0 et A €]7 — 0,7 + o[, on définit:

For(\) = —tr— gﬁ( ).7-";16()\ - z)[(pw(a:,th,z;h)j—lq“’(a:,th,z;h)]L(dz),

0D = -2 [ L7002 [, mBm 6 M@ R,

ici FL'0(1) = 521 [ €*"/L(t)dt, (Ldz) est la mesure de Lebesgue dans le plan complexe
C.

Théoréme 5. Sous les hypothéses (H1-4)on a: YN, M € N 3Cn um (indépendant de (A, h)
dans |1 — o, T + 0[x]0, ho[ tel que:

|Fo () — ZhJ "a;(\, D) < On (43 )NL- + LMyp,

pour L > h%_ﬂ, g > 0.

Preuve. Soit 1 € C§°(] —2,2[), égale a un sur ] — 1, 1[, on pose: ¥y (z) = 9(1%2). D’apres
le lemme 2

For(\) = —tr%/a—(ggi)(z)fgle(x—z)[( Y(x,hDy, z; h)) " g™ (z, hDy, z; h)] L(dz),

Ihypothese (H3) implique:

Fp 1 (A) = O(h™)+

—tr— / (?—f” (2)F; 0\ = 2)[(p* (, hDz, 2 1)) 7' q* (x, hDg, 2; )™ (2, h D) L(d2).

En utilisant (3) et le fait que dvy = L~'1 1p, 2](| |) on obtient: V M

For(\) = Op(LM)R™

1 8(f¢L) -1 w . -1 _w . w
‘“;/umz|>L L) () F 00\~ 2)[(° (@, hDa, 2 1)~ (2, Dy, 2 W)XV L(d2).
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Maintenant il suffit d’appliquer le lemme 3.

Lemme 6. On suppose que (H5) est vérifiée. AlorsV j, a;(A, L) est C™ en X et pour tout
NeN

Za k(MR (0)LF + On(LNH)

uniformément en X €|T — 0,7 + o[. En particulier si 0 est égale & un au voisinage de zéro
alors

a;(A, L) = fF(A)7;(A) + O(L%),

avec

Y0(A) ———/tr((Po(w £, X +1i0))7 — (po(z, &, X —i0)) Lqo(z, & N))x(x, €) ém;i

Preuve. En utilisant ’hypotheése (H5) on démontre que la fonction

es() = 5 //R , o6 (o) el

qui est définie et analytique pour z €]7 — 0,7 + o[x £ 4]0, ap[ (o constante positive assez
petitte) admet une extension C* sur |7 — 0,7 + o[x £ 4[0, ap[. Maintenant la formule de
Stokes donne:

a;(\ L) = /f(A’)f;lo(A — X)(e;(N +1i0) — e; (N — i0))dN,

et le lemme 6 découle facilement.

Théoréme 7. Sous les hypothése (H1-5) il existe o > 0 (assez petit) tel que , pour tout

N >1 on a:
N1

Fy h()\ hi~ Y +ON(hN ™, (5)
j=0

uniformément en X € [T — 0,7 + o|. Les fonctions v;(\) sont données par le lemme 6.

Preuve. En utilisant la condition de microhyperbolicité on démontre (voir [DiSj], [Di2])
que pour § €]0, 3| fixé on a:

1 .
o/ OF (2)F 000 = (" (5, D 7 )" (&, D, 2 W]L(d2) = O().
| Im z|<h® 0z | |
Maintenant il suffit d’appliquer les lemmes 3-6. y
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Remarque 8. On suppose que
1) H(1-2-4-5) sont vérifiées.

2) p(z,&,2;h), q(x,€, 2; h) sont [-périodiques en . (i.e I' = &7, Ze;, (e;)1<j<n est une
base dans R"™ ).

3) Il existe a, R > 0 tel que
|Aj(z,€,7)] > a> 0 pour tous [§]| > R, z € E,

ou F est un domaine fondamental de T'.

Alors Fy 1,(\) est bien définie sur L2(R™/T; C™) et il est clair que le théoreme 7 reste vrai
avec

Yo(A) = (6)
_ 1 dzde

//Exm tr((po(z, £ A +10)) ™ — (polz, €, A — i0)) *go(z, £, \))x(x, £) 224

2mi (2m)™ .

ici x € C§°(R?™) est égale & un dans un voisinage de Xj;_o,r40] = Upejr—o,r+0){(T, ) €
E x R";det(po(z,&,n)) = 0}

Applications :

A/ Perturbation semi-classique.

Soient V(y), p(z) € C°(R", R), V(y) est I'-periodique, ¢ est borné ainsi que toutes ces
dérivées et p(z) — 0 & 'infini. On pose

n

Ppp = Z(Dy,- + A;(hy))? + V(y) + o(hy) (h — 0), (7)

ici A € C*°(R™; R") avec |02A| < C, pour tout a # 0. Pour § € R"/T'™*, on définit ;
1
Py = (Dy+6)* +V(y), Dy = =0y,

P() = —A + V(y),

ici '™ = {v* € R"™;y*.v € 2rZ, V~ € T'} est le réseau dual de I'. Soient A1 (6) < X2(0) < ...
les valeurs propres de Py ( comme opérateur non borné sur L2(R™/T")). D’apres la théorie
de Floquet on a:

0(Py) = Oess(Po) = UFZ Ik, Ji = A (R™/T*) = [ak, Br- (8)
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Soit 29 € o(Fp) tel que As—1(6p) < 2o = As(60) = ... = Asyr(00) < Asqry1(60) et
uj =def U;(00,20), $ < j < s+ r une base orthonormée de ker(Pg, — zg). Pour T € R" on

définit la matrice ﬁ(é’o, 20;T)) = (fR"/F u; (Y){((Dy + 6o), T)us (y)dy) s<i,j<s+r-

Soit a < [ tels que
(o, Bl N a(Py) = 0. ‘ (9)

D’aprés le critere de Weyl il existe o assez petit tel que le spectre de Py ,, dans [a—o, 3+0]

est discret. Soit (Aj(h))o<j<n(n) la suite des valeurs propres de P4 ,(h) dans [a—o, B+ 0],
comptées selon leurs multiplicités. On définit:

Ni(a, B) = t{7; A (h) € [a, B]}. (10)
Pour 7 € {a, 8} et k > 1, on pose: L, = {(z,&) € E* x R™; (&) + A(—z + A(§)) = 7},
Xr = Ug>1Zrk, (E* est un domaine fondamental de R™/I™*). Comme ¢(z) est bornée et

Ak (&) tend vers l'infini quand k — oo, alors ¥, est un ensemble compact. Pour (zg, &) € &,
on suppose que I'une des deux conditions suivantes soit vérifiée ;

(Ha)
i) 0p(&o) # 0

ii) Pour z0 =T — p(&0), 0o = A(&o) — o il existe T € R™, C > 0 tel que;

AN 1
(P (60, z0; T)w,w) > '5||w||2, (11)
pour tout w € C.

Théoréme 9 [Di2]. Sous l’hypothése Hq on a:
Nu(a,8) =h™" - (p(B = ¢(2)) = pla = p(z)))dz + O(R™™), h—0.  (12)

Ici p(E) est la densité d’états intégrée associée & Pp = —A + V(y). . i
Remarque 10.

1) Si la condition ii) de ’hypothese H4 est verifiée pour s = 1, alors ii) est équivalent a
iii) V)\ko(—xo + A(fo)) 76 0.

2) En génerale la multiplicité de valeurs propres de Floquet A;(£) est variable et dans
plusieurs situations la conditions ii) de ’hypothése H4 n’est pas vérifiée. Par exemple si
8(,0(50) =0et /\r_1(90) < /\T(H()) = )\r+1(90) < )\,.+2(00) avec )\T(G) = /\r(ao) - |0 - 90| +
0(|60 —6o]), Ar+1(0) = Ary1(60) + |0 — 60| +0(|0 — B |) au voisinage de 6y. Alors H4 n’est pas
vérifiée. En utilisant le théoréeme 5 on démontre que dans cette situation (12) reste vrai si
on remplace O(h~"*1) par O(h~"*t28), avec 8 > 0.
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B/ Grandes perturbations.

Soit g € C*°(R™,]0, +o0]) tel que:

1) Il existe (¢;)j>0 € C°(R™ R™) tels que pour tout entier N > 0 il existe Ry(z) €
C>*(R™R) tel que:

N
g(z) =Y _ ¢;(z/le))|z|*~7 + Ru () pour |z[ >> 1, (13)
j=6
- |02 Ry (2)] < Cp(1 + |z])F1=0 =N =1, vB.

Ici 6 > 0 et 0 < ¢ € C®°(S"1;]0, +00).

On définit:
Po=—A+V(@E) +Agy), (A — +o0). (14)

Théoréme 11 [Di2]. Soit o < 3 vérifiant (9) , alors:

_ n/é . €T -8y _ _ T iy
M@ 8) = (7 [ o8 ol el ™)~ ple = do(Tlal e (19
+ONPV/EY N S 40,
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