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Couches limites de systémes paraboliques
E. Grenier

Laboratoire d’Analyse Numérique, CNRS - URA 189,
Université Paris 6, 4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05,

Cette note présente différentes études de couches limites pour des systéemes
paraboliques quasilinéaires dans un domaine a bord, lorsque la viscosité tend
vers zéro. On discute en particulier la notion de bord caractéristique et non
caractéristique dans le cadre quasilinéaire.

1 Introduction

On se propose d’étudier la limite quand € > 0 tend vers zéro du systéme
parabolique quasilinéaire suivant

d

o’ + Z Ai(t,z,u®)0iu® —eAu® =0 dans 9, (1)
=1

u* =0 sur 0, (2)

ut(t = 0) = u§ )

ol uf est un vecteur de R%, les A; sont des matrices symétriques qui dépendent de
fagon C™ de t,z et de u®,  est un ouvert de R? a bord régulier, et ou u§ est une
famille de fonctions régulieres vérifiant (3). Par des changements de coordonnées,
on se ramene au cas ) = R? qui ne pose pas de problémes, et au cas = R, x R4~1
que nous allons étudier maintenant.

Le cas linéaire (A; indépendants de u®) a été étudié en particulier par O. Gues
et on renvoie & [5] pour la construction et la justification d’un développement
formel.

Dans le cas général, on s’attend a ce que la solution u® converge fortement
dans L%*() (et en fait dans tout espace qui ne “voit” pas les conditions aux
limites) vers u°, solution du systéme hyperbolique limite

d
O’ + > Ai(t, z,u’)diu’ = 0. (4)

i=1

Un premier probleme est de savoir quelle condition aux limites on récupere sur
(4).

On s’attend de plus a ce que u® présente un comportement de type “couche
limite” prés du bord, c’est-a-dire que u® se mette a varier tres rapidement pres
de 012, sur des longueurs de l'ordre de A, qui tend vers zéro avec €. Un deuxieme
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probleme est de déterminer la taille de la couche limite, et d’obtenir des équa-
tions la décrivant. Dans le cas linéaire, on a soit A = /g (le bord est alors dit
caractéristique), soit A = ¢ (le bord est alors dit noncaractéristique). Dans le cas
nonlinéaire, la situation est plus complexe: la couche limite peut ne pas exister
ou ne pas étre stable.

On trouvera une étude complete du cas linéaire dans [5]. Dans le cas nonli-
néaire, en dimension 1 d’espace, des éléments de réponse importants a ces deux
problémes se trouvent dans [2].

2 Taille de la couche limite

Dans le cas linéaire et d’ = 1 (pour simplifier ’exposé), la couche limite est
caractéristique et d’épaisseur d’ordre A = /¢ si A;(¢,2) = 0 sur le bord et non
caractéristique (A = €) si Ay(t,z) # 0 sur le bord. On peut penser que cette
condition se généralise au cas nonlinéaire, et que A\ = /¢ si A;(¢,z,0) = 0 sur le
bord (u® = 0 sur le bord). Ce n’est pas le cas comme le prouve 1’exemple simple
suivant : soit ’équation de Biirgers

Opu® + utdpu® — 0’ uf =0, (5)
u®(t,0) =0, (6)

sur 2 =)0, +o00[, qui est bien de la forme (1,2) avec A;(¢,z,v) = v. On montre
([2],[4]) qu’il existe T' > 0 tel que u§ converge fortement dans L*([0, T], L*(2))
vers u?, solution de
O’ + u°0,u° = 0, (7)
u®(¢,0) < 0. (8)
De plus, si u°(¢,0) < 0 pour tout 0 < ¢ < T, la couche limite est d’épaisseur €.
(Cet énoncé, volontairement vague sera précisée dans les prochains para-
graphes.) Notons que la condition aux limites u°(¢,0) < 0 est non habituelle
et dit que u ne peut que “sortir” de 2. La taille de la couche limite dépend de
plus de la solution limite elle-méme et non simplement de propriétés des A;.

Cette remarque motive la définition suivante: on dit que le bord est “unifor-
mément caractéristique” si

(H) Ay(t,z,u) =0 pour tous z € 9N, t>0,u € RY
(09 = {(z1,...,7a) € R% zy = 0}), ou de fagon équivalente
Ai(t, z,u) = ¢($1)/~11(t, T,u)

ou A; est une fonction réguliere et

¢(«T1) =

I
1+(E1.
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3 Couches limites caractéristiques

On se limite au cas de bords uniformément caractéristiques en faisant dans
tout ce paragraphe I’hypothese (H). L’étude comporte deux parties: construction
d’une solution asymptotique approchée et justification du développement.

3.1 Solutions approchées

On suppose que les données initiales ont un développement asymptotique au
sens suivant : pour tout ¢ € N, 1l existe des fonctions ujq et u; , de classe H*(Q2)
pour tout s > 0, les ubo étant a décroissance rapide en zy, telles que

al g T1 —s
Huf)(xl,...,a:d)—;)\/?uivo(ml,... Tq) — Z:O\/_ubo \/_ o 2d)|| e SC\/EN

pour tous N et s < N. On se donne de plus une solution u? du systéme hyper-
bolique non linéaire suivant

Ou +ZA t,z,ud)Oul = 0, u(t =0) = ud, (9)
1=1

sans conditions aux bords puisque par (H), A;(¢,z,u2) = 0 sur 9Q. La construc-
tion d’une solution approchée part d’une solution u? € L*([0,T], H*(R)) (pour

tout s) de (9) ([6]).

Théoreme 3.1 [l existe 0 < T’ < T et des fonctions u'. et u} dans L>([0,T"], H*(Q2))
pour tout s, les fonctions ul étant a décroissance rapide, vérifiant

(0,21, .0, a) = Uy (21, -, ) (10)

pour tous x,...,z4 et de méme pour uy, telles que

N . T
u ’N(taxl,"',xd) = E\/gu:(t7mla .. + Z\/_"ub 7 ) (11)

soit une solution approchée de (1,2) au sens suivant :

uN =0 sur 09, (12)
d
o + Z Ai(t, 2, uM)OuN — eAusN = o= (13)
=1
avec, pour s < N,
o= N || oo ey < C’\/EN_S pour 0<e<l. (14)
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Idée de la preuve

Commengons par uj qui décrit la couche limite au premier ordre et qui est
solution de I’équation parabolique non linéaire suivante

d
atug + xlAl(tv 07 Y, ugﬂ + ug)alug + 2 Ai(ta Oa Y, ugﬂ + ug)alug - alzug

1=2
d
= Z[Ai(t’ 0,y, ugﬂ) - Ai(tv 0,y, Ugg + ug)]&u?(t, 0, y)a (15)
=1
ol Yy = (-732) ---axd) et ugﬂ(tv y) = ug(t’ 033/)7
uf = —udq sur 9N, u)=0 quand z; — +oo, (16)

et o up(t = 0) = ug,. Ce systeme a été étudié dans [5] dans le cas linéaire.
L’existence d’une solution a (15,16) résulte d’estimations d’énergie, sur les normes

MBIl = [ 22205 o507 ug? a7

oun > 0et = (pf..,04) L'indice n permet de controler la décroissance rapide
de u, et I'indice y permet en exprimant d7uj grace a I’équation de retrouver un
peu de contréle sur les normes Sobolev de u). L’équation étant non linéaire, on
n’obtient a priori I’existence que sur un intervalle de temps [0,7"] avec T" < T.

Les fonctions u! et u} pour ¢ > 1 sont solutions d’équations linéaires et ne
posent pas de problémes particuliers.

3.2 Stabilité

Il reste & montrer qu’il existe une « vraie solution » proche de u*".

Théoréme 3.2 Soit u*" une suite de solutions approchées sur [0, T"] au sens du
Théoréme 3.1. Alors si N est assez grand, il existe, pour ¢ assez petit, une suite
u® de solutions de (1,2) sur [0,T"], proches de u®N au sens o

[[uN — || Loo(grory < Cormv/E (18)

avec s*,n’' qui tendent vers Uinfini quand N tend vers linfini.

Idée de la preuve

La preuve repose sur une estimation d’énergie sur w® = us"

normes

— u®, pour les

Izl = [ $(r)l070007 21" (19)
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L’idée centrale est que pour ¢ > 2

1020207 A(t, 2, usN)| < C + C|\/E|-“@(%) (20)
alors que
’ X
1070707 a(t, 2,0 )| < € + CIVE+0( ) (21)
et

10007 Ay (t,z,u™N)| < inf(Cay, C), (22)

ou O est une fonction a décroissance rapide.

Le gain d’un facteur 1/ (ou d’un facteur z;) pour A; permet de faire des
estimations d’énergie uniformes (sans grands coefficients 1/,/¢) sur la partie « li-
néaire » de I’équation sur w®. Par exemple pour estimer

1= /Q 620200 O w® Av(t, 7, u=N )OO ) 0, (23)

on integre par parties en utilisant ¢ = 0 et aé’a;’wf = 0 sur JN (pour tous f et
7v), et la symétrie de A; pour obtenir

1
<5 /Q |9508 87 w* (01 (A1 62))- (24)

Mais |01 A1|p~ < C et |A;] < C¢(z1) donc

01(A197)| < C¢* (25)
et
1] < Cllw®||2 .- (26)

Les termes non linéaires peuvent étre controlés car, a t = 0, w® est d’ordre
\/EN et car |w|p~ peut étre majoré (au prix de perte de facteurs 1/,/¢) par
> at|8l4v=s ||W°]]a,8, Pour s grand en exprimant eAw* dans (1).

4 Couches limites noncaractéristiques
“Noncaractéristique” veut dire ici qu’on s’attend a ce que la couche limite soit

d’épaisseur ¢. En fait la situation peut étre fort complexe et la couche limite peut
étre instable ou méme ne pas exister.
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4.1 Développement formel

On cherche une solution approchée de la forme
usN(t, 21y ey Th) = Ze'u;(t, T1,...,Tq) + 'uy(t, ?1, T,y ), (27)
—

ol les ul et uj sont des fonctions régulieres (dans L>([0,T], H*()) pour tout
s > 0), les u} étant a décroissance rapide en z;. Les problémes de trouver une
équation sur uj et de trouver la condition aux limites & mettre sur (4) sont tres
liés. Par des arguments de dimension, on s’attend & ce que u vérifie

Al(ta Zz, u?(ta Oa A PR :Ed) + ug)alug = alzlug (28)

up(t, +00, T, ..., z4) = 0, up(t,0, 22, ..., zq) = —u’(t,0, 2, ..., 4). (29)
A noter que t et z,, ..., 4 ne sont que des parametres, et que (28) est une équation
différentielle ordinaire.

On définit, en suivant [2], C; ., ensemble des w € R? tels que le systéme suivant
ait une solution

As(t,z,w + v)Ow = 0%, (30)
v—0 quand z; — +oo0, v(0)=—w. (31)
Par définition, (28,29) a une solution si et seulement si u°(¢, 0, z2, ..., 24) € Cros,..24-

C’est précisement cette condition aux limites que 'on met sur (4): le systeme li-
mite est alors

d
O + > Ai(t,z,ud)0uy =0 dans 9, (32)

=1

u?ECt,m sur Of). (33)

Remarques

— Dans le cas linéaire, la condition aux bords qui apparait est
Piul =0 (34)

ou P, est la projection sur ’espace E., des vecteurs propres de A;, de valeurs
propres strictement positive. La condition (33) en est une généralisation non
linéaire : C est une variété de dimension dim(FE,) au voisinage de 0 (qui est
toujours dans C). Dans le cas de données aux bords petites, cela permet (O.
Gues [7],[4]) de construire une solution approchée (analogue du Théoreme
3.1 dans le cas noncaractéristique).
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— Dans le cas d = d’ = 1, on n’a pas toujours C = {0} ou R (prendre par
exemple A;(u) = sinu). Si u%(¢, ) n’est pas dans C pour un certain z € 9,
il n’existe pas de couche limite uj de taille € qui puisse relier u°(¢, z) & zéro,
et ’Ansatz (27) est faux (apparition d’un temps rapide ¢/c dans la couche
limite).

— On peut aussi construire [7] des cas ou, avec des données grandes au bord, il

existe un développement formel de type (27) qui soit instable en des temps
de 'ordre de €.

4.2 Stabilité

Enongons [4] un Théoreéme similaire au Théoréme 3.2 dans un cadre non
dégénéré (qui en particulier ne contient pas la limite nonvisqueuse de Biirgers).

Théoréme 4.1 Soit © une fonction a décroissance rapide. Soit usN une suite
de solutions approchées sur [0,T] telle que pour |a| + |B]+ |y] < s et i < N,

1828207 ui(t, 21, ..., z4)| < CiO(z). (35)
Supposons de plus (hypothése de non dégénerescence) que
| det Ay(t,z,uN)| > a > 0. (36)
ou de fagon €quivalente
| det Ay(t,z,u™®)| > g > 0. (37)

Alors, si N et s sont assez grands, et si Cy est assez petit, pour € assez petit, il
existe une solution u® de (1,2) sur [0,T], telle que

||U€'N - u€||L°°(H"') S CSNI (38)

avec s' et N' qui tendent vers +0o quand s et N tendent vers +o0.

Idée de la preuve

La preuve, comme celle du Théoreme 3.2, repose sur I’estimation de w® =

usN — e, pour les normes ||w]||? 5, définies par (19). Toutefois ici (21) est faux

et on est conduit a découper Q en bandes dyadiques
Q; = {2% <z, < 2%},
Soit par exemple a borner

L= / 622020891 w* Ay (t, o, usN)9,0208 B w°.

VIII-7



Par intégration par parties, en utilisant ¢ = 0, 3297w = 0 pour tous B,y >0
sur Jf), et la symétrie de Ay, on obtient

1
FARS §]|3§' O wr P01 (87 Ax (8, 7, u=™)). (39)
Mais pour z; < 1,
3202080y we (¢, 21, y) = /0 ¢%(31)00HL08 07 we (t, %1, y)di

ta /0 61 (71)0208Nw* (¢, &1, y) 8 (1)1

Notons que si f et ¢ sont deux fonctions telles que

flany) = [ gl v)din, (40)

on a pour x < 1,
11| z2(o,21xre-1) < C|lgl|L2(0,1)xme-1)- (41)
Donc, pour n € Z, et 2" < 1,

110505 07w || 2 (2me,2n+1 xm-1) < C\/—H\f¢ 077195 07w |2 (o)

2"e 1o .
+C‘$H\/g¢a 19985 07w z2(a)

d’ot par exemple la majoration

26|01 Au

1
[ 1oz o orwr o As(t, o, V) <Y / forogoru’
0

n€z,2"e<1

n 2

ClIVeer arofarules + IIVas o oot Co X BV o(am),
nez
Comme O est rapidement décroissante, la série converge (l’intégrale entre 1 et
+00 ne pose pas de problemes). On contréle alors Co[l|\/E¢a_18{'6582w5||p(9) +
H\/ggb“@f‘“ag@;’weﬂp(g)]z par la viscosité, ce qui est possible uniquement si Cy
est suffisamment petit. L’hypothese de petitesse des valeurs au bord de u? qui
apparait dans la construction de la solution approchée est donc aussi cruciale
dans la preuve de la stabilité.
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