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Vitesse de convergence vers le réel des résonnances

N. Burgq,
Centre de Mathématiques? Ecole Polytechnique,
91128 Palaiseau Cedex, FRANCE.

1 Introduction

On se propose, dans cet exposé, de montrer |’existence d’un voisinage exponentiellement
petit de ’axe réel de la forme {\ € C; Im\ < Ce=*P |\| > ('}, ne contenant pas de
résonnance pour le probleme de Dirichlet.

On considere ® C R? un obstacle compact de R? & frontiere de classe C* et
A = (a;;) € C*(©°) une matrice symétrique uniformément définie positive, égale &
Iidentité en dehors d’un compact. On note A =}, - dia; ; (¢) 9; le Laplacien associé.
On définit la résolvante sortante pour le Laplacien avec conditions de Dirichlet dans
©° par la relation

(1.1) R f= /0+°° e~y (t) d¢.

ou v (t) est la solution de ’équation des ondes avec conditions de Dirichlet associée aux
données initiales (0, f).

Il est classique que cet opérateur, analytique dans Imé < 0 possede un prolongement,
méromorphe comme opérateur de L2, = (0°) dans Hg),. (©°) dans C si d est impair et
dans le revétement simplement connexe de C* si d est pair et que ses poles coincident
avec ceux de l'opérateur x; R ()) x2 si les fonctions x; € C5° (R?) sont égales a 1 au
voisinage de © et du support de Id — A. Si 'obstacle est non captif, il est connu,
depuis les travaux de R. Melrose et J. Sjostrand [11] que la résolvante ne possede qu’un
nombre fini de poles sous toute courbe ImA < C'log (|Re)|) (C' arbitraire). Si A = Id
et O est la réunion de deux convexes stricts, alors M. Ikawa [2, 3, 5] et C. Gérard [1]

ont montré qu’il existe C' > 0 tel qu’il n’y a qu’un nombre fini de podles dans une
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région de la forme ImA < C. Enfin, M. Tkawa [4] a montré que dans le cas de deux
obstacles convexes (non stricts), il peut exister une suite de poles convergeant vers ’axe
réel et un exemple explicite de Ralston [14] montre (dans un cas ot A # Id et © est
une boule de R?) que cette convergence peut avoir lieu exponentiellement vite, c’est &
dire qu’il exhibe un exemple ou on a une suite de poles vérifiant 0 < Im) < e~CRelAl
avec C' > 0. Le deuxieme résultat que nous démontrons dans cet article est que cette
derniere situation est la pire qui puisse arriver

THEOREME 1.— Il existe ¢1,¢z,60 > 0 tels que la résolvante sortante ne posséde pas
de poles dans la région
(1.2) {AMeC; Imh < goe™ 2B N {|A] > o).

Plus précisement, il existe x1 et x2, comme précedemment et C,c3 > 0) tels que dans
la région précédente, la résolvante tronquée vérifie

(1.3) ||X1R(/\)X2”£(L2;H3) < CetealRel

Le deuxieme résultat que nous obtenons comme conséquence du premier concerne
Pestimation du taux de décroissance de I’énergie locale de 1'équation des ondes. On
note u (¢, z), la solution du systeme

(0? — A)u =0 dans Q x R,
u |i=0= o € Hy(O°)

Osu |1=0= u; € L*(O°)

u |ae=0

(1.4)

et pour Ry, Ry > 0, (uo,u1) a support dans B (0, R;) on définit son énergie locale a
I’instant ¢ par

1
(15) B () =5 [ V() + [0l (1
QNB(0,Rz)

Elle bornée par I’énergie initiale.

Depuis les travaux de P. D. Lax et R. S. Phillips [6] (voir aussi [7]), on sait que pour
toutes données initiales a support compact, ’énergie locale de la solution de 1’équation
des ondes associée a ces données tend vers 0 quand le temps tend vers l'infini. Les
résultats de R. Melrose et J. Sjostrand [11] impliquent que, si I'obstacle est non captif,
cette convergence a lieu exponentiellement vite, en dimension impaire d’espace, par
rapport 3 ’énergie initiale et (& cause de la singularité de la résolvante en A = 0)
polynomialement, en dimensions paires d’espace (les cas des dimensions petites (d =
2,3) ayant été traités précedemment par C. Morawetz, J. Ralston et W. Strauss [12].

(1.6)  dpair 3¢ > 0; Vx12 € Cg° (Rd) iC > 0; E (XleitB/\'g(fo) < Ce ™ E (Uy).
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(L.7)  dimpair 3e > 0; Vx12 € C5° (R?) 3C > 0; E (x1¢"P\alh) < gE (Us) .

Dans le cas ou I'obstacle est captif, On sait (voir J. Ralston [13]) qu’il n’existe pas de
taux uniforme de décroissance par rapport a I’énergie initiale. Néanmoins, un argument
simple de compacité (voir Walker [15]) montre que pour des données initiales & support
dans B (0, Ry) il existe toujours un taux uniforme de décroissance de ’énergie locale
par rapport a toute norme sobolev plus forte que I’énergie initiale (I’énergie étant la
norme H', par rapport & toute norme H*,s > 1). Le seul résultat précis dans cette
direction que nous connaissons est celui ou I’obstacle est constitué de deux convexes
stricts ou d’un nombre fini de convexes stricts “assez” éloignés les uns des autres. Dans
ce cas, M. Tkawa [2, 3] montre que le taux est exponentiel par rapport & des normes
Sobolev assez grandes. Le deuxieme résultat que nous obtenons dans cet article est
que le taux est toujours au moins logarithmique. Si on note B = (_2 '), D(B)
son domaine naturel, ‘
THEOREME 2.—  Pour tout Ry, Ry > 0 et tout k > 0 il existe C > 0 tel que pour
toutes données initiales (uo,u1) € D (B*) a supports dans (B (0, R;) N ©°), on a

(1.8)
/ ) , 1/2 '
Eocut12:</ Vul* (t) + |0 t) < —— || (ug, u
@)= (f RO+ 0) S el ) oy
REMARQUE 1.1.— L’exemple de Ralston montre que le théoréme 1 est optimal. 1l est

certainement aussi possible, dans le cas ou il existe une trajectoire captive de type ellip-
tique, en construisant des quasi-modes localisés le long de cette trajectoire, de montrer
que ce résultat est aussi optimal méme si on impose A = Id. Par ailleurs, comme les
poles de diffusion sont (en dimension impaire) les valeurs propres du générateur in-
finitésimal de Laz et Philipps, qui donnent une borne supérieure sur le taur de décrois-
sance, l’exzemple de Ralston montre que le théoréeme 2 est aussi optimal.

Le fait que le théoreme 1 implique le théoreme 2 est essentiellement démontré par
G. Lebeau dans [8]. Néanmoins, nous améliorons légerement son résultat en le rendant
optimal.

Nous nous limiterons, dans cet exposé a donner une idée de la démonstration du
théoreme 1 dans un cas plus simple ou on suppose que ’obstacle est topologiquement
une boule. L’idée de notre démonstration est d’utiliser une méthode de Lebeau et
Robbiano [10] pour obtenir des estimations sur les solutions de I’équation de Helmoltz,
Au+ Mu = f avec f a support compact dans une zone bornée (une boule qui contient
l’obstacle et la perturbation du Laplacien) ou on a a priori peu d’information. Le cotit
a payer pour 'obtention de ces estimations est qu’on doit utiliser des fonctions phases
vérifiant les hypothéses d’hypoellipticité de Hormander et qui croissent donc tres vite.
On montre ensuite, que, quitte a agrandir la boule, on peut stabiliser le comportement
de ces fonctions, puis on utilise le caractere sortant de la solution u pour conclure.
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2 Idée de la démonstration

2.1 Inégalités de Carleman

Nous rappelons dans cette partie des inégalités de Carleman pour 'opérateur de Hel-
moltz avec conditions de Dirichlet. Ces résultats sont essentiellement contenus dans
un article de G. Lebeau et L. Robbiano [9] quoique démontrés par ces auteurs pour
I’opérateur de Laplace.

Soient 2 un ouvert borné, de classe C*® et P = —h2?A — 1, l'opérateur de Hel-
motz, de symbole principal semi-classique p(z,£) = *¢A(z)é — 1 défini pour h €]0, o).
Pour toute fonction ¢ € C*°(R?), on définit opérateur P, = e¥/"Pe=#/* de symbole
principal p, = p(z,& + i,).

On supposera par la suite que la fonction ¢ vérifie les hypotheses d’hypoellipticité
de Hérmander:

(2.1) de > 0;Ve € QVE € RY, py(z,6) =0 = {Rep,, Imp,} > ¢
et
Jp _
(2.2) I lag# 0 et Vo # 0 dans
PROPOSITION 2.1.—  Soit ¢ vérifiant les relations (2.2) et (2.1). Il existe C > 0,

hy > 0, tels que pour tout 0 < h < hy et tout g € C™ (ﬁ) on a

(2:3) / Polg)l" + h/an (19 lonco I + 188519 lanco 2 + 1829 |nco 2

> Ch / (19l + [hVg]?)

PROPOSITION 2.2.—  Soient ¢ vérifiant les relations (2.2) et (2?), et I' C 0N une
partie connexe du bord de Q). Si on suppose que %f <0 sur?l (% désigne la normale
sortante sur le bord), alors il existe ¢ > 0, hy > 0, tels que pour tout 0 < h < hy et
tout g € C (Q) vérifiant g [r=0, on a

(2.4) / 1Py () [+ / (19 lewco 2 + 1A0rg lonco 12 + 135 onco 2
Q 80\

> Ch / (g + |hVg]?)

Les analogues de ces deux propositions sont démontrés par G. Lebeau et L. Rob-
biano, dans le cas ot P = —h?A dans [9] (propositions 3.1 et 3.2). La démonstration
dans notre cas (P = —h?*A — 1) est la méme, mot pour mot.
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2.2 Asymptotique des fonctions de Hankel

On étudie, dans cette partie les solutions sortantes de I’équation (A + A\%)u = 0 a
Pextérieur d’une boule B (0, R;). On a alors

PROPOSITION 2.3.—  Pour tous Ry > Ry > 0, il existe C,C",n > 0 tels que pour
toute solution sortante de léquation (A + X?)u =0 a Uextérieur de la boule B (0, Ry)
et pour tout A € C;|[ImA| <1, on a

(2.5)/ -Im(a,.ua)dazmc/ uf? + A 0,uf? + AL 9pu|?do
r=Ry r=R,

— C'e"’l’\l/ lul*do.
r=R,

L’idée de la démonstration est d’établir que I'inégalité (2.5) est vraie dans la zone
hyperbolique du cercle C (0, R;), sans le terme correctif donné par I'intégrale sur le cer-
cle C' (0, R1) et de montrer en majorant ’effet tunnel entre C' (0, R;) et une géodésique
de la zone glancing du cercle C (0, R;) (donc tangente & ce cercle, donc qui ne rencon-
tre pas le cercle C' (0, Ry)), que la contribution de la zone glancing peut etre absorbée
dans le terme correctif. Enfin, il ne reste plus qu’a montrer qu’il en est de méme de
la contribution de la zone elliptique. En fait la démonstration est simplifiée par la
possibilités de se ramener a des calculs effectifs sur le comportement asymptotique des
fonctions de Hankel. Ces calculs effectifs sont standart et connus dans la littérature
sous le nom d’estimations de Debye (voir par exemple [16]).

2.3 Construction d’une phase vérifiant les hypotheses
d’hypoellipticité de Hormander

On construit dans cette partie une phase vérifiant les hypotheses d’hypoellipticité de
Hoérmander, radiale a ’extérieur d’une boule B (0, Ry) qui contient 'obstacle et la per-
turbation du Laplacien et telle que, pour r > Ry, ¢’ (r) = & avec k > 0 arbitrairement
petit. Le point crucial de cette construction (et de tout ’exposé) est que le choix de
R, est indépendant de celui de k > 0. R; ne dépend que de A et O.

2.3.1 Construction sur un domaine borné

Soit R > 0 tel que © C B(0,R) et A= Id sur B(0,R)°. On commence par construire
la phase sur B (0, R). Pour cela, on choisit une fonction ¢ € C'* telle que Vi # 0,
Onth |50> 0 (O, est la normale extérieure a ©). On cherche ¢ sous la forme €%, avec 3
grand. On va vérifier que pour 3 > 0 assez grand, la fonction ¢ vérifie la relation (2.1)
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sur 2 = ©°N B(0, R). On a ¢’ = BePVe’, " = B¥ (B2 L' 4 34") et si p, = 0 alors
{Repy, Imp,} = 4 "€AQ" AL +4 '0' A" Ap' + 4A' (¢, &', Ap')
— 4655 IEAYTAE + 4659 (B¢ (AW + B A A)
(2.6) , + 43P0 33 A (W', 9", A’
= 4 (B4 (“WAY)* + 0 (5))
d’ott le résultat, puisque ¢’ # 0 et A >> cld, ¢ > 0. On remarque aussi, puisque %—f >0

sur {|z| = R} qu’il en est de méme de ¢ et que la construction impose aussi 22 > 0.
q @ et q p =%

2.3.2 Stabilisation de la phase a I’extérieur d’une boule

Il reste a prolonger cette phase sur B (0, R)° N B (0, Rz) (R, restant a fixer). Puisque
la phase ¢ est radiale pour R — a < |z|] < R (@ > 0 assez petit), on cherche ce
prolongement sous la forme d’une fonction radiale. On passe pour cela en coordonnées
polaires, (g‘,p,é’,n) ou 0 est la \{ariab}e angulaire sur S9!, Dans ce systéme, on a
p=p*+% —1letp,= ,o?‘2 —(¢")* + T —1+2ipp’. On impose que ¢’ (r) > 0. On a
donc p,=0=p=0et 5 =1+ ¢'* et sur 'ensemble p, = 0 on a

{Repy, Imp, } = 40"’ + 4%
i (e 4 )

Or la solution, g de I'équation g"¢' + L = 0 vérifiant g(R) = ¢'(R) est

(2.8) g= \/«o' (B))" - 210 (%),

Soit Ry = Re¢"(R)/2 (R; ne dépend donc que de A et de la géométrie de I'obstacle
©). Soient n > 0 vérifiant les conclusions de la proposition 2.3 (pour le choix de
Ry =R;+1) et 0 <k <n/2. On définit la fonction ¢’ par

(2.7)

¢(r) siR—a<r<R
(2.9) F(r)=2g(r) siR<r<Re~/?
K si Rye /2 <r < R,

e e e S pge—

-~
-
_____
-
-
==
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Graphe de la fonction @.

Soient H € C*°(R) égale a 0 pour 7 < R — /2 et égale & 1 pour r > R — «/3,

0<H<I1,H >0ethe C5 (R),positive, d’intégrale égale a 1 et a support dans ]0, 1[.
On note A, (r) = %h (1) et o, = (1= H)@ + h, x (HE'). La fonction ¢/ (r) converge

uniformément vers ¢ (r73 quand 7 tend vers 0% et il est facile de voir que pour 7 > 0 assez
petit, la fonction ¢; permet de prolonger la phase ¢ a ©°N B (0, R;), avec Ry = Ry +1
et d’assurer que la phase ainsi prolongée vérifie les hypotheses d’hypoellipticité de
Hoérmander, est radiale sur B (0, Ry) \ B (0, Ry) et vérifie ¢’ (r) = k; Ry <r < R,.

2.4 Démonstration du théoréme 1

Soient f a support dans QN B (0, R;) et u solution sortante de I’équation de Helmoltz,
avec conditions de Dirichlet sur 9§2. D’apres la proposition 2.2 appliquée a la fonction

e?/My et 3 O = O°N B (0, Ry), on a, si on note h = (Re(V)2)/* et g = h? (f — ilm\?u)

(210) [ e®lglP+h f_p (lul+ |V,ul?) lr=r, 52 > Ch [ (Jul? + [hVuf?) %

(211) formomy €78 (12 T (V2) Plal?) £ f_p, €/ (ul? + 1190l?) s,
> Ch anB(O,Rz) 2/ (Ju)* + |hVul?)

ce qui implique, d’apres la proposition 2.3

(212)  fonp(o.ry e2?/MhA (| f1? + [Tm (X?) [P|ul?) + h2e2B/M | [ Im(@ruﬂ)}
> Ch fonpo.ry) e2?/% (|ul? + |hVul?) — eGetF=nlk [ B2 |ul?

Or, d’apres les théoremes de trace,

(213) / |u|2 + |hvu|262‘/’/h > Ch2/ |u12e2<p(}?1)/h
Q r

=R;

donc, puisqu’on a choisi k < /2 (et donc 2¢p(R;) > 2¢(R;) — n), on obtient,
d’apres (2.12) et (2.13)

(2.14) me(O,Rﬂ ¢/ hA (| £)? + Im (M%) [2|ul?) + h2e2e(Fa)/h 'anB(O,Rg) Im (0,un)
> Ch anB(o,RQ) ¢/t (|u|? + |hVul?)
Or, d’apres la formule de Green,

(2.15) Im [ _p Ouu= anB(O,Rg) (Imf@ — Im (A?) |u|?)
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On obtient finalement d’apres (2.14) et (2.15),
(216) €% [ oy WU+ R (N2) Plul? + B2 7] 2 Ch [, (juf? + [AVuf)

Si ImA < |ReA|"2e=¥ReX on a aussi e“/MIm (A\?) |> < 2 ce qui permet d’absorber
le terme en |[Im(A?) |?|u[? par le terme de droite. En utilisant Iinégalité de Cauchy
Schwartz on obtient alors

1/2 N1/2
@17 < (fonpiang M1+ (Janoto 1) (Jaomio 1))
2 Ch anB(O,Rz) (luf? + [V ul?)

le terme ( f iu|2)1/2 de gauche peut étre absorbé par le terme quadratique, ( [ |ul?) de
droite, ce qui donne, si ImA < |Re)\|‘ze‘%|Re’\|

(2.18) e/t fﬂnB(O,Rz) P 2C anB(O,Rz) (ful® + A Vul?)

Le théoréeme 1 est donc démontré.
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