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Résumé— Nous étudions le comportement asymptotique, quand A — o0, de la phase de diffusion
(ou fonction spectrale de perturbation) sg()), pour H, 'opérateur de Dirac perturbé par un potentiel a
courte portée. Une formule de type Weyl est établie pour un potentiel électromagnétique. Si le potentiel
est uniquement magnétique, le développement asymptotique complet de sy est donné en utilisant des

propriétés de supersymétrie que nous exploitons aussi pour aborder ’étude de ’opérateur de Hodge-Dirac.

Asymptotic of the scattering phase for the Dirac operator:
High energy

Abstract— We examine the scattering phase related to electromagnetic perturbations of the Dirac
operator. For a short-range electromagnetic potential, we prove a Weyl type formula. For a magnetic
potential, we obtain a full asymptotic expansion using a supersymmetry property. Using the same argu-

ments we study the scattering phase for the Hodge-Dirac operator.

1 Introduction

Nous considérons 1'opérateur de Dirac dans IR? avec champ électro-magnétique:

3
H=c) a;.(hD; — A;(z)) + fmc® + V(z), D; o —i0;;,
=1
ou {o;}3_; et B sont les matrices 4 x 4 de Dirac, A = (A;, Az, As) est le potentiel
Vil, 0
0 V.1,
Les constantes physiques ¢ (vitesse de la lumiere), m (masse) et & (constante de Planck)

magnétique et V = ( ) avec Vi scalaire (12 est la matrice identité de C?).

sont fixées.
Nous supposons que les potentiels sont C* et qu’il existe § > 0 tel que :

(Hs): VaeIN®, |82A(z)|+ |32V () = O(< z >~5ll), <> (14 |z ])%.
On note encore H, 'extension autoadjointe sur (Lz(IRS))4, de domaine (Hl(lR3))4.
H est une perturbation de ’opérateur de Dirac libre Hy = ca.D+mc?3 dont le spectre

est purement absolument continu :

o(Ho) = 0c(Hp) = 04c(Ho) =] — 00, —mc?] U [mc?, +o0l.
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Pour § > 1, on a les propriétés suivantes ([17], [19]) :

(i) Les opérateurs d’onde associés au couple (H, Hp) existent et sont complets.
(1) Le spectre essentiel de H est égal a | — 0o, —mc?] U [mc?, +oo].

(111) Le spectre singuliéerement continu de H est vide.

2 mc?).

(iv) Les valeurs propres de H sont localisées dans [—mc

Dans cet article, nous étudions les propriétés asymptotiques du spectre continu de H,
a 'aide de la phase de diffusion, définie comme suit, pour la paire (H, Hp).

D’apres (i), opérateur de diffusion, S, est défini et unitaire. L’opérateur S commute
avec Hy, sa représentation en énergie S()) définit la matrice de diffusion, pour A €] —
00, —mc?] U [mc?, +oo[. L’opérateur S()) est unitaire sur L?(5?)* ( S? est la sphere unité
de IR®).

Pour 6 > 3, S(A)—1 est un opérateur de classe trace dans L?(S5?)?4, et I’égalité suivante
définit la phase de diffusion s(A) (modulo ZZ) : det(S(A)) = exp(—2iws())). D’apres la
théorie de Birman-Krein [2], on peut définir la phase de diffusion globalement sur IR, a
une constante pres, par la formule de Krein:

Tr(f(H) - f(Ho) = [ s()f'(NdA, VS € S(IR). (1)

R

Celle-ci étend, au spectre continu, la notion de fonction de répartition des valeurs
propres.

L’hypothese (Hjs) entraine que s € C*°(] — oo, —mc?[U]mc?, +00[). Ceci se démontre
comme pour 'opérateur de Schrodinger (cf. corollaire 5.8 de [13]) & partir de la représentation
stationnaire de la matrice de diffusion donnée par E. Balslev et B. Helffer [1].

Dans cet article, on fixe m = ¢ = h = 1, et on étudie le comportement asymptotique
de s(A) quand A — too. Cela revient a étudier celui de s,(p) o s(%) pour +x > 0 fixé
quand h N\, 0. Au paragraphe 3, on commence par faire une étude au sens des distribu-
tions. D’apres la formule de Birman-Krein (1), cela consiste a étudier le comportement
asymptotique quand h \, 0 de T'r (f(hH) - f(hHo)) pour f € S(IR).

Ensuite, on considere s(A) non plus comme distribution, mais comme fonction. L’existence
d’une asymptotique du type Weyl est établie au paragraphe 4. Celle-ci repose sur la con-
struction d’une paramétrix du propagateur a temps petit.

Enfin, nous donnons un développement asymptotique complet de s(\) dans le cas
particulier V = 0. Celui-ci se déduit directement de I’étude réalisée par D. Robert [13]
pour des opérateurs de type Schrodinger, en utilisant les propriétés de supersymétrie que
possede 'opérateur de Dirac avec champ magnétique. Nous indiquons de plus comment
ces propriétés permettent aussi d’étudier 'opérateur de Hodge-Dirac grace a un théoreme
d’Indice Relatif (cf. [3]).

Les principaux résultats présentés ici étaient annoncés dans [5] et résument essentielle-
ment les chapitres 2 et 3 de [4].

2 Enoncés des résultats

Nous utiliserons librement la théorie des opérateurs pseudo-différentiels. Une quantifica-
tion bien adaptée au calcul de traces est la quantification de Weyl. A un symbole a et un
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réel h > 0, elle associe un opérateur Op§(a) défini pour u € S(IR), par :
w -n i(z— T+
(Or(@u)(@) = @m)" [ [ e 0a(EE, heyu(y)dyde.

Pour plus de détails concernant les classes de symboles, nous renvoyons au livre [11] et
au paragraphe 1.8 de [4].

Dans la suite, ag({) = a.£ désigne le symbole principal de H, et a,(z) = —a.A(z) +
pmc? + V(z) le symbole sous principal (ao et a; sont des matrices). L’opérateur hH est
h-admissible : RH = Opf(ao) + hOp§(a;).

Théoréeme 2.1 (Asymptotique au sens faible):

Soit ¢ € S(IR) nulle au voisinage de 0. Sous Uhypothése (Hs), on a :

i) L’opérateur ¢(hH) est h-admissible de symbole principal ¢(ao), et de symbole sous-
principal :

, 1 _
ag1 = a1,09'(a0) + 5‘11,M(“0) l(d’(ao) - ¢("ao)), (2)
oi ayp = P*a,P* + P~a,P~ et ayp = P*a; P~ + P~a P+, P* %(1 + lgﬁ_ﬁ_

projection orthogonale sur le sous-espace propre associ€ a la valeur propre + | £ | de ..

) étant la

i) Si de plus § > 3, alors on a le développement asymptotique suivant :
Tr(¢(hH) — ¢(hHo)) < (21h) > S 7;(¢)h?  lorsque h \, 0
i1
Les coefficients v;(¢) sont des distributions par rapport a ¢, calculables en fonction de A,
V et leurs dérivées.

Notons que le phénomene d’interaction entre les énergies positives et négatives, propre
a la théorie de Dirac, apparait dans le symbole sous-principal avec a; as.

Théoreme 2.2 (Formule de type Weyl):
On suppose (Hs), avec § > 3. On a alors, une asymptotique du type Weyl pour s(A) :

s(A) = (2m) 2 A? +0(N) , A — *oo.
avec ay = 4w /IRa(V+ + V_)(z)dz.

Actuellement, ’existence d’un développement asymptotique complet n’est pas établie.
Une différence importante avec l'opérateur de Schrédinger est que la norme (dans un
espace a poids) de la résolvante au bord (définie par le principe d’absorption limite) ne
temps pas vers 0 avec 1/v/), elle est seulement bornée (cf. [10]).

Par contre, si V = 0, on montre que I’étude de la phase de diffusion pour 'opérateur
de Dirac avec champ magnétique se ramene facilement a celle des opérateurs du type
Schrodinger. On a alors :

Théoréme 2.3 (V = 0): On suppose que V est nul et que A vérifie (Hs), avec 6 > 3.
On a alors Pasymptotique compléte suivante :

d :
) x£@0) Y BAY Ao too,
d\ >0

avec B = 8?7 /IR3 B(z)*dz ou B = rot(A) est le champ magnétique.

De plus, cette asymptotique est dérivable a tout ordre par rapport a .
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3 Asymptotique faible

Pour la démonstration du théoreme 2.1, nous renvoyons aux méthodes standards de calcul
fonctionnel et de calcul de trace déja employées pour des opérateurs de type Schrodinger
(cf. [8], [11], [6], [13]...).

Notons cependant que la principale différence est que H est de symbole principal ma-
triciel non semi-borné. Nous précisons donc comment établir que ¢(hH) est h-admissible
et comment calculer son symbole.

Pour démontrer que ¢(hH) est h-admissible, une premiere méthode consiste a utiliser
les extensions presque analytiques comme le suggérent B. Helffer et J. Sjostrand [9]. Celle-
ci permet de relier ¢(hH) directement a la résolvante (hH — z)~1.

Une autre solution, plus spécifique a I'opérateur de Dirac, est de séparer les énergies
positives et négatives, grace a la relation suivante :

60) = 31+ AN + 51 = él= XD, s A#0. )

Ainsi, I’étude de ¢(hH) se ramene au calcul fonctionnel de h2H? et A la composition par
hH. Le symbole principal de H? étant de type scalaire : ao?(¢) = (.£)? =|€|? I4 on
utilise les études déja réalisées pour des perturbations du laplacien (cf. [6], [11], [12] ...).
On établit ainsi que ¢(hH) est h-admissible i.e. que son symbole a4 admet un développement
en puissances de h. Pour ’expression des coefficients, nous reprenons la méthode de Seeley
[16], utilisée dans des contextes voisins dans [11], [8], [6], [13]. Cependant, la non commu-
tativité des symboles matriciels complique un peu la détermination des a4;. Nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Soit a un symbole matriciel (d’ordre 4) et ap(€) = ., le symbole principal
de H. Pour toute fonction définie sur IR, on a :

f(ao)a = ap f(ao) + arm f(—ao),

ef 1 £y
ot ap = P*aP+ + P~aP~ et apy = PtaP~ + P~aP*, P* ¥ 5(1 + %) étant la pro-
jection orthogonale sur le sous-espace propre associé a la valeur propre £ | € | de a.t.

Preuve.— On utilise que Pt + P~ = Id et que f(ao)P* = f(£ | ¢ |) P%. |

4 Formule de Weyl

Pour démontrer le théoreme 2.2, nous nous inspirons de [13] ou D. Robert montre une
formule de type Weyl pour des perturbations du laplacien. Comme pour le sens faible, le
fait que 'opérateur soit matriciel et non semi-borné nécessite des adaptations.

Avant de démontrer la formule de Weyl donnons une propriété de symétrie qui permet
de limiter notre étude aux énergies positives.

Proposition 4.1 On suppose (Hg) avec § > 3. Soit s_ la phase de diffusion associée aux

potentiels (—A, "V) o V = (V—()12 V:_)lz

s_(A) = —=s(=A).

>. On a la propriété de symétrie :
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Preuve.— Cette propriété résulte de la cyclicité de la trace et de ’existence d’un
opérateur C (opérateur de configuration de charge), unitaire sur L2(IR?, IR*), tel que :

CHC™'=H_,

ot H_ est 'opérateur de Dirac associé au potentiel (—A, —V) (cf. paragraphe 1.4.6 de
[17]). |

Formellement, s()) s’exprime en fonction de la différence des projecteurs spectraux de
H et Hy. Comme dans [13], nous commengons par I’exprimer uniquement en fonction du
projecteur spectral de H. Introduisons :

1
Q:= H? - HZ, A= —2-(a:.D+D.z).

L’opérateur différentiel Q) est d’ordre 1 a coefficients matriciels décroissants comme A
et V (cf. (Hs)). Ici, le générateur des dilatations A est considéré comme opérateur agissant

sur L2(IR?, C*).

Proposition 4.2 On suppose (Hs) avec § > 3. Soit f € C(] — 00, —1[U]1, +00[), on a :

[ sOVF ) = Tr((@ = 210, A(H? = 1)7 S(1).

Preuve.— Ce résultat repose sur la relation i[—A, A] = —2A et sur la cyclicité de la
trace. En effet, on a :

2(Hg — I) = i[Hg, A] et 2(H*—1I)=i[H* A]+(2Q —i[Q, A]),

et la trace étant cyclique (cf. Appendice A de [13]), on obtient :

Tr(f(H) - f(Ho)) = Tr((Q - 51Q, A)(H* - 1) (H)).
La formule de Krein donne alors le résultat. [ |

Il résulte de cette proposition une expression de s(A) en fonction de Eg(Xo,A) (A >
Ao > 1), le projecteur spectral associé a H, sur I'intervalle [Ao, A].

Corollaire 4.3 Soit x € C*°(IR) une fonction de troncature valant 1 sur [2,+oo][ et nulle
sur | — 00, 2]. Alors, pour tout X > X\g > 2, nous avons:

() = 5(0) = Tr((Q = 510, A) 7 s B(ho, )

Pour étudier la phase de diffusion en A = +00, nous introduisons un parametre h > 0.
Pour p dans un compact de ]0,+oo|, on pose:

def J
si(1) = s(3) = s(d), (4)

et nous nous intéressons au comportement de s,(x) en h = 0%, pour p fixé.
On décompose s, en une partie décrivant le bas du spectre continu et une autre
localisée autour de u/h :
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Soient x; et x2 deux fonctions positives de C§°(IR), telles que x; + x2 = 1 sur [0, 3],
suppx1 C] — o0, 1], suppx, CJ0,4]. Alors, il existe ho > 0 tel que pour tout h €]0, ko] et
tout u € [1,3], on ait une décomposition de s,(p) : si(p) = sya(p) + sa2u(p), avec

{Sx,h(ﬂ) = Tr((Q - £(Q, A)x(H)(H? — 1) xy (hH))
saa(e) £ Tr((@ = 31Q, ADxa(hH)(H? = 1) Ey(n))

ou Ej est la projection spectrale associée a hH.

Comme s, ne dépend pas de la projection spectrale, le calcul fonctionnel pour des
fonctions régulieres nous donne 'existence d’un scalaire ;9 dépendant des potentiels A
et V, tel que:

sip=h a0+ O(R7) (5)

Pour ’étude de s, nous nous inspirons d’une méthode de Hérmander-Levitan em-
ployée dans [7], [13]... L’idée est d’appliquer un théoréme taubérien et de procéder comme
dans [8] et [15]. Pour cela, on commence par ramener ’étude de s; 1, a celle de fonctions
croissantes du type :

swa(n) = hTr(W (h)xa(hH) Ex(k)), (6)

avec W (h) opérateur positif, h-admissible, de poids < z >~%. Comme dans [13], il suffit
de décomposer s, sous la forme : sy, (p) = sw+ (1) — sw-4(1), avec WE(h) tels que :

(Wt — W) (h)x2(hH) = h(Q — %[Q,A])(112H2 — h?) 1y, (hH).

Le support de x; étant inclus dans ]0,4], sy, est nulle pour x4 < 0 et est constante
pour g > 4. D’autre part, il résulte du calcul fonctionnel (théoréeme 2.1) et des théoremes
de traces d’opérateurs h-admissibles (cf. [11]), que 'on a :

swa(p) = O(R™%) h — 0,

uniformément par rapport a p € IR.

Pour appliquer le théoréme taubérien, il reste alors a étudier le comportement asymp-
totique, quand h tend vers 0 de d—iI(SW,h * 0,)(1t), ot 0, est une fonction régularisante
définie de la fagon suivante :

Soit ( € C§°(] — T, T|), (T > 0 fixé), tel que ¢(0) = 1. La fonction ), est définie par:
_ Lo
On(n) = 5=C(5)  nelR

Pour étudier la convolution, nous procédons de fagon analogue a [8], [15], et on établit

Proposition 4.4 Sous Uhypothése (Hs) avec 6 > 3, ﬁ(sw'h*ﬁh)(,u) admet un développement
asymptotique complet:

d

'd"“(SW,h «0,)(p) < h2Y_Ciw(C, B h—0
K 320

De plus, les distributions ( — C;w((,p) ne dépendent que du germe de ( a l'origine et
les fonctions p— C;w((,p) appartiennent @ C§°(IR).
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La preuve de ce résultat repose sur la proposition suivante, donnant une paramétrix,

4 temps petit, du propagateur U(t) = e'H :

Proposition 4.5 Soit U(t) := ™" le propagateur associé a l'opérateur de Dirac H. II
existe un famille d’opérateurs {UN (t)}snn t € IR, N € IN, h €]0, ho] de sorte que pour
tout x € C&(IR\ 0), pour tout N € IN et T > 0, on ait

I U@x(hH) = OY ()x(RH) ||= O(RN=2| ¢]),  pour te€[-T,T).
De plus, U] (t) est de la forme:
Uy (t) = O (t) + O (),

ou U,{V’i(t) est un Opérateur Fourier Intégral (O.F.1.) de phase £t |€| X(|€]) + z.£, avec
X € C=2(IR* \ 0) telle que xx = xet d’amplitude une matrice 4 x 4 polynémiale, d’ordre
N, par rapport a h.

Preuve de la proposition 4.4. — Par définition de sw,, (cf. (6)), on a: -

d

E/—;(Sw’h *0p)(p) = 2::hT'l“(W(h)X2(hH) /IR C(t)e—‘—;,ﬂeitHdt)

. e d
D’apres la proposition 4.5, on peut approcher T(Sw'h * 01,)(p) par TVI;I,h = TWh + TWh ou
dp

V) ST (Whxa(hH) [ e H 0N * (1))

Nous utilisons les théoremes généraux relatifs a la composée d’un opérateur pseudo-
différentiel par un O.F.I. (cf. par exemple théoréme IV-24 de [11]), et au calcul de trace
d’0.F.L. (cf. par exemple chap. II.10 de [?]), pour exprimer TVNV:: comme une intégrale
dépendant du parametre h. La méthode de la phase stationaire (pour £x > 0) et de la
phase non stationaire (pour £ < 0) donnent la proposition 4.4. |

Preuve de la proposition 4.5. — Le symbole principal de H, ay = ., est une
matrice ayant deux valeurs propres, = | £ |, de multiplicité deux. On cherche donc a
approcher le propagateur, U(t), par la sommme de deux Opérateur Fourier Intégraaux
(O.F.I), d’amplitudes, matricielles, polynomiales par rapport a k (cf. K. Yajima [18] pour
le cas semi-classique). Par une méthode B.K.W., et en projetant les équations de transport
sur les sous-espaces propres £ associés aux valeurs propres % | £ |, nous construisons
une paramétrix de U(t) pour des énergies non nulles. On utilise notamment que pour
dy =D, — A, v=(Vp +V_)/2,0 =1+ (Vy — V_)/2, Popérateur de Dirac, H, s’écrit :
H, = a.dy + B0 + v et vérifie

PE*H, = (a.dy £ —=—.ds + B0)PF + (v+ ——.dy)P* (7)

l€| |€I

ou P =1/2(1+a.f/ | &) sont les projections orthogonales sur £*. ]
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5 Supersymétrie

L’opérateur de Dirac avec uniquement un potentiel magnétique entre dans le cadre abstrait
des opérateurs de Dirac supersymétriques. Il s’agit d’opérateurs qui, sur un espace H =

H, @ H_, sont de la forme :
mld D>
"= ( D —mld ) ()

m étant un réel strictement positif et D* 'adjoint de D.
L’avantage de ces opérateurs de Dirac est que leurs énergies positives et négatives sont
bien séparées. Ceci se traduit par I’existence d’un opérateur unitaire Upy tel que :

Upw(ﬁzld D* )U* :<m 0 )
D —mld ) " 0 —VDD*+ m?

(cf. théoréme 5.13 de [17]). Par conséquent, comme nous le montrons maintenant, la phase
de diffusion pour I'opérateur de Dirac avec potentiel magnétique est liée a celle associée
a son carré, dont le comportement asymptotique est connu (cf. [13]).

De fagon analogue, en utilisant un théoreme d’indice di a N.V. Borisov, W. Miiller
et R. Schrader [3], nous pourrons aborder ’étude de I'opérateur de Hodge-Dirac agissant
sur les formes différentielles, dont le carré est I’opérateur de Hodge-Laplace.

5.1 Dirac avec champ magnétique

L’opérateur de Dirac avec champ magnétique Hy = ca.(D — A) + mc? est un opérateur
de Dirac supersymétrique. Il est de la forme (8) avec :

Hy = H_ = L*(IR%)?, m = mc?, D* =D = co.(hD — A(z)).

01, 0 et 03 étant les 2 X 2-matrices de Pauli.
Pour démontrer le théoreme 2.3, nous montrons que la phase de diffusion pour le
couple (H4, Hy) est directement liée a la phase de diffusion pour des opérateurs de Pauli.
Comme précédemment, nous posons m =c¢=h = 1.

Lemme 5.1 On suppose que le champ magnétique A vérifie (Hs) avec 6 > 3. Pour toute
fonction ¢ € C§°(]0,4+00[), on a :

Tr(Ha¢(H3) — Hog(HZ)) = 0.
Preuve.— Dans £(L*(IR*)? @ L*(IR?)?), H¢(H?2) s’exprime matriciellement par :

$(D3Da+12) Did(DaDy + 1) )
Dad(DyDa+13) —¢(DaDy+12) )’

(de méme pour Hy¢(HZ)). Or, ici D3 = Dy = 0.(D — A), et donc pour Ly = D% +1,, on

a

H¢(HY) = (

Tr(Had(H3) — Hod(H)) = Tr(8(La) = #(Lo)) — Tr(4(La) — #(Lo))

ce qui est évidemment nul. D’ou le lemme. [ |

En appliquant la formule de séparation des énergies (3), et le lemme précédent a

(A = (VX)L f(£VX), on obtient :
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Proposition 5.2 On suppose que le champ magnétique A vérifie (Hs) avec § > 3. Pour
toute fonction f € C&(IR\ {0}), on a :

Tr(f(Ha) — f(Ho) = 5Tr(F( Ha ) = 51 Ho ) + 5T (F(= | Hal) = f(= | Ho))-

Dans le corollaire suivant, nous en déduisons une relation entre la phase de diffusion
pour la paire (H4, Ho) et celle pour la paire (ha,ho) d’opérateurs de Pauli :
A

aef (0.(D — A))? def
hA 2 ) hO 9 2
Corollaire 5.3 On suppose que A vérifie (Hs) avec § > 3. Les phases de diffusion sf et

sA, associées respectivement auzx couples (Hy, Hy) et (hy, ho) sont définies et vérifient :
P C 14

A2-1

) = £ 54 (5—)

+A> 1. 9)

(on a pris sf nulle sur ] — 1,1 et sf nulle sur ] — 00,0[)

Preuve.— D’apres la formule de Krein (1) appliquée a la phase sp pour la paire
(Hy, Hp) et a la phase s;, pour la paire (H3, HZ), la proposition précédente donne que
pour toute fonction f € C§°(IR \ {0}), on a :

L7 solm i =5 [* sl 7 G =5 [ s (w7 ()

-—00

Les fonctions sp et sy étant régulieres respectivement sur | — oo, —1[U]1, +00[ et |1, +o0|,
on en déduit que pour 4 > 1 on a:

1
sp(p) = igsL(;tz).

Pour conclure, il reste & constater que dans £(L?(IR?)® @ L*(IR*)?), on a : H} = (2h, +
1;) ® 1; et donc que s (A) = 2sp((A — 1)/2). ]

Pour obtenir 'asymptotique complete du théoreme 2.3, on peut alors utiliser les
travaux de D. Robert [13] ou I’existence d’un développement asymptotique complet de la
phase de diffusion est établie pour des perturbations du laplacien, en particulier pour sf.

5.2 Opérateur de Hodge-Dirac

Un second exemple standard d’opérateur de Dirac supersymétrique est I'opérateur de
Hodge-Dirac agissant sur I’espace des formes différentielles, dont le carré est 'opérateur
de Hodge-Laplace.

Ces opérateurs sont définis sur M, une variété Riemannienne complete, de la fagon
suivante. Soit d la différentielle extérieure et ¢ la codifférentielle (i.e. ’adjoint de d par
la dualité de Hodge). Alors ) = d + ¢ est un opérateur autoadjoint sur H, I’espace des
formes différentielles de carré intégrable. Si P désigne ’opérateur qui a une p-forme associe
Ientier p, alors 7 = (—1)¥ est une involution unitaire autoadjointe telle que 7Q + Qr = 0.
Ainsi, @) est une supercharge par rapport a 7, Q* = (d + 6)? = d6 + éd est un hamiltonien
supersymétrique (c’est Popérateur de Hodge-Laplace), et H = Q + (—1)Pm (avec m > 0)
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est un opérateur de Dirac supersymétrique, appelé opérateur de Hodge-Dirac. Les sous-
espaces bosonique H; et fermionique H_ sont respectivement I’ensemble des 2p-formes
et des (2p + 1)-formes.

L’étude de la diffusion pour ces opérateurs s’effectue en les comparant aux opérateurs
de Hodge-Dirac, Hy et de Hodge-Laplace, Q2 agissant sur Hy, 'espace des formes différentielles
de carré intégrable sur IR™ muni de la métrique euclidienne go.

Nous considérons les variétés asymptotiquement plates de dimension n. Il s’agit de
variétés riemanniennes non compactes (M, g), dont les bouts infinis sont difféomorphes,
par ¢, au complémentaire d’une boule de IR", et (p.g — go) vérifie (Hs) (cf. chap. 5 de
[3] pour plus de détails).

Les phases de diffusion, pour les couples (H, Hy) et (Q?% Q%), seront définies pour
6> n.

La différence avec 'opérateur de Dirac relativiste (avec champ magnétique) est que
nous n’aurons plus nécessairement le lemme 5.1. Celui-ci sera remplacé par une relation
faisant intervenir la notion d’Indice Relatif (du type Witten) introduit par N.V. Borisov,
W. Miiller et R. Schrader [3]. On prévoit alors d’obtenir la relation suivante entre sp, la
phase de diffusion pour le couple (H, Hy), sr, la phase de diffusion pour le couple (Q?%, Q2)
et Ind, 'Indice Relatif :

1 9 o 1
sD(/\):——:}:;)—sL()\- -m )—§Ind +A>m. (10)

&

Le développement asymptotique de sp pour A — Fo00 se déduira alors du développement
asymptotique de sy pour A — +o0.

L’élaboration de ces résultats est en cours. Pour la variété triviale M = IR", nous
démontrons dans [4] que l'indice existe et est nul. Ainsi, griace au développement asymp-
totique de s; donné par D. Robert [13], la relation (10) nous permet de déduire un
développement asymptotique complet de sp, pour une métrique asymptotiquement plate,
dont les géodésiques ne sont pas captées.

Pour une variété plate a 'infini, N.V. Borisov, W. Miiller et R.. Schrader ([3]) établissent
que l'indice est nul pour n impair et pour n pair :

Ind = /M R(z) = x(M),

olt R(z) est la forme de Chern-Gauss-Bonnet sur (M, g) et x(M) est la L*-caractéristique
d’Euler de M.

L’étude de I'Indice Relatif et I’existence d’'un développement asymptotique complet
pour sz, sont a étendre au cas général des variétés asymptotiquement plates, afin d’obtenir
un développement asymptotique complet de sp.
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