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Introduction

Ces dernieres années, la diffusion par un potentiel a longue portée a €t€ beaucoup
étudiée. Nous allons ici présenter un travail similaire, mais portant sur une perturbation du
second ordre de laplacien: notre perturbation, a longue portée, sera constituée d’une
métrique et d’un champ électromagnétique.

Sur R”, soit (g,.j)

une métrique définie positive d’inverse G = (gij )15.- ian o de

1<i,j<n
déterminant g, A un potentiel-vecteur et V un potentiel électrique. Etudions I’opérateur de

Schrodinger:
H(h)=g™* Z(_ihai + Ai)g”gvz(—ihaj + Aj)g“/“ +V

1<i,j<n
qui est le laplacien sur la variété R” munie de la métrique G, avec un champ
électromagnétique de potentiels (A, V). H représente par exemple une particule qui se
déplace dans un espace non homogene. Nous utiliserons la convention de sommation
d’Einstein et omettrons désormais le signe somme: il faut comprendre toutes les formules
ou il y a des indices et des exposants comme une somme sur les indices répétés.

On suppose que H est une perturbation a longue portée du laplacien:
Vo eN", |0%(G —Id)|+[0* Al +]0°V| < C,{x) ™™, p>0

Avec cette hypothe¢se, on peut étudier la diffusion par H en s’inspirant des résultats
connus lorsque la perturbation est un potentiel a longue portée. La différence essentielle
est que les estimations sont nettement moins bonnes en énergie.

On peut n’étudier que la partie principale de la perturbation:
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H et P ont le méme symbole principal, mais les sous-symboles différent: il faut

simplement corriger la condition de non-capture quand on passe de 1’un a 1’autre.

Etude de la diffusion.

I1 faut d’abord construire les trajectoires classiques de 1’hamil tonien, afin de pouvoir
définir des modificateurs pour les opérateurs d’onde et étudier la diffusion quantique.
L’étude est calquée sur celle faite par Gérard et Martinez pour un potentiel. On utilise des
trajectoires complexes (et non réelles comme Isozaki-Kitada) pour prolonger la matrice de
diffusion dans le plan complexe et définir les résonances, ce qui n’apparaitra pas
aujourd’hui.

D¢éfinition

Soit les espaces entrant et sortant:
|Rex|> R { [Re€|>d

(r8)eC™ {|Im x| <e(Rex)” [ImE| < e(Re&)
et +(Rex|Re&)2—olx|¢|

I'*(R,d,e,0)=

R, d, €, c étant des constantes réelles, R>0,d>0,e>0, -1<o<1l.

La partie principale de ’opérateur de Schrodinger est P =—09,870 ;- Son symbole

définit I’hamiltonien classique:
H(x,8)=g" ()&,
Théoréme
Alors, il existe une fonction de phase @, sur I'*(R,d,€,0) qui vérifie ’équation
eiconale:
H(x,V,®,(x.n)=1".
9:0%(®, (x,m) ~ x.)| = O () **m)' ).

et

On construit de méme une fonction de phase dans I'". On peut aussi montrer que si on
approche la métrique G par des métriques a support compact, la fonction de phase est bien

approchée par les fonctions de phase correspondantes.
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Comme la perturbation est a longue portée, les opérateurs d’onde non modifiés
n’existent pas. On introduit donc un modificateur J, aussi proche que possible de I’identité,
que I’on cherche sous forme d’un opérateur Fourier intégral:

J= (21th)"'J‘e"("’("g)"g)/"a(x,ﬁ) dydt

a étant une amplitude (a priori proche de 1), ¢ une phase. La phase précédente peut

servir de phase dans le modificateur, et I’amplitude a est construite comme solution

d’équations de transport (en prenant soin de garder des propriétés d’analycité), de fagon

que le noyau de I’opérateur PJ — JH,, soit a décroissance exponentielle dans les espaces
entrant et sortant ( H, = —A”A étant le laplacien non perturbé).

Soit / un intervalle contenu dans [24%,+<] et les opérateurs d’onde modifiés, définis
par:
W*(I) = lim """ Je"" I E,, (I)
ou E, (I) désigne le projecteur spectral associé a H,,.
Théoréme

Les opérateurs d’onde W*(I) ainsi construits sont isométriques sur

E,,(INI*(R") et sont complets, au sens:
ImW*(1) = E, () H,(P)
H_(P) étant le sous-espace spectral continu de P.
Définition
Définissons 1’opérateur de diffusion sur 7 par:
S(I)y=W*(I)W=(I).

L’opérateur de transition T(/) est défini par:

S =1d-2inT(I).
Du fait de la conservation de 1’énergie, les opérateurs S(/) et T(/) se diagonalisent a

I’aide de la transformée de Fourier en S())et T(A) (A étant la variable d’énergie).
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Dans le cas d’une perturbation par un potentiel V, on sait que si V est a courte portée,

T(A) est un opérateur compact sur L2(S "‘1). Si p est strictement supérieur a f—;—l T(A)

est méme un opérateur de classe Hilbert-Schmidt.

Section efficace totale de diffusion.

Etudions maintenant la section efficace de diffusion. On reprend 1’opérateur avec
champ électromagnétique H(%).
Notons S(A,7):*(S*) — L*($*™') la matrice de diffusion. On suppose p strictement

supérieur a ﬁ—;-l Alors, I’opérateur de transition T(A,%) = (2in)" [Id — S(A,h)] est de
classe Hilbert-Schmidt sur L*(S"), et son noyau T(6,®,\,%) est ’amplitude de diffusion.

La section efficace totale de diffusion est:
o\ n)=|C(r.n) [IT®,0,\n) d0

S n-1

ou la constante vaut:

C(l, h) = "(27‘[)("+1)/2 x-(n—l)/4 exp(—i@-) h(n—l)/z‘

Dans cette égalité, o représente la direction d’entrée, 0 la direction de sortie, et
I’intégrale représente donc la probabilité pour une particule arrivant selon la direction ®
d’étre réellement diffusée par la perturbation.

Notre but est de donner une expression asymptotique de la section efficace de diffusion
lorsque # tend vers 0. Le résultat principal est une généralisation de la formule
asymptotique suivante, due a Robert-Tamura:

Théoréme

1 . A ve 1
On considére ’opérateur L = 5 + V, dont on suppose 1’indice de
L. . . s n+l (
décroissance p strictement supérieur a - On suppose également n =2 et

, . . . . ) , n—1
I’hamiltonien classique sans trajectoire captée. On pose Vv = ST
p —

Soit A une énergie strictement positive fixée. Alors, la section efficace totale de

diffusion o(w,\,#) admet I’expression asymptotique suivante lorsque # tend vers 0:



—o0

o(w,An)=4 | sinz[Z'l @A) [v(y+ sm)ds]dy +o(n™)

I,
ou II désigne I’hyperplan perpendiculaire a .
Cette formule reste valable pour I’opérateur H, mais il faut remplacer V par le potentiel
effectif W défini par:
(H(h)—-L)D, =W,
@, (x,0,), 1) = eV gtant les fonctions propres généralisées du laplacien, et surtout,

il faut remplacer le rayon s > y + 2+/As par le rayon s > X(s,y,®) = (X, (s, y,m))1S r<n?

solution de:

i X dX
i Zk =k
28" () (VA, + 4,(7)) > (5,0)==*(5,5,0)
X(0,y,0)=y
De plus, si on suppose la perturbation a décroissance exponentielle, le reste dans la

formule asymptotique est un o(1) au lieu de o(h'v) et le terme principal est un 0(|ln le"‘l).

Nous allons donner une idée de la fagcon dont on obtient ces résultats.

On exprime d’abord la section efficace de diffusion 2 I’aide des fonctions propres
généralisées de I’opérateur. Les fonctions propres généralisées de 1’opérateur H, (%) sont:
¥, (x,A,@,1) = cy(A,h) g Vhas/n

ol ¢o(A,h)=(2mh)™*A""?* est une constante de normalisation et les fonctions propres
généralisées de I’opérateur H(#) sont:

¥, =¥, - R(A £i0)(H(h) - Hy(1))¥,.
est unitaire, et donne une représentation spectrale de 'opérateur H,(h).
T(A,h) est un opérateur intégral de noyau:
T(6,0,1,17) = ((H () — Hy(W))¥, (-, X, 0,7)| ¥y (.. 2.0, 7))

Enfin, on pose K(A,7)=T(\,h)=T (A, %) . Comme S(\,%) est unitaire, T(A, %) est

normal et en notant K(8,®,A,%) le noyau de K(A,%), on obtient:

o(o,\,7)=i(2r)" A"V RCD K (@,0,A,1).
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Pour estimer la section efficace o(w,\,#), le principal probleme est d’estimer la
résolvante R(A +i0). On suppose désormais I’hamiltonien classique sans trajectoire

captée: on sait d’apres un théoreme de Robert et Tamura que ¢’est une condition
nécessaire et suffisante pour contrdler R(A +i0) par ’estimation:

pour tout s > —;—, "(x}"R(X +i0)(x)~"||= O(h'l), pour 72— 0

On cherche a résoudre 1’équation aux dérivées partielles correspondant & R(A +i0) par

une perturbation de ®,, en calculant (H(h)—A) (ih"gocbo): on choisira un g, convenable.
(H ()= \)(in7" go®,) = —i[ (3,870, )2, | @, + 287 (VAw, + A,)(2,8, ) Py + if™'W g, .

On définit donc les trajectoires X(t,y,m) = (X (2, y,(;)))1 <ken AT

2¢"(n)(VAha, + A,-(y))%?f-(t, )= %"-(t,y,w)
X0y0)=y

exactement comme dans le cas avec potentiel d’un rayon de direction m, d’énergie A,
qui suit la trajectoire X(z,y,®) = y +2v/Aot, solution du systéme précédent en annulant G
et A.

Pour étudier entie¢rement la section efficace, il faut faire une partition de I’unité, pour
séparer les zones pres et loin de 1’origine. |

Si fest une fonction (dont le support est bine choisi), on approche R(A +i0) f @, par la

fonction g, = g,(x,%) définie par:

go(x,h) = jF(x,t,h)dt
0

F(x,t,h) = f(X(~t,x,®)) exp(—t’h"1 J W(X(s—t,x,m)) ds)
0

et T est un réel choisi convenablement par rapport au support de f.

Alors, en dérivant, on trouve:

28" (x)(Vho, + A;)0,8,(x, ) + il W (x)gy (x, 1) = = f %F(x, t,h)dt.
0

Ainsi, on obtient:



(H(m) =) (i g,D,) = —m(a,.g"f(x)a jgo)cbo - f %F(x,t,h)dt D,
0
donc (H(h)—}\)(ih_‘go(bo)= S, =@, —1,P,,
ri(x,n) = f(X(-1,x,0)) exp(—ih‘1 _[W(X (s— t,x,m))ds)
0

ry(x,h)= ih(aig‘j (x)0 ;8 )(x. 7).
On obtient donc finalement ’expression de R(A +i0) f ®,:
R(A+i0)f D, =ih'g,®, + R(A +i0)r, @, + R(A +i0)r,®,.
On peut montrer que les restes 7, et r, sont négligeables, et on peut donc considérer
que:
R(A+i0)f®, ~in"'g,®,
On applique ceci avec f =W et en intégrant jusqu’a I’infini (T n’est dii qu’a la partition
de I'unité€). Alors, la section efficace est, & un o(h"’) pres, donnée par la partie imaginaire

du produit scalaire de g, et W ce qui permet d’obtenir la formule asymptotique.

CAS D’UNE PERTURBATION A DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Afin de simplifier les calculs, nous allons dans ce paragraphe nous restreindre au cas de
2

I’opérateur L = ——7A +V, le potentiel V étant supposé exponentiellement décroissant,

mais on pourrait procéder de la méme facon avec la perturbation du second ordre.

En procédant comme précédemment, on trouve que tous les restes sont des o(1) et la
formule asymptotique devient donc la suivante.

Théoréme
On suppose I’hamiltonien classique sans trajectoire captée. Soit A une énergie

strictement positive fixée. Alors, la section efficace totale de diffusion o((o, 7L,h)

admet ’expression asymptotique suivante lorsque # tend vers O:

o(w,A,7) =4 J sin?| 27 (2A) 4! jV(y + sm)ds]dy +0(1)

i,
Pour étudier ce type d’intégrale, on passe en sphériques, comme dans 1’étude faite par

D.Yafaev des perturbations homogenes, par le changement de variable suivant:
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y=(r.9)
s=rcotg0
Alors:

+o0

I(W)=4 J %sin I: T(2A) "’h“fv r,9,0) " edGJdrdq)

sn—z
On note u(r,,w) la fonction définie par ’intégrale qui se trouve a I’intérieur du sinus.
Alors:
(W)= 4J [r2sin’[57'u(r, 9,0)]dr do

0
sn-l

On a donc besoin du comportement en % de 1’intégrale par rapport & r. On intégre par
parties.
_1 +~.

(W)= —4J r 18,u(r,(p,oo)sin[Zh'lu(r,(p,co)]drd(p

g2
On fait le changement de variable:
u=h"u(r,,w), pour chaque @et w fixés.

Il ne s’agit pas en général d’un changement de variable sur ]0,+oo[. En effet,
typiquement, u vaut O lorsque r est en 0, tend vers 0 quand r tend vers +oo, et a une forme
plus ou moins oscillante entre temps. Les points ol u s’annule sont tous, sauf +eo, étudiés
par le théoréme de la phase stationnaire, et donnent des termes en puissance entiére ou
demi-entiére de 7. Il ne reste plus qu’a étudier le comportement précis de u lorsque r tend

vers +eo dans chacun des exemples.

Considérons le cas d’une perturbation par le potentiel V(x)=¢e ™, p étant une

constante strictement positive. On doit donc étudier I’intégrale:

I= 4I sinz[Z'1 2Ar) T e""”“"'ds}dy
a1 e

On obtient donc:

pr/sin®

u(r.g.0)=27(21)"

0

sm2 0
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11 s’agit d’une fonction positive, dont il faut connaitre le comportement en 0 et +oo,

r e r . .
—r est presque la dérivée de ——. On fait donc le changement de variable:
sin sin

r
I=—
sin®
. . T T ..
mais sur les intervalles [O,—i} et [—Z—,RJ. Ainsi:
+oo
1 te™™

u(r,0,0)= \[tj

. . 1 , -
Enr, la partie importante est —2J=2, eten +oo, C’est e . Alors:

I 2e7Mde

0 <u(r,p,w) < \/—;_1—(3re‘“' + ﬁeﬂur)

A Tinfini, u est essentiellement majoré par e™, et il est borné en 0. On a donc juste &
étudier ce qui se passe a I’infini. On a I’estimation:
0<u(r,p,0)<Cre™"

En faisant le changement de variables u = h’lu(r, (p,(:)), on obtient:

Inffu] < —pr + In(Cr) = _W(l _ ln(Cr))
wr
’ i i ; In(Cr)
Lorsque 1’on est assez loin pour que [fiy| soit compris entre O et 1, et que | 1— ——=

. 7 _* S 1
soit supérieur 2 —, cela donne:
-1
pr < (1 - HCL)) In|fiu| < 2 Injhiy|
wr

u est positif, et I’intégrale devient:

I< J#“Zln(ﬁu)rl sinududo
n—

L’intégrale ci-dessus se comporte comme |In|*™". Ainsi, la section efficace totale de
diffusion est 0(|1n h|"'1).

De plus:
Sn/6
u(r,0,0) 227 (20)*r [e™ do > Cre™”

n/6

donc
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In|fau|> C - 2pr
donc r est minoré par In|fu| et I'intégrale I est minorée par un terme en |In#|"". Dans le
cas particulier de cette perturbation, la section efficace de diffusion se comporte bien

-1 ~ . . . .
comme [In7|"", et on peut méme, en faisant soigneusement les estimations, en donner un

équivalent. Dans des cas plus généraux, on ne trouve que I’estimation en O(IIn hl"'l).
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