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OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER ET CALCUL DE
WEYL-HORMANDER
(Cas d’une métrique symplectique)

Jean-Michel Bony

Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique
91128 Palaiseau cedex

La théorie des opérateurs intégraux de Fourier a surtout été développée dans
le cadre classique (transformations symplectiques homogenes, symboles relatifs
4 la métrique standard g;p = dz?+d&%/(€)?), un certain nombre de travaux
(voir [A&F] [D&G]) étant toutefois relatifs & la métrique goo = dz®+d€2. Par
contre, & l'exception de [H61] qui concerne des métriques voisines de la métrique
standard, peu d’articles traitent des opérateurs intégraux de Fourier dans le cadre
général du calcul de Weyl-Hormander.

Nous définissons et étudions ici ces opérateurs dans le cas des métriques sym-
plectiques (g = g7 avec les notations de [Ho1] [Ho2]), c’est-a-dire dans le cas ol
les boules de la métrique ont la taille minimale requise par le principe d’incerti-
tude. D’une certaine maniére, il s’agit d’un cadre se situant a I'opposé de celui des
opérateurs classiques. On sait en effet que ’on dispose dans ce cas d’une théorie
complete des opérateurs pseudo-différentiels, mais que le calcul symbolique est
inexistant.

Les opérateurs intégraux de Fourier que nous introduisons dans la section 3
sont définis comme des superpositions d’opérateurs métaplectiques microlocalisés.
Ils possedent les propriétés que ’on peut en attendre : composition, action dans les
espaces de Sobolev, conjugaison des opérateurs pseudo-différentiels. Du fait qu’il
n’y a pas de calcul symbolique exigeant la conservation du crochet de Poisson, ils
peuvent étre associés & des transformations plus générales que des transformations
symplectiques.

Dans la section 4, nous donnons des critéres pour que les propagateurs P, = ¢4
d’une équation d’évolution (solutions de dP;/dt = iAo F;) rentrent dans ce cadre.
Cela permet notamment de prouver ’existence d’opérateurs intégraux de Fourier
inversibles associés & des transformations symplectiques. Un exemple montre qu’il
peut étre nécessaire d’introduire des familles de métriques dépendant de ¢.

Les deux premiers paragraphes contiennent des rappels sur le calcul de Weyl-
Hormander, le confinement, les espaces ‘de Sobolev’, ... (voir [B&L] [B&C]). Ils
définisent également des classes d’opérateurs ‘microlocalisables pour un couple de
métriques’, qui contiendront les opérateurs intégraux de Fourier, et qui ne sont
sans doute qu’une nouvelle présentation de classes déja introduites par A. Unter-
berger [Un].

Le fait que la métrique soit symplectique apporte une simplification trés im-
portante, qui apparait dans les théoremes 1.6 et 2.4 : une fois microlocalisés dans
les boules de la métrique, les opérateurs bornés sur L? sont tous de méme nature
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et peuvent étre ramenés a la forme particulierement simple d’opérateurs méta-
plectiques. La théorie des opérateurs intégraux de Fourier pour des métriques
générales devra superposer aux arguments qui vont suivre une analyse, plus fine et
plus proche du cas classique, des opérateurs a l'intérieur des boules de la métrique.

Je tiens & remercier C. Gérard, N. Lerner et J. Sjostrand pour de fructueuses
discussions et échanges de courrier.

1 Meétriques et confinement

Nous renvoyons & [H62] pour I’étude détaillée du calcul de Weyl-Hormander et en
donnons ci-dessous un bref résumé, avec les simplifications dues au fait que nous
ne considérons que des métriques symplectiques,

La quantification de Weyl associe a toute distribution tempérée a, définie sur
’espace des phases R¥ = R? x R®, 'opérateur a* défini par

a“u(w) = [ [, €)uly) dy de/ 2m)"

Il est bien connu que a — a“ est un isomorphisme de S'(R?") sur ’espace
L(S(R™),S’(R™)) des applications linéaires continues de S dans &', et un iso-
morphisme de S(R?*") sur 'espace L(S'(R™), S(R™)).

On note [X,Y] = y-£ — z-n la forme symplectique et, lorsqu’elle est définie, #
I'opération de composition des symboles caractérisée par (a#b)¥ = a® - b*. On a

a#tb(X) = n 2 / /e—Qi[X—Yle—Yzla(n)b(n) Y, dY, .

Une métrique de Hormander symplectique g est la donnée, pour chaque Y €
R?", d’une forme quadratique définie positive gy(-) dépendant mesurablement
de Y et vérifiant les deux hypotheses 1.1 et 1.2 ci-dessous. On notera By =
{X | gy(X —Y) < 1} la boule unité centrée en Y.

1.1 Caractére symplectique 11 existe, pour tout Y € R?", une transformation
symplectique affine x, telle que 'image de By soit la boule unité euclidienne
standard {X | |X| < 1}.

On sait qu’a toute transformation symplectique affine x, on peut associer un
opérateur unitaire U, unique & un facteur multiplicatif de module 1 pres, tel que
'on ait U*a®U = (aox)¥ pour tout a € §'(R?™). Ces opérateurs forment le groupe
métaplectique affine, et nous noterons Uy un opérateur associé a x,,.

1.2 Tempérance (et lenteur) 1l existe C et N tels que l'on ait
+1 N
(9v()/920))" < C(1+av(Y - 2))" . (1)
Nous noterons A(Y, Z) la quantité symétrisée du membre de droite,
AX,)Y)=1+4+max{gy(Y - 2), 92(Y — Z2)} ,

en rappelant que la quantité obtenue en remplacant max par min lui est loga-
rithmiquement équivalente : elle est minorée par C'""*A(Y, Z)N" pour C’ et N’
convenables.
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Ezemple 1.3 Les métriques gss, pour 0 < § < 1, définies par
9ss.y (dz, d€) = (m)Pda® + ()~%de® , Y = (y,m), (n)=(1+n*)"?,

sont des exemples classiques de métriques symplectiques tempérées. La métrique
goo n’est autre que la métrique euclidienne.

Définition 1.4 L’espace des symboles confinés en Y, noté Conf(g,Y) (ou

Conf(Y) lorsque le contexte est clair) est Uespace S(R*™) muni de la famille de
semi-normes sutvantes

”a'”k;Conf(g,Y) = Ha ° XY”k;S(Rzn) ’

ol ||||l,s st une suite de semi-normes définissant la topologie de S(R*), quel-
conque mais choisie une fois pour toutes.

L'espace £(S'(R™),S(R™)) est naturellement muni d’une structure d’espace de
Fréchet et est isomorphe, via lapplication a — a*, & S(R?**). Compte tenu
de la propriété caractéristique des opérateurs métaplectiques Uy, on peut définir
également les semi-normes de confinement par

“a”k:;Conf(g,Y) =[[Uyoa®o U?”k;z:(&(Rn),S(Rn)) . (2)

Une famille de symboles (ay) est dite uniformément confinéesiles ||ay || .cont (o)
sont majorées par des constantes C indépendantes de Y.

Nous résumons dans 1’énoncé suivant les propriétés fondamentales (voir [B&L],
[B&C]) faisant intervenir le concept de confinement et la fonction A.

Théoreme 1.5
(i) Pour N assez grand, le noyau A~V vérifie la propriété de Schur

sup/A(Y, Z)™NdZ < o, (3)
Y

et Uopérateur f — [ A(-, Z)Nf(Z)dZ est borné sur L2(R>™).
(i) (Comparaison) Pour tout k, il existe C et N tels que

“a’”k;Conf(Y) < CA(Y, Z)N ”a’”k;Conf(Z) : (4)

(iii) (Biconfinement) Quels que soient k et N, il existe C et | avec

lla#blx..cont(v) + 18#0llk .cont(z) < C llally oty 10lli;cont(z) AY5 Zy™N.  (5)

Alors que (i) et (iii) sont valables pour des métriques de Hormander quelconques,
le théoréme suivant est caractéristique des métriques symplectiques.

Théoréme 1.6 Pour tout entier k, il existe C et | tels que, si T est un opérateur
borné dans L*(R"), si a et b appartiennent @ S(R*"), et si Y € R*™, en posant
c’=a%oTob", ona

HCHk;Conf(Y) <C ”a’”l;Conf(Y) ||T||c(L2) ”b“l;Conf(Y) )
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Nous utiliserons les semi-normes de confinement (2). On a donc
el contry = IUva*Us Uy TUS Uy b*Us [l 1s1,s) -

Mais le composé d’un opérateur borné de S’ dans S, d’un opérateur borné sur
L? et d’un opérateur borné de S’ dans S est lui-méme borné de S’ dans S. En
écrivant la continuité de cette opération de composition, on obtient

Vk, 3, 3C, |AT'By.rs.5 < CNA 0508 1T M 222y 1Bl .(s.5) -

Il ne reste plus qu’a appliquer cette relation & A’ = Uya Uy, T' = UyTUy et
B’ = Uyb®U; pour obtenir le résultat.

2 Analyse microlocale des opérateurs

Nous allons d’abord introduire des classes d’opérateurs tres générales, qui contien-
dront comme cas particuliers les opérateurs pseudo-différentiels et les opérateurs
intégraux de Fourier. En quelque sorte, la définition 2.1 affirme qu’il s’agit des
opérateurs qui non seulement sont bornés sur L?, mais qui le sont de facon vi-
sible aprés découpage microlocal. Bien que définies de maniere assez différente,
ces classes coincident trés vraisemblablement (voir la remarque 2.6) avec celles des
opérateurs métadifférentiels introduites par A. Unterberger [Un].

On se donne dans cette section deux métriques de Hormander symplectiques
g1 et g et on utilisera les notations de la section précédente (By, Xy, Uy,
A(Y,Z), ...) affectées d’un indice 1 ou 2 supplémentaire.

On rappelle l'existence de partitions de 'unité du type suivant (voir [Be] [B&C])

/Rm Yry#FbydY =1

ol les 1y et 61y sont uniformément confinés pour g;, et on utilisera des notations
analogues pour gs.
Etant donné un opérateur A de S(R") dans S’'(R"), on posera

AlY,Z) = |63z Ao ¢i”y“£(L2) (6)

pour Y et Z appartenant & R?".

Enfin ’espace NL? des noyaux bornés sur L?(R?"), sera 1’espace des fonctions
k définies sur R*™ x R?" telles que l'opérateur f — [gan |k(-,Y)| f(Y)dY soit
borné sur L2. On notera | k|| 5,2 la norme de cet opérateur.

Théoréeme et Définition 2.1

(i) On notera U(1,g91;1,92) (ou parfois U(1;1)) Uespace des opérateurs A appar-
tenant ¢ L(S(R™),S'(R™)) tels que le noyau A appartienne ¢ NL?. On posera
1Ay = |4l o

(ii) Pour qu’un opérateur A appartienne a U(1;1), il faut et il suffit qu’il puisse
s’écrire sous la forme

A://bgoTyzoa;ngdz (7)
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ot les ay et les by sont uniformément confinés pour g; et go respectivement, ou
les Ty z sont bornés sur L2(R™) et ot le noyau (Y, Z) Ty zl| (12 appartient @
NIL2.

(iii) Les opérateurs appartenant d U(1;1) sont bornés sur L*(R™) et forment une
algebre de Banach.

Soit d’abord A € U(1;1). On a

A= [ [vt (02 A8 03, dY 4z,

expression de la forme (7), ol ’accolade joue le role de Ty 7 et posséde les majo-
rations voulues.
Réciproquement, si A est donné par (7), on a

02z Aty = / /(‘92Z#bQ)wTPQ(aQ#¢1Y)w dP dQ

et donc d’apres (5)
Av,z)<c / /A2(Z,Q)‘N ITell oz Ar(PY)™N dPdQ

en choisissant N assez grand pour que (3) soit vérifié. Le noyau A appartient alors
a NL?, ce qui achéve la démonstration de la partie (ii).

Quant & la partie (iii), c’est une conséquence directe du lemme de Cotlar ap-
pliqué & 'opérateur mis sous forme (7).

Remarque 2.2

On peut aisément définir des opérateurs du méme type d’ordre quelconque.
Rappelons qu’une fonction strictement positive M définie sur R?® est un poids
relatif & g, si on a

(M(Y)/M(2))* < CAL(Y, 2)N
ou C et N ne dépendent pas de (Y, Z). Rappelons également (voir [B&C]) que
I'espace de Sobolev H(M, g;) est I’espace de Hilbert constitué des distributions u
vérifiant
2 2
lellfrangny = [ MOV 6%l dY < oo

Si les M; sont des poids relatifs aux g;, on note U(Mi, g1; M2, g2) P’espace des
opérateurs A tels que le noyau A(Y, Z)M,(Z)/M,(Y) appartienne & N L2. Ces opé-
rateurs appliquent continiiment H(Mji, g;) dans H(Ms, g2) et peuvent se mettre
sous la forme

A= //MI(Y)MQ(Z)"lb‘g o Tyzoa2dY dZ ,

ou les b, T, a vérifient les mémes conditions que dans (7).
Plus généralement, les opérateurs de la forme suivante

A= / / Mi(Y)Ms(Z) 02 o Tyz 0 a¥ du(Y, Z) 8)

appartiennent a U (Mj, g1; Ma, g2) lorsque les ay et bz sont uniformément confinés,
les Ty 7z sont uniformément bornés sur L? et lorsque v est une mesure positive qui
“appartient & NL? une fois régularisée”, c’est-a-dire qui vérifie

I/(Bly X Bgz) € NL2 .
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Il n’est pas difficile de montrer, pour A € U(My,g:; Ms,92) et B € U(Ma,g9; M3,g3),
que 'on a BA € U(My,g1; M3,g3) avec

t
“BA”U(Mlygl;Msygs) < C¥ ”A”U(Ml,gl;Mz,gz) ”B”U(Mz,gz;Ms,ga) :

En particulier, les U(M, g; M, g) sont des algebres de Banach.

2.3 Forme réduite des éléments de U/(1;1) Ces opérateurs s’écrivent comme
une superposition d’opérateurs élémentaires bzTyzay que 'on peut considérer
comme des opérateurs (quelconques) bornés sur L?, microlocalisés & la source et
au but en Y et Z respectivement. Le résultat suivant montre que I’on peut, sans
restreindre la généralité, supposer que les Ty z sont des opérateurs métaplectiques.

Théoréme 2.4 Pour toute suite Cy, d’éléments de RY, il existe une suite Cj, d’élé-
ments de R* telle que l’on ait la propriété suivante. Soient a, b, T vérifiant
”a”k;Conf(gl,Y) < Ck ) ”b”k;Conf(gz,Z) <Gk, ”T”L(LZ) <1,

et soit Uyz un opérateur métaplectique affine associé a une transformation sym-
plectique affine x,,, envoyant Byy sur Bag, il existe alors o, o, B, ' tels que

bYTav = Uyzaw = ﬂwaz = ,Bleyza,w (9)
avec

“a||k;Conf(g1,Y) + ”al”k;Conf(gl,Y) + HIBHk;Conf(gz,Z) + ”ﬂ,”k;Conf(gz,Z) < Cllc )

On peut en effet écrire
bYTa” = bwazU§ZTaw = UyszU)*zZTaw y

en posant ¢ = Uy b¥Uyyz, c’est-a-dire ¢ = bo Xy z- Les semi-normes de confi-
nement de ¢ en Y sont donc égales aux semi-normes de confinement de b en Z.
Il suffit de poser a¥ = ¢¥(Uy,T)a" et on obtient la premiere égalité de (9), le
théoréme 1.6 permettant d’estimer les semi-normes de confinement de cen Y. On
obtient facilement la seconde décomposition en posant 8% = Uyza* Uy, et donc
B=ao X;lz

La derniére décomposition s’obtient en écrivant a = o’#ca’/, avec controle des
semi-normes de confinement en Y (voir [Be] [B&C]), et en posant 8’ = o o X .-

Corollaire 2.5 Tout opérateur A € U(1;1) peut s’écrire sous la forme
A= / /K(Y, Z)Uy 0%, dY dZ

ot les Uyz sont des opérateurs métaplectiques comme ci-dessus, ot les ay,z sont
uniformément confinés en'Y pour g,, et ot. K appartient @ NL?.

Remarque 2.6 On devrait pouvoir montrer, par des arguments analogue a ceux
qui précedent, que la classe U(1;1) coincide avec la classe des opérateurs mé-
tadifférentiels introduite par A. Unterberger [Un]. Ceux-ci sont définis comme
superposition d’opérateurs

Au = Z//K(Y, Z) (u | ory) paz dY dZ

ol les g1y sont des fonctions propres de l'oscillateur harmonique centré en Y
associé a la métrique g1y, et ou K € NL2.
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2.7 Métrique goo et classe de Sjostrand Lorsque les métriques g; et g, sont
égales a la métrique euclidienne standard, ’analyse précédente de a¥ peut aussi
s’interpréter comme une analyse microlocale (en dimension double) de a vu comme
une fonction sur R?®. On utilise la formule suivante

ata#B(X) = 7~ / /e_2i[X“S'X‘T]a(S)a(S +T— X)B(T)dSdT .
En posant Y =S+ T — X et 2P =S — T, on obtient
adta#B(X) = 1" / /e-QifX-Y’Pla(’—‘;—Y + P)B(XEY — P)a(Y)dY dP,
ou encore, en posant (X, P) = a(X + P)3(X — P),
adta#tf(X) = -2 / fe—%lx-Y»P@(%, P)a(Y)dY dP .

A la normalisation prés, on reconnait 13 ®Va, ot ®% est le quantifié de Weyl de
la fonction ®, le nouvel espace des phases étant le produit de deux exemplaires de
R?" mis en dualité par la forme symplectique.

Ce qui précede montre qu’il va étre possible de caractériser les symboles a
tels que a* € U(1;1) en terme des ®"a, lorsque les fonctions ® parcourront une
partition de I'unité dans R**. D’autre part, l’effet régularisant des ®V permet
de remplacer la norme dans £(L?) par des normes plus faibles, & condition de se
ramener & une boule fixe. On obtient le résultat suivant.

On se donne ® € S(R*") d’intégrale 1, on pose ®x, p, = ®(- — Xo,- — Po)
et ax,p, = q))v}’o,Poa (on pourrait ici remplacer la quantification de Weyl par la
quantification standard). On fixe un espace de Banach B tel que I'on ait S(R**) C
B C S'(R?™) avec inclusions continues, et on pose

A(Xo, Po) = “Z s e28Plgy o (Xo + Z)”B :

Le résultat suivant signifie que ce noyau est équivalent, compte tenu du changement
de variable Y = X + P et Z = X — P, au noyau A(Y, Z).

Théoréme 2.8 Pour que A = a® appartienne a U(1, goo; 1, goo), il faut et il suffit
que le noyau

(Y,2) — A(%£Z, X52)

appartienne & NL2. La norme de ce noyau fournit une norme équivalente a
Al 151

J. Sjostrand a récemment introduit [Sj] une nouvelle classe de symboles S(1)
qui posséde notamment des propriétés remarquables sur l'inversibilité des opé-
rateurs associés. En utilisant une partition de I'unité 1 = 720 ¢, ; @, = @(- — ),
I’espace S(1) est constitué des a tels que sup, l(c,;,,\a)()‘ appartienne & L'(R*").
On voit sans difficulté (en prenant B = FL!) qu’il est équivalent de demander que
|A(X, P)| < h(P) avec h € L.

L’espace Op S(1) est donc la sous-algebre de U(1;1) formée des opérateurs A
tels que \ﬁ(Y, Z)l < h(Y — Z) avec h € L} R?™™).
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3 Concentration et opérateurs intégraux de
Fourier

Si X est un sous-ensemble de R?® x R?", on peut définir de maniére générale les élé-
ments A € U(1;1) concentrables sur ¥, soit par la décroissance de A(Y, Z) lorsque
(Y, Z) s’éloigne (en un sens mesuré par A) de ¥, soit par le fait que I’on peut
choisir la mesure v de (8) portée par ¥. Nous nous bornerons ici au cas ou ¥ est
la diagonale, ce qui nous redonnera les opérateurs pseudo-différentiels, et au cas
ou X est le graphe d’un homéomorphisme tempéré, ce qui définira les opérateurs
intégraux de Fourier.

3.1 Opérateurs pseudo-différentiels Rappelons la définition des classes de
symboles associées a une métrique de Hormander g et & un poids M. Une fonction
a(X) appartient & S(M, g) si a est de classe C*® sur R?™ et si les semi-normes
suivantes sont finies,

lallesangy = 5w 1on-..8na(X)] /M(X),
I<k;XeR2
gx(Tj)<1

en notant Or la dérivée directionnelle a — (da,T).
Pour que a appartienne a S(M,g), il faut et il suffit que l'on ait une dé-
composition
a(X) = /Rzn M(Y)ay(X) dY (10)

ou la famille ay est uniformément confinée.

Le théoréme suivant fournit, pour une métrique symplectique g, une caracté-
risation des opérateurs pseudo-différentiels assez différente des caractérisations
usuelles fondées sur des estimations de commutateurs. Elle ne fait intervenir que
la décroissance de la fonction A définie en (6).

Théoréme 3.2 Pour qu’un opérateur A appartienne ¢ Op S(M,g), il faut et il
suffit que A soit concentré sur la diagonale de R*™™ au sens suivant (qui implique
A € U(M M;; My) pour tout poids M) :

VN, 3C, A®Y,Z)<CM(Y)A®Y,z)™N. (11)

La propriété (11) entraine que A se met sous la forme
A= / /M(Y)@;Tyzw dY dZ = / /M(Y)c$z dY dZ ,

avec | Tyzl pz2) = O(A(Y,Z)7N). D’aprés (4), les semi-normes de confinement
au point Y de 6z croissent comme des puissances de A(Y,Z) et, d’apres le
théoréme 1.6, les semi-normes de confinement de cyz en Y sont O(A(Y, Z)~V)
pour tout N. Il suffit d’intégrer par rapport & Z pour mettra A sous la forme (10).

3.3 Opérateurs intégraux de Fourier On revient a la donnée de deux mé-
triques de Hormander symplectiques g; et gs.
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Définition 3.4 On dit qu’un homéomorphisme F de R*™ sur lui-méme est
tempéré s’il existe C > 0 et N > 0 tels que

VY ,VZ, CT'AY,Z)YN < AF(Y),F(Z)) < CA (Y, Z)V .

Cette propriété impose une restriction a I'infini mais est aussi une condition locale :
alle implique que I'image de la g;-boule de rayon 1 centrée en Y est contenue dans
la go-boule de rayon C” (et contient la boule de rayon 1/C") centrée en F(Y). En
un certain sens, I’homéomorphisme F' conserve “presque” le volume. Par contre F
n’a aucune raison de conserver la forme symplectique, méme de maniére approchée.
Si M, est un poids pour gs, la fonction Mso F' est alors un poids pour g;. Pour
simplifier, nous nous limiterons a la définition des opérateurs intégraux de Fourier
d’“ordre 0” (i.e. de poids 1), Pextension au cas général étant immédiate.

Théoréme et Définition 3.5 On dit que A est un opérateur intégral de Fourier
de poids 1 associ€ au diffeomorphisme tempéré F si les trois propriétés équivalentes
suivantes sont vérifiées.

(i) A est concentré sur le graphe de F' au sens suivant (qui implique A € U(1;1)) :

VN, 3C, A(Y,Z)<CAF(Y),Z2)™N

(ii) A peut se mettre sous la forme
A= f /K(Y, Z)beTy ga dY dZ |

ot les ay et by sont uniformément confinés pour g, et go, ot les Ty z sont uniformé-
ment bornés sur L? et ou, pour tout N, on a K(Y,Z) = O(Ao(F(Y), Z)~N).
(iii) A peut se mettre sous la forme

A= / Uy.paya® dY

ot la famille ay est uniformément confinée pour g,, et ot Uy,p(y) est un opérateur
métaplectique associé a une transformation symplectique affine envoyant By sur
B r(y)-

Ces opérateurs possedent les propriétés essentielles que 'on peut espérer, en
I’absence de calcul symbolique, d’opérateurs intégraux de Fourier : action sur
les espaces de Sobolev, composition, entrelacement des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels.

Théoréme 3.6 Soit F' un difféomorphisme tempéré et A un opérateur intégral de
Fourier de poids 1 associé a F.

(i) L’adjoint A* est un opérateur intégral de Fourier de poids 1 associé @ F~1.
(i) Si M est un poids relatif 4 g1, opérateur A est continu de H(M, g1) dans
H(M o F1 g,).

(il) Si G est un difféomorphisme tempéré relatif a go et ¢ une troisiéme métrique
symplectique g3, et si B est un opérateur intégral de Fourier de poids 1 associé a
G, alors BA est un opérateur intégral de Fourier de poids 1 associ€ a G o F.

(iv) Si A" est un opérateur intégral de Fourier de poids 1 associé ¢ F~1 et si
P € Op S(May, g2) alors AAPA € Op S(My, g1), avec M1 = My o F.
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Un opérateur métaplectique affine, correspondant & une transformation sym-
plectique x, constitue bien siir 'exemple type d’un opérateur intégral de Fourier
associé a x, la métrique de départ étant n’importe quelle métrique symplectique
g, et la métrique d’arrivée étant x,g. La section suivante fournira des exemples
moins triviaux d’opérateurs intégraux de Fourier inversibles.

4 Equations d’évolution et opérateurs inté-
graux de Fourier

Etant donné a € C*°(R?"), & valeurs réelles et & croissance lente, I’objet de cette
section est de donner des conditions suffisantes sur a permettant d’assurer 1’exis-
tence d'une famille d’opérateurs intégraux de Fourier P, (que I'on pourrait noter
') solution de

d
ZR=a"-F , R=I. (12)

Dans les bons cas, les P, auront pour inverse les P_; et cela permettra notamment
de démontrer 'existence d’opérateurs intégraux de Fourier inversibles associés a
certaines transformations canoniques. Les arguments qui vont suivre s’applique-
raient presque sans modification au cas ou le hamiltonien a dans (12) dépendrait
aussi de t.

Plus précisément, a et une métrique symplectique go étant donnés, notre ob-
jectif est de définir, pour ¢ appartenant & un certain intervalle [0, T] (ou [-T,0]) :

e une famille de métriques symplectiques g,

e une famille de difféomorphismes symplectiques x;, de R?" sur lui-méme, qui
sont tempérés (pour go, g;) au sens de la définition 3.4,

e une famille d’opérateurs intégraux de Fourier P, associés a x; tels que (12)
soit vérifié dans [0, T'.

Soit 1 = [ ay dY une partition de I'unité ou les ay sont uniformément confinés
pour go. En posant P,y = P,ay, nous devons donc résoudre

%Pty=aw°F)tY ) P0=aY7 (13)

et nous chercherons P,y sous la forme
w
Py = Upyayy

ol les a4y devront étre uniformément confinés pour go, et ol les Uy seront des
opérateurs métaplectiques.

Dans une premiére étape, purement géométrique, nous construirons les x; puis
simultanément les Uy et les g;, en introduisant les conditions (G1), (G2), (G3).
Dans une seconde étape, nous introduirons une condition (A) de nature analytique
qui, jointe aux conditions précédentes, permettra de montrer 1’existence des ayy .

4.1 Etape géométrique
La premiere hypothese est bien naturelle :
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(G1) Le champ hamiltonien H, a un flot global

On notera t — x,;(Y) la solution de Zx,(Y) = H,(x:(Y)) telle que xo(Y) =Y,
avec H, = (0a/0¢ , —0a/0z). Pour tout t € R, les x; sont des difféomorphismes
symplectiques de R?* sur lui-méme.

Nous devons ensuite déterminer les U;y. L’algébre de Lie du groupe mé-
taplectique affine s’identifiant & ’espace des polynomes réels en 2n variables de
degré < 2, nous les chercherons en résolvant 1’équation

iUt,Y =iy Uy , Upy=1
dt ’
ou les b;y sont des polynomes réels de degré < 2 & déterminer.

Nous voulons que la transformation symplectique affine x;y associée & U,y
envoie la boule de centre Y (pour go) sur la boule centrée en x:(Y) (pour g; a
définir), et donc en particulier que x:;(Y) = x:(Y). Les trajectoires issues de
Y pour le hamiltonien a ou pour le hamiltonien dépendant du temps b;y doivent
donc étre les mémes, ce qui impose que a et b;y aient méme différentielle au point
x:(Y). Cela laisse a priori plusieurs choix possibles. ’

1. (Choix canonique) : on définit by égal au développement de Taylor d’ordre
2 de a au point x;(Y). Cela définit de fagon unique Uy et xyy qui est la
transformation symplectique affine tangente d’ordre 1 & x; en Y. La métrique
g: est caractérisée par le fait que la g;-boule centrée en x;(Y') est I'image de
la go-boule centrée en Y par la différentielle en Y de x;.

2. On définit by égal au développement de Taylor d’ordre 1 de a au point x;(Y).
Cela définit les U;y qui, du fait que les by sont d’ordre 1, sont des translations
de phase : la transformation symplectique affine x;y associée est la translation
amenant Y en x;(Y). Enfin g, est ainsi caractérisée : la g;-boule centrée en
Xx:(Y) est la translatée de la go-boule centrée en Y.

3. Tous les autres choix : by est n’importe quel polynéme du second degré tel
que b; — a soit plat d’ordre 1 au point x:(Y). Cela définit les Uy, les Xy et
g: : la la gi-boule centrée en x;(Y) est 'image de la go-boule centrée en Y
par Xiy-

Tous les choix précédents fonctionnent pour ¢ € R, mais cette étape géomé-
trique ne sera achevée que si les deux conditions suivantes sont vérifiées.

(G2) Les métriques g, sont tempérées pourt € [0,T], la constante de tempérance
figurant dans (1) étant uniforme en t.

(G3) Les xi, pourt € [0,T], sont uniformément tempérées : il existe C et N avec

CH00(Y, 2N < De(xe(Y), xe(2)) < CAo(Y, Z)Y

4.2 Etape analytique

Pour montrer que 'opérateur P, = [ Uy o}y dY est un opérateur intégral de
Fourier, il reste & déterminer les ayy et & montrer que ceux-ci sont uniformément
confinés pour la métrique go. D’apreés (13) on doit avoir

/ S w I . W w
Pt,Y = th,YUt,Yat,Y + Ut,Yat,Y =1a Ut,Yat,Y )
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et donc
w __ * w w
Qy = ZUt,Y(a —byy) Ut,Yat,Y

ou encore

/ P — —_—
ay =iTyfony , Ty =a—byy, Ty =TiyoXuy - (14)

La fonction ¢y est le reste du développement de Taylor (d’ordre 1 ou 2 ou “intermé-
diaire”) de a au point x;(Y).

Nous pouvons maintenant introduire la condition analytique, qui est une ma-
joration en X log X, uniforme en Y, des dérivées de ces restes.

(A) Pourl>1 et g.v,(T;) <1, en posant Y; = x:(Y), on a avec des constantes
C, indépendantes de Y,

1/2
05, - Oy ()] < i1+ oy (X = Y7)) " log (2 + gy (X — Y3))

En composant avec x;y, on peut énoncer la condition équivalente, pour
goy(Tj) <letl>1,

— 1/2
10z, .. Oniay (X)| < Ci(1+ goy (X = Y)) " log(2+ gox (X - V) ,

Remarque 4.3 La condition précédente écrite en un seul point Y entraine ’esti-
mation suivante

VIBI 21, |0%a(X)| < Cs(X)log(1+ (X)) . (15)

En particulier, I’estimation des dérivées premieres montre que les trajectoires du
champ hamiltonien sont globales. La condition (G1) (que nous avons dii introduire
pour énoncer (A)) est en fait conséquence de (15).

Théoréme 4.4

(i) Sous la seule condition (15), dans l’espace L(S,S), ou dans l’espace L(S',S’),
il existe une unique solution définie sur R de P, = ia™ P, vérifiant Py = I. Les P,
forment un groupe d’opérateurs unitaires sur L.

(ii) Si on peut déterminer les b,y pourt appartenant @ un intervalle I contenant
Porigine tels que les conditions (G1),(G2),(G3) et (A) soient satisfaites dans tout
compact de I, si s et s+t appartiennent a I, l'opérateur P, est un opérateur
intégral de Fourier associé 4 x: pour le couple de métriques (gs, 9s+t)-

L’essentiel de la démonstration consiste a démontrer, pour un hamiltonien dé-
pendant du temps vérifiant (15), Dexistence globale dans S(R™), d’une solution
de 9p;/0t = ia™p; avec o € S(R™). Il s’agit essentiellement d’une estimation
d’énergie (a régularité exponentiellement décroissante en raison du logarithme).

Appliqué & (a — byy) le long d’une seule trajectoire, cela entraine facilement
la partie (a). Sous ’hypotheése (A), en ramenant les boules Bpy & la boule unité
standard, on obtient des estimations de confinement uniformes sur les solutions
agy de (14) et donc la partie (b).
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Remarques 4.5 La condition (A) peut étre affaiblie de diverses maniéres en ce
qui concerne les estimations & l'infini. On peut par exemple, pour les 7y ra-
menés & une boule fixe, n’exiger pour les dérivées premieéres qu’une majoration en
(X)?log(1+ (X)) du crochet (3 z;0r/0&; — £;0r/0x;). Les conditions portant sur
Tty au voisinage de Y;, qui apparaissent comme les plus contraignantes, n’en sont
toutefois pas affaiblies.

La condition (A), pour ¢t = 0 et X proche de Y, impose que les goy-dérivées
d’ordre > 1 de a(X) — bo,y (X) soient bornées uniformément en Y. La méthode ne
peut donc fonctionner que si les go-dérivées d’ordre > 3 de a sont bornées.

Pour la méme raison, lorsque les dérivées (toujours relatives & go) d’ordre 2
de a ne sont pas bornées, on ne peut pas se contenter de prendre pour b,y le
développement de Taylor d’ordre 1 de a. Il faut prendre tout ou partie du dé-
veloppement de Taylor d’ordre 2, ce qui entraine une déformation des métriques,
méme pour gg = goo-

Il n’est en fait pas difficile de montrer que, s’il existe un choix des by tel que
la condition (A) soit satisfaite, alors elle est aussi satisfaite en choisissant by égal
au développement de Taylor d’ordre 2. En outre, les métriques g; obtenues pour
I'un ou 'autre choix sont équivalentes. On peut donc toujours se limiter au choix
canonique des by et vérifier si les (Gi) et (A) sont satisfaites. Les autres choix
peuvent apporter des simplifications de calcul, mais ne peuvent pas modifier le
résultat.

Ezxemple 4.6 Si on reprend ’exemple trivial ol a est un polynéome du second degré
et ou les P, forment un groupe a un parametre d’opérateurs métaplectiques, les
conditions (Gi) et (A) sont facilement vérifiées avec le choix canonique : by = a,
rsy = 0. Il faut bien voir que, si go n’est pas la métrique euclidienne ggo, les
go-dérivées secondes de a ne sont en général pas bornées.

Ezemple 4.7 On prend go = goo et on suppose que les dérivées (usuelles) de
a d’ordre > 2 sont bornées. Le flot est global, les x; sont lipschitziennes. En
prenant b,y égal au développement de Taylor d’ordre 1, les conditions (Gi) et (A)
sont satisfaites et g; reste constamment égale & goo.

Les €% forment donc un groupe & un parameétre d’opérateurs intégraux de
Fourier pour la métrique goo-

Des résultats voisins ont été obtenus dans [A&F] et [D&G], pour ¢ petit, les
opérateurs intégraux de Fourier étant alors définis par phase et amplitude.

Exemple 4.8 En dimension 1 pour simplifier, on prend gy = ggo et

a(z,§) = zh(§) ,

ol la fonction h est C*, impaire, et coincide avec £ log € pour & > 2. Les dérivées
d’ordre 3 de a ne sont pas uniformément bornées. Par contre, la condition (15)
est vérifiée et, en prenant by égal au développement de Taylor d’ordre 2, les
hypothéses (Gi) et (A) sont vérifiées uniformément lorsque on se limite & (y,n) €
[-R,R] x R. On a alors

t
_ et—1
gt ~ Gés 6_eet .

On en déduit les deux résultats suivants.
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e Les P, = ™" pour t € R, forment un groupe d’opérateurs unitaires, appliquant
S dans lui-méme et S’ dans lui-méme.

e Sit>0,si Be OpsS(1,g00) est supporté dans |z| < R, alors P, o B est un opé-
rateur intégral de Fourier relatif au couple de métriques (goo , gss), avec § = 1—e™t.

Bibliographie

[A&F] K. Asada et D. Fujiwara, On some oscillatory integral transformations in
L?(R™), Japan J. Math. 4 (1978) 299-361.

[Be] R. Beals, Weighted distribution spaces and pseudodifferential operators,
J. An. Math. 39 (1981) 130-187.

[B&C] J.-M. Bony et J.-Y. Chemin, Espaces fonctionnels associés au calcul de
Weyl-Hormander, Bull. Soc. Math. France 122 (1994) 77-118.

[B&L] J.-M. Bony et N. Lerner, Quantification asymptotique et microlocalisa-
tions d’ordre supérieur I, Ann. scient. Ec. Norm. Sup. 4° série 22 (1989)
377-433.

[D&G] J. Derezinski et C. Gérard, Asymptotic completeness of N-particle sys-
tems, Prépublication, Ecole Polytechnique.

[H61] L. Hormander, The Weyl calculus of pseudo-differential operators, Comm.
Pure Appl. Math. 32 (1979) 359-443.

[H62] L. Hormander, The analysis of linear partial differential operators,
Springer-Verlag (1985).

S]] J. Sjostrand, An algebra of pseudodifferential operators, Math. Res. Let-
ters 1 (1994) 185-192.

[Un] A. Unterberger, Les opérateurs métadifférentiels, Lecture Notes in Physics

126 (1980) 205-241.

IX-14



