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Opérateurs h-pseudodifférentiels a flot périodique

Sandrine DOZIAS!

Résumé. On étudie la répartition des valeurs propres d’un opérateur h-
pseudodifférentiel dans un petit voisinage d’une énergie pour laquelle le flot
hamiltonien associé au symbole principal de ’opérateur est périodique.

1 Introduction.

On étudie les valeurs propres d’un opérateur h-pseudodifférentiel P(h)
dans un voisinage de taille O(h) autour d’un réel E, sachant que le flot ha-
miltonien associé au symbole principal de P(h) est périodique sur la surface
d’énergie E.

On montre qu’elles se répartissent dans des intervalles de taille O(h?) centrés
en une suite de points que l’on explicitera en fonction de h et des caracté-
ristiques classiques des trajectoires périodiques sur la surface d’énergie E:
leur période T', leur action S et leur indice de Maslov px. On obtient aussi un
développement asymptotique du nombre de valeurs propres dans chacun de
ces petits intervalles. ‘

On améliore les résultats de J.Chazarain [3] ou de B.Helffer et D.Robert
[6] [7] qui supposaient le flot hamiltonien complétement périodique ou pé-
riodique dans une bande d’énergie. (Cf. aussi les travaux de V.Ivrii [8].) Par
ailleurs R.Brummelhuis et A.Uribe dans [2] ne font plus I’hypothése de pério-
dicité du flot que sur une surface d’énergie, mais pour des raisons techniques
(1/h est vu comme valeur propre de A = 1719y sur S*), ils quantifient A.
(Cette addition de variable apparait dans le méme contexte chez Y.Colin de
Verdiere dans [4] et [5].) On généralise ce dernier résultat a des opérateurs h-
pseudodifférentiels plus généraux que I'opérateur de Schrodinger en revenant
a des techniques semiclassiques i.e. sans passer par 1’addition de variables et
sans avoir a quantifier h.
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2 Enoncé des résultats.

Soit P(h) un opérateur h-pseudodifférentiel associé a un symbole h-régulier
de poids (m, ¢, ®). On note Y p;h’ son symbole formel. Soit F un réel.

On fait les hypotheses suivantes.
(H1) p(h) est réel pour tout h €]0, hq.
(H2) ming ¢ pen po(7,€) = 70 > —oo0.

(H3) Pour 71 < 70, (po — 71) est une échelle tempérée et

pi € X((po — 71)(¢¢)_i, ¢, ®).
(H4) E est une valeur non critique de po.
(H5) 1l existe p > 0 tel que pg ' ([E — p, E + p]) soit compact.

(H6) Le flot hamiltonien associé a po, ¢
sur la surface d’énergie

Wg = {($’€)|P0($af) = E}

¢, est périodique, de période T,

(H7) La surface d’énergie Wg est connexe.
(H8) Le symbole sous-principal py de P(h) est nul.

(H9) Pour tout t €]0,T[, ¢! n’a pas de point fixe sur Wg.

po

On peut remplacer (H8) par I’hypothese plus faible
(H8”) JT p¥( »(y,7))du est indépendant de (y,n) dans Wg.

Si on note P; cette constante, il suffit de remplacer dans tout ce qui suit Fu
par Su — Py.

On note S ’action d’une trajectoire périodique

5= [ L= [ ¢ds—TE, 1)
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(L(z,&) = (€.0¢po — po)(z,€), (y,m) € WEg et v représente la trajectoire de
période T qui passe par (y,n).) S est indépendante de la trajectoire.
On note p 'indice de Maslov commun aux trajectoires de période T de Wg.

L’hypothese (H5) assure que le spectre de P(h) est discret au voisinage de E.
ﬁ p p
L(P) n [E — §,E + 5] C Zdis(P).

On a alors les théoréemes suivants.

Théoréme 1
Sous les hypothéses (H1) a (HS8), pour tout a dans IR** il existe hy < hg et
C dans IR** tels que

S(P(R))N[E—ah,E+ak)C |J I(h)  VhE€]0,h] (2)

keZz

ou on a noté

_ S T 2k s S T 2rk 9
I(h) = [-= — wh + Th—Ch"—T_ﬁ“h—i_ Th+C’h]. (3)

Une étude détaillée de la dépendance de C en fonction de a permet de géné-
raliser ce théoréeme. On prend dans le théoréme suivant ¢ = bh™¢ avec e < 1/2.

Théoreme 2
Sous les hypothéses (H1) a (HS8), pour tout b dans IR**, pour tout € tel que
0 <e<1/2, il existe hy < ho et C dans IR** vérifiant

S(P)N[E = bk, E +bh'~) C | JI;(R) (4)
k
avec
ey S 2rk 92 S ™ 2rk 9—2e
Ik(h)—[—-f—zTuh-l— T h—Ch ,—T——2T,uh+ T h+Ch*=*]. (5)



Soit @ € IR**. On reprend les notations du théoréme 1. On s’intéresse main-
tenant au nombre de valeurs propres dans chacun des intervalles I(A). On
note

Ti(h) = §(Ir(h) N [E — ah, E + ah]).
Pour k dans ZZ et h dans )0, hq] on définit B(k, k) par:

—%—-ﬁyh—i-?kh E + B(k,h)h. (6)
On note
M, = {(k,h) € ZX]0, )lT(h) C [E — ah, E +ahl}. (7

Théoréeme 3

Supposons les hypothéses (H1) a (H9) vérifies. Soit a dans IR**. Alors il
existe hg < hy < ho tel que pour tout (k,h) de M,, h < hy, on ait le
développement suivant

hion dede Nl
B(k, h))h="+ .
)T g o] T 2 BRIP4 Baia(B) Vo € IV,

(8)

Ti(h) =

ot a;(X) est un polynome de degré au plus j et
| Ry k(R)] < Cnght="+No Oy, étant indépendante de h et de k.

Le résultat de R.Brummelhuis et A.Uribe de [2] correspond simplement a la
famille h = (S + TE)/(2xk).

3 Schémas des démonstrations.

3.1 Répartition du spectre.

L’idée est de localiser pres de E. Mais comme on I'imagine et comme on
peut le voir sur des exemples, la periodicité du flot sur la surface d’énergie £
n’aura une influence que sur un intervalle dont la taille tend vers 0 avec h.
Ainsi la localisation en énergie par composition par §(P) ou 6§ est a support
compact ne suffit plus, contrairement au cas ou le flot est périodique dans une
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bande d’énergie. On introduit donc un opérateur de la forme x((P — E)/h)

pour localiser sur un intervalle de taille O(h) autour de E. Cet opérateur est
défini par

P-F 1

O(P) = —

(=) = -

On a alors le lemme suivant.

/ e~ FO(P)e R 3(~1)dt. 9)

Lemme 4
Soit x € S(IR), X € C5°(IR). Soit 6 € C3°(IR), Supp(d) C [E — £,E + 2],
0 =1 sur un voisinage de FE. Alors

I(E=20(P) ~ x(ZE

)eRTP+S+EuMQ(P)|| cp2y < Mh.  (10)

Admettons pour un moment ce lemme. Soit a dans IR** fixé. On prend un x
particulier (x > é > 0 sur [—a,a]) et on applique 'opérateur du membre de
gauche de I'inégalité (10) a un vecteur propre de norme 1 de P(h) associé a
une valeur propre A(h) dans [E — ah, E + ah]. On en déduit alors facilement
qu’il existe k tel que A(h) soit dans Ij(h), pour h suffisamment petit, ce qui
prouve le théoreme 1.

Il reste donc a prouver le lemme 4. On commence par approcher les deux
opérateurs du membre de gauche de I'inégalité (10) par des opérateurs Fou-
rier intégraux (OFI) qui leur sont proches & O(h™) prés en norme L£(L?)
(on utilise pour cela ’approximation de ’opérateur d’évolution construite
par la méthode BKW). On montre alors, en utilisant les propriétés de com-
position des lagrangiennes et des symboles principaux (cf [9]), que ces deux
OFI ont la méme lagrangienne et le méme symbole principal (en effet, I'in-
tégration en ¢ dans (9) localise sur Wg ou le flot est périodique). D’apres
le lemme d’Hérmander-Morse (cf [9]), on peut les écrire localement avec
la méme phase. L’égalité des symboles principaux assure que le coefficient
d’ordre 0 du développement en h de ’amplitude de leur différence s’annule
au point critique, on peut donc I’écrire comme une combinaison linéaire des
dérivées de la phase. Une intégration par partie permet alors de gagner k. On
écrit ensuite cette différence comme une intégration en ¢t d’OFI dépendant
du parameétre ¢t (on rappelle que t varie dans un compact). On peut alors
appliquer le théoréme de continuité de Asada-Fujiwara (cf [1]) a cette famille
d’OFI & un parametre. Ceci acheve la preuve du lemme 4.



Pour le théoreme 2, on reprend le résultat précédent pour
[E — bh, E + bh] en controlant la constante C' (intervenant dans la défini-
tion des Ix(h)) par rapport a b et en étudiant le domaine D = {(b,h)} sur
lequel la répartition est connue, de maniére & pouvoir remplacer b par bh~.
La dépendance en b se fait par 'intermédiaire du choix du x que I’on utilise
dans le lemme 4. On utilise le lemme suivant.

Lemme 5

Soit § dans IR**. Pour tout b dans IR**, il existe x, vérifiant les assertions
sutvantes.

1.xp > 6 sur [—b,b].

2.X» € Cg°(IR) et SuppXs C [~15, 72]-

(En fait on peut construire de tels x; sous la forme x,(z) = (1/b)x(z/b) ou x
est fixé et vérifie le lemme 5 avec b = 1. On remarque alors que x;(€) = x(b¢).)

On reprend donc la démonstration du lemme 4, en suivant la dépendance en b
dans les normes de continuité obtenues. La premiere étape, ou on approche les
opérateurs par des OFI, reste inchangée. Il en est de méme pour la seconde,
ou on compare les lagrangiennes et les symboles principaux des opérateurs.
Par contre, la dépendance en b intervient dans la troisieme étape, ou on écrit
localement les deux opérateurs avec la méme phase. Une fois choisie la phase
du premier opérateur, on écrit le second avec la méme phase par une réduction
du nombre de variables d’intégration puis par un difféomorphisme. Ce dernier
est indépendant de b, par contre la réduction du nombre de variables se fait
par P'utilisation du théoréme de la phase stationnaire qui fait apparaitre un
b? pour chaque A dans les majorations des coefficients du développement en
puissances de h de I’amplitude. (On a en effet nga)(fﬂ < Cyb®.) De méme,
Pannulation de I’amplitude de la différence aux points critiques et l'intégra-
tion par parties permettent de gagner hb®. Pour ce qui concerne la derniére
étape, l'utilisation du théoreme de Asada-Fujiwara n’est pas optimale, car
la norme de continuité qui intervient dans ce théoreme dépend d’un nombre
fini de semi-normes dans 1’espace des fonctions a dérivées toutes bornées B
de ’amplitude, ce qui peut faire sortir trop de nouvelles puissances de b. On
utilise donc un autre théoreme de continuité, en s’appuyant sur la phase par-
ticuliere de 'opérateur Fourier intégral. En effet, pour b suffisamment grand,
le support en t est inclus dans [—7},T}], intervalle sur lequel on connait la
phase de ’approximation de ’opérateur d’évolution: S(t,z,0) —y.6 ou S est
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la solution de I’équation de Hamilton-Jacobi. Si on note R ’opérateur dont
on veut calculer la norme £(L?) et dont la phase est la précédente, on cal-
cule en fait la norme de continuité de RR*. En effet, on peut montrer que
RR* s’écrit comme un opérateur h-pseudodifférentiel plus un reste que I’on
contréle bien, s’il existe v > 0 tel que hb?* < h” (cette relation intervient
dans la définition de D et c’est de la que vient la restriction € < 1/2). On
applique alors le théoreme de continuité de Caldéron-Vaillancourt a la partie
pseudodifférentielle, ce qui donne a nouveau un développement en h avec une
majoration des coefficients par b? a la méme puissance que h. Ceci achéve
I’esquisse de la preuve du théoreme 2.

3.2 Multiplicité.

Pour obtenir un développement en puissances de h du nombre de valeurs
propres dans un petit intervalle Ix(h) tel que Ix(h) C [E — ah,E + ah],
la premiére idée est de construire un projecteur sur Ix(h) sous la forme
¢((P—E)/h) avec ¢ a support compact et de calculer sa trace. Mais le calcul
fonctionnel demande que ¢ soit a support compact. On préfere donc chercher
un projecteur approché. On prend ¢ a décroissance rapide (¢ dans C$°(IR)) et
s’annulant & un ordre suffisamment grand en B(I, k) = B(k, h)+ (27 (I—k))/T
(I # k) pour rendre négligeable la contribution des autres intervalles ou il y
a du spectre. Pour cela on utilise le lemme suivant.

Lemme 6
Pour tout N dans IN il existe on dans S(IR) telle que ¢y soit dans C§° et
vérifiant

on(z) = 1+ 0(|z|V) quand x tend vers 0

on(z) = O(le— 2

2l
T — —7—,-|N) quand z tend vers —;—1— pour | # 0.

On pose B = B(k,h) et on définit pn s(z) = pny2(z — B). Le projecteur ap-
proché est alors ¢y g((P — E)/h). (On généralise une idée de R.Brummelhuis
et A.Uribe qui utilisent, dans un cadre différent, ¢; pour construire un pro-
jecteur approché a O(h) pres sur lintervalle qu’ils étudient. L’extension a
Pordre N permet de gagner en flexibilité.)

On calcule ensuite la trace de ce projecteur approché ¢y g((P — E)/h). Avec
le théoréme 1 et le lemme 6 on controle bien la contribution dans cette trace
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des valeurs propres situées dans [E — ah, E + ah]: elle vaut Ti(h) modulo
O(h*="*N). Pour ce qui concerne les valeurs propres en dehors de lintervalle,
la décroissance rapide de @y 5 assure que

A—FE

lon,a( )| < emh™

pour les valeurs propres a une distance supérieure a ah'~¢ de E. Pour celles
situées entre ah et ah'~¢, le théoreme 2 montre qu’elles sont dans des inter-
valles du type

ol ol
(E + Bh + %h — Ch*% E 4 Bh + %h + Oh? 2,
Donc
A—E

lowa(—5—)I < OnAHRE=29 N,

On ajuste alors € puis m pour avoir les bonnes majorations en O(h'="+N) de
la contribution de ces valeurs propres dans la trace.
Par ailleurs, on obtient un développement de Tr(( P)pn,s(£5£)) en Iécrivant

1 -t tE
—Tr / O(P)e= % B oy p(—t)dt (11)
s
et en remplagant Uy (t) = 0(P)e~* par son approximation Up () construite
par la méthode BKW. On applique alors le théoreme de la phase stationnaire
généralisé. On obtient ainsi le théoréme 3.
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