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Introduction

Ce texte de survol est la rédaction d’une série de quatre conférences. Nous
avons cherché a donner un apercu sur quelques résultats récents démontrés
sur 1’équation d’Euler incompressible, essentiellement en dimension deux.
Nous avons voulu mettre ’accent sur I'importance que peut prendre ’aspect
géométrique dans la description précise de la régularité des solutions du
systéme d’Euler.

1 Une définition mathématique d’un fluide par-
fait

On cherche a décrire I’évolution d’un fluide parfait incompressible entre deux
temps tg et t;. Une particule de fluide située au point z & l'instant #y sera
située au point 9;(z) & instant ¢;. L’incompressibilité du fluide se traduit
par le fait que ’application 1, supposée étre un difféomorphisme, conserve
la mesure, c’est-a-dire que son jacobien est de déterminant 1.

Dans toute la suite, nous supposerons que le fluide est indéfiniment
étendu dans tout ’espace & d dimensions, d valant 2 ou 3. Ce choix provient
d’une volonté de simplification. En effet, on peut aussi formuler la mécanique
des fluides sur un domaine régulier (il faut alors introduire des conditions
aux limites) ou encore sur une variété compacte (la formulation est alors
un peu plus délicate). Ici, nous devrons simplement, en quelques endroits,
prendre garde aux problémes a infini.
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Pour modéliser un fluide parfait incompressible, nous considérerons 1’es-
pace £ des fonctions contindiment différentiables de [to,?;] x R? dans R¢
telles que ¥(to) = Id et 9¥(t1) = 1, telles qu’a chaque instant ¢, la fonc-
tion 1(¢) soit un difféomorphisme de R et la fonction d;1(t) soit continue
de [to,t1] dans L2. Nous désignerons par Lg ’espace des fonctions de £ telles
qu’a tout instant ¢, le difffomorphisme () préserve la mesure.

Une évolution a priori possible d’un fluide incompressible entre 1’état
a linstant to et 1’état décrit a l’instant ¢; par le difféomorphisme 1), est
modélisée par une fonction i de I’espace Lo.

Pour introduire un probléme variationnel, il convient de définir une fonc-
tionnelle dont les extrémales seront la clef du probléeme. Nous allons ici
introduire Paction.

Définition 1.1 On appelera action Uapplication A définie de L dans Ry
par

1 a
A#) =5 /t /Rd 10s(t, 2)|dedt.

L’action est une forme quadratique. L’espace L est inclus dans un espace
affine. On a

DAk = /tt /Rd B,(t,2)0:h(t, 2)dtde. (1)

L’idée est de définir un fluide parfait incompressible comme un fluide
incompressible évoluant suivant des extrémales de la fonctionnelle action .A
restreinte a ’espace Lo. Pour cela, il faut définir la notion d’accroissement
infinitésimal sur cet espace Lo. On pose la définition suivante.

Définition 1.2 On appelera accroissement infinitésimal en un point v de
Pespace Lo la dérivée en 0 d’une quelconque fonction O continiment diffé-
rentiable de [0,1] dans Lo telle que ©(0) = .

On peut maintenant proposer une définition mathématique d’un fluide par-
fait incompressible.

Définition 1.3 On dit qu’un fluide incompressible est parfait s’il évolue
entre le temps to et l’état 1, au temps ty suivant un élément ¢ de Lo tel
que, pour tout accroissement infinitésimal 6 au point 1, on ait

DA() -6 =0.



Pour donner un contenu & cette définition, décrivons ’ensemble des ac-
croissements infinitésimaux. Désignons par 7 I’ensemble des champs de vec-
teurs 7 dont les coefficients sont continiiment différentiables sur [to, ;] x RY,
tels que

T(to) =7(t1) =0 et Vte€ [to,t1], divr(t) =0.

Rappelons que le flot d’un champ de vecteurs v est de jacobien 1 si et
seulement si la divergence de ce champ v = (v1,...,v%), définie par

d
dive = E o;v*,
=1

est nulle. Il résulte trés facilement de cette propriété que, si 6 un accroisse-
ment infinitésimal en un point ¥ de Lo, il existe un champ de vecteurs 7 de
I’espace 7T tel que

0(t,¢) = 7(1,9(1, z)). (2)

Réciproquement, soient o une fonction indéfiniment différentiable & support
compact sur intervalle ]to, ;[ et 7 un champ de vecteurs de divergence nulle
dont les composantes appartiennent a I’espace S. Si

o(tax) = a(t)T(lﬁ(t,w)), (3)

on montre alors, en résolvant 1’équation différentielle autonome

{aSG(s,t,x) = a(t)r(t,0(s,t,2)),
0(0,t,z) = o(t,2).

que € est un accroissement infinitésimal au point .

Nous venons de décrire ’évolution d’un fluide incompressible par une
courbe tracée sur ’espace des difféomorphismes préservant la mesure ; c’est
le point de vue lagrangien. Une autre facon de décrire un fluide est d’étudier
le champ des vitesses des particules du fluide ; c’est le point de vue eulérien.
Lorsque les champs de vecteurs et les difféomorphismes considérés sont assez
réguliers, 1’équivalence entre les deux points de vue, modulo une perte de
régularité en temps, n’est rien d’autre que la théorie élémentaire des équa-
tions différentielles ordinaires.

En effet, considérons un élément + de £ qui soit une évolution d’un fluide
parfait incompressible. On définit alors le champ des vitesses suivant :

v(t,z) = 8t¢(ta"/)~l(t’z))' (4)

Il
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Le fait que chaque difféomorphisme (t) préserve la mesure assure que le
champ de vecteurs ainsi défini est de divergence nulle. Réciproquement, si
v est un champ de vecteurs suffisamment régulier, le théoréme de Cauchy-
Lipschitz permet de définir un flot % par

{ at¢(t7 (I,‘)

v(t,(t,2))
P(0,z) z. (5)

On peut maintenant établir les familieres équations d’Euler.

Théoréme 1.1 Soient 1 une évolution d’un fluide parfait incompressible et
v le champ de vecteurs associé a ¢ par (4). Il existe alors une distribution
tempérée p telle que, si 'on pose v -V = Zflﬂ v'0;, on ait

0w +wv-Vv=-Vp. (6)

Supposons que % soit une évolution d’un fluide parfait incompressible. On
sait que, pour tout a € C§°(Jto,?1]) et tout champ de vecteurs de diver-
gence nulle 7 € C®([to, 11]; S(RY; R?)), la fonction @ définie par (3) est un
accroissement infinitésimal. D’ol

/tm /Rd Bb(t, z)0y ()T (2, (¢, 2)))dtdz = 0.

Vu que 9;(v(t,9¥(t,z)) = (O:v+v-Vo)(t,¥(t,2)), une intégration par parties
en t assure

/totl /Rd at(v(t, ¢(t, $)))a(t)7-(t, ¢(t, $))dtdm - 0.

L’égalité ci-dessus est vraie pour toute a € C5°(Jto, t1[). Donc, étant donné
que 9(t) est un difféomorphisme préservant la mesure, on a

[ 0w+ 0 Vo)t o)t 2)da =, )

et ce pour tout tout champ de vecteurs de divergence nulle 7. La premiere
partie du théoréme va maintenant résulter du fait que, si w un champ de
vecteurs & coefficients distributions tempérées, I’existence d’une distribution
tempérée p telle que w = Vp équivaut 3 la nullité du rotationnel de w,
c’est-a-dire aux relations 0;w' = G;w’.
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Réciproquement, soit » un champ de vecteurs vérifiant la relation (6) ci-
dessus. On considere alors le flot ¢ de v définie par (5) et § un quelconque
accroissement infinitésimal en 1. Alors, on a

" 0, 0:0 ditdr = ; 0?2 0 dtd
./t0 -/Rd t'lwb(t»m) t (t’x) tar = _/to /Rd td’(tvx) (t,II?) tdz.

D’apres (2), il existe un champ de vecteurs de divergence nulle 7 tel que
0 = 7(t,¥(t,z)). Il en résulte que

/t:l /R" 3t¢(t,x)3t0(t,x)dtdx=/t:1 /Rd(VP)(¢(t,x))T(t,il)(t,x))dtdx.

Pour tout temps ¢, le difféomorphisme () conserve la mesure, ce qui conclut
la démonstration du théoreme.

Nous allons maintenant donner une formulation faible de 1’équation (6).
Cette formulation sera équivalente a celle de la relation (6) lorsque le champ
de vecteurs solution sera suffisamment régulier. Néanmoins, il sera impor-
tant d’avoir une formulation dite faible des équations, notamment dans la
section 6. Si v est un champ de vecteurs de divergence nulle continiiment
différentiable, on a v - Vv = dive ® v ou désigne le champ de vecteurs
dont la iéme coordonnée est E?:l 9;(v'v?). D’ot la formulation suivante
des équations d’Euler.

ov+dive®v = —-Vp
(E) dive = 0
’l)|t=0 = 9.

Remarquons pour conclure que cette présentation que le systéme (E)
conserve 1’énergie, c’est-a-dire que, au moins formellement, on a

d
Zlo(@)l3: = o.

Nous avons suivi ici les grandes lignes de la présentation de la mécanique
des fluides exposée par V. Arnold dans [3]. Cette approche, reprise par E.
Ebin et J. Marsden dans [22], a connu récemment un regain d’intérét sous
I’impulsion des travaux de Y. Brenier et A. Shnirelman. Dans [9], Y. Brenier
généralise la notion de solution en relaxant le probléme variationnel posé.
Dans [33], A. Shnirelman étudie ’aspect ”variété riemannienne” du groupe
des difféomorphimes préservant la mesure. Bien quelle soit trés intéressante,
nous ne développerons pas ici cette approche.

-5



2 La pression et le tourbillon ; le cas de la di-
mension 2.

La pression est une inconnue du systéme (E). En supposant le champ des
vitesses suffisamment régulier, il vient, en dérivant 1’équation sur le champ
de vecteurs v,

d
—Ap= ) 8;0k(v'v%). (8)
7,k=1

Nous avons choisi de supposer le fluide indéfiniment étendu dans ’espace & d
dimensions, c’est-a-dire de travailler avec des fonctions définies sur tout R?.
Ainsi, en imposant des conditions de (dé)croissance a l'infini sur la pression,
nous pourrons la déterminer & partir du champ de vecteurs solution des
équations d’Euler. Ceci se traduit par les énoncés suivants, dont on trouve
la démonstration dans [30] ou [17].

Définition 2.1 On appelle Cg°(Rd) ou, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité C'3°,
Uespace des fonctions u indéfiniment différentiables sur R? dont toutes les
dérivées d’ordre strictement positif sont bornées et qui de plus vérifient

lu(z)] < C(1+1log < = >).

Cet espace est bien évidemment un espace de Fréchet pour les semi-normes

Ni(u)=  sup (|0"u(.1:)|, ——u(i——) (9)

zeR%,0<|al<k l+log<z>

La justification de cette définition apparait clairement dans le théoreme sui-
vant :

Théoréme 2.1 Pour tout (i,5) € {1,...,d}?, il eziste un opérateur T;;
qui, pour tout couple de réels (r,a), avec a €]1,+00[, est continu de C" dans
CT™ 4+ C° et de C™ N L® dans lui-méme. De plus, pour toute distribution w
dans C™, on a

AT,"jw = Biajw.

Enfin, les opérateurs T; ; sont uniques au sens suivant. Soit une famille
(T{ ; )1<i,i<a d’opérateurs vérifiant les propriétés ci-dessus. Il existe alors
des formes linéaires \;; continues sur tous les espaces C”, nulles sur les
espaces C™ N L® et telles que

T;jw—T; ;w = X j(w)l avee 1(z)=1.

1-6



Ce théoreme implique immédiatement un résultat d’unicité sur la pression
dans I’équation d’Euler.

Corollaire 2.1 On considére un champ de vecteurs de divergence nulle v
appartenant ¢ L*°([0,T] x RY; Rd). Soient p et p deuz fonctions appartenant
a L2 ([0,T];C™ 4+ C§°) telles que (v, p) et (v,P) soient solutions du systéme
d’Euler (E). Il existe alors une fonction bornée sur lintervalle [0,T) telle
que
p-p=f(H)1.

Dorénavant, lorsque nous dirons qu’il existe une unique solution v qui ap-
partient & 1’espace L>°([0,T] x R%; R¥), ceci signifiera que 1’on considére la
pression définie par

d
p=- 3 Ti;(v'v). (10)
1,5=1
Nous allons maintenant nous intéresser au champ de gradient de la pres-

sion. C’est uniquement au travers de son champ de gradient qu’intervient
la pression dans le systéeme (E). Posons la définition suivante :

Définition 2.2 On appelle m lopérateur bilinéaire défini par

T(v,w) = m(v,w)+ m2(v,w) avec
m(v,w) = Z VA”l(Tal,w,ﬁjvi + Tajv.-(?,-wj) et
4,J
7r2(v,w) = ZVT,‘,]'R(vi, wj).
tJ

Cet opérateur est défini sur les couples de champs de vecteurs suffisamment
réguliers et & valeurs dans les champs de vecteurs. Plus précisément, la
maniere dont 7 opeére est décrite par le lemme ci-dessous.

Proposition 2.1 Il eziste une constante C telle que, pour tout r strictement
supérieur a 1, on ait

7 (v, w)ll- < C™* (|lollLipllwlly + Nwllzipllollr)-
De plus, si r €] —1,1|, alors

1 1 .
Ixo, 0l < € (15 + 1= ) mindllolplloll, ol lollzi).

Enfin, pour tout r strictement supérieur ¢ 1, il existe une constante C telle
que
|| div 7 (v, v) = tr(Dv?)||L= < C||v||-|| div v||eo-
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Le tourbillon est la quantité clef pour comprendre le systéme d’Euler.
Sur le tourbillon, transparait trés vite la différence capitale qu’il y a entre
le cas ol la dimension d vaut 2 et celui ou elle vaut 3.

Définition 2.3 Le tourbillon d’un champ de vecteurs (vorticity en anglais)
est le rotationnel de ce champ de vecteurs.

Convention Lorsque la dimension est 2, on identifie les matrices anti-
symétriques avec les réels. Ainsi, on note

w(v) = 010% — OG0!
le tourbillon de v. En dimension supérieure, on note
Qv) = (A(v))i<ijca avee Qi(v) = 90 — dv.

On omet de noter explicitement (v) en l’absence de toute ambiguité.

L’importance du tourbillon dans ’étude des solutions du systéeme d’Eu-
ler incompressible (E) vient du fait qu’il détermine le champ des vitesses.
En effet, on a ' ' .

3]2’0Z = (9]’93- + 3,’3]"0].
Autrement dit,

Av' = §; divv-{—zajﬂ;. (11)
J

L’égalité ci-dessus entraine que deux champs de vecteurs a coefficients distri-
butions tempérées ayant méme divergence et méme rotationnel different d’un
champ de vecteurs dont les coefficients sont des polynémes harmoniques.
Dans le cas d’une solution du systéme (E), si I’on suppose en outre que le
champ de vecteurs est nul & linfini, il est alors exactement déterminé par
son tourbillon.

Considérons maintenant un champ de vecteurs v appartenant a l’espace
S(Rd). Désignons par Fy la solution fondamentale du laplacien nulle a
linfini si d > 3, c’est-a-dire

9 (d+1/2)
“ET(d+n/2)

Si d = 2, E4(z) désigne la fonction (27)~!log|z|.
On pose alors

E4(z) =

Cd
W avec

"5i = Z akEd * Q}c(’l))
k
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On vérifie tres facilement que divy = 0 et que Q(7) = Q(v). Donc, on
retrouve la fameuse loi dite de Biot-Savart :

QOREDY R (12)

Intéressons-nous maintenant a I’évolution du tourbillon. Pour cela, diffé-
rentions le systéme d’Euler (E) et prenons la partie antisymétrique de la
matrice ainsi obtenue ; il vient

d
0l+v-VQ+Q-Vo=0 avec (Q2- Vv)j- = Z Qf(’)kvi — QFv?. (13)
k=1

Remarquons que la matrice - Vv n’est rien d’autre que la partie anti-
symétrique de la matrice (Vv)2. Mais, lorsque la dimension d vaut 2, il
résulte de (13) que

Ow+v-Vw=0. (14)

Cette relation est extrémement importante. C’est sur cette relation que se
distingue la dimension 2 de la dimension 3. Cette relation, associée a la
nullité de la divergence du champ de vecteurs v, assurera que toutes les
normes LP sont conservées. Ceci sera la clef de tous les résultats spécifiques
a la dimension 2 que nous évoquerons ici.

Aux paragraphe 4 et 6, nous aurons besoin du concept d’énergie ciné-
tique ; c’est-a-dire que nous aurons 3 estimer des normes L? liées au champ
de vecteurs solution du systéeme d’Euler (E). Cependant, nous ne pourrons
pas supposer que les champs de vecteurs que nous étudions sont d’énergie
cinétique finie. Le bon cadre que nous précisons dés maintenant est 1’étude
de perturbation d’énergie cinétique finie de solutions stationnaires particu-
lieres.

Définition 2.4 On appelle champ de vecteurs stationnaire et on note o,
tout champ de vecteurs de la forme

o= (-5 [ vodn, % [ pato)ip) ot g€ CRA{0))

On vérifie facilement que le champ de vecteurs o est une solution stationnaire
de ’équation d’Euler.

Remarque
Supposons que la fonction g soit positive, bornée, a support compact, et non
identiquement nulle. Il est alors clair que si |z| est assez grand, on a |o(2z)| ~
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C|z|™!. En particulier, le champ de vecteurs o n’appartient pas & l’espace
L2. Nous considérerons des perturbations d’énergie cinétique finie de champ
de vecteurs de type 0. Une telle classe de fonctions est suffisamment vaste
pour contenir les données initiales aussi peu réguliéres que celle du type
"nappe de tourbillon” (voir le paragraphe 6). Nous allons en effet démontrer
le lemme suivant.

Lemme 2.1 Considérons une mesure bornée p telle que la mesure (1+|z|)u
le soit aussi. Si en outre u appartient ¢ H~1(R?), alors il existe un unique
champ de vecteurs de divergence nulle v appartenant a o + L*(R%; R?) pour
un certain champ de vecteurs stationnaire o et tel que w(o) = p.

La démonstration de l'unicité, tres facile, est laissée au lecteur. L’exis-
tence utilise ’hypothése de décroissance a l'infini faite sur la mesure . On
considére o un quelconque champ de vecteurs stationnaire tel que

/R2 w(o) = . du.

Par hypothése, i est une fonction contintiment différentiable dont la diffé-
rentielle est bornée. L’inégalité des accroissements finis assure que

|(§) — &(o)(E)] < Cl¢ /R2(1 + |z])dlpl(z).

La fonction &|¢|~2(fi(¢) — &(0)(€)) est donc une fonction bornée sur R2.
D’ou la définition suivante de v :

v =0+ F 1 (x(O)IE[2(() - B(0)(6))
+ (1 —x(&))EIE| 2 (B(6) - B(0)(£)))-

Le fait que p appartienne & H~!(R?) assure clairement le lemme.
Nous pouvons maintenant présenter la définition suivante.

Définition 2.5 Soit m un réel. On désignera par E,, ensemble des champ
de vecteurs de divergence nulle v du plan tel qu’il eziste un champ de vecteurs
stationnaire ¢ tel que

/sz(a):m et v—o€ L2

Le lemme 2.1 ci-dessus assure en particulier que Eo = L2. Il permet de
représenter ’espace E,, comme l’espace affine o + L?.
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Pour clore cette introduction & la dimension 2, nous allons établir une
formulation affaiblie du systéme (E). Cette formulation, outre son intérét
propre, sera ’'une des clefs de la démonstration du théoréme 6.1.

Plagons-nous a nouveau dans le cadre de la dimension 2 et considérons un
champ de vecteurs v dans L*°([0,T7]; E,,,) solution du systéme d’Euler (E).
Par définition de I’espace E,,, les produits du type v*v’ appartiennent 3 L'+
L2. Donc les distributions F,(v'v?) appartiennent & I’espace L*([0,T]; L* +
L*). Soit p' la fonction définie par

P==F1 Y ([T Fa(v'?)). (15)

1<i,7<2

Comme 1’espace L? + L ne contient la transformée de Fourier d’aucune
distribution tempérée harmonique et non nulle, nous avons démontré que,
si (v,p) et (v,p’) sont deux solutions du systéme (E) appartenant a ’espace
L>®([0,T); Em) x L*°([0,T); F~Y(L% + L*)), alors p = p’ et la pression p se
déduit du champ de vecteurs v par (15).

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 Soient m un réel et v un champ de vecteurs de divergence
nulle appartenant a l’espace L5 (R; Ep,). Les deur conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) Il eziste p € L2 (R; S'(R?)) telle que Frp € L2 (R; L+ L) et telle

que (v,p) soit solution du systéme (E).
(ii) Le champ de vecteurs satisfait

B + A(D) <(”1)11‘ (”2)2) ~0 (16)

2
en définissant A(D) par

(a8 &E - )
A6 =i (—€f€z|£|‘2 £1(E - 6%)|§|‘2>

Pour démontrer ce théoréme, on utilise bien entendu la relation (15) ci-
dessus. Notons par A~! l'opérateur de multiplication de la transformée de
Fourier par —|¢|~2. Cet opérateur définit un inverse & gauche du laplacien,
c’est-a-dire que ’on a A-1A =1d. 1l suffit alors de démontrer que, si p est
la fonction définie par (15), alors

wt [ 3102 0y(02 - 6%)) <(vl)2 - (v2)2).
B =divv@v+Vp=A (—(9%32 01(87 — 03) vlv?
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Par définition de la pression (15), il vient

B (81(1)1)2 + az(vle)) (% 871810:0;(v'07) |
T\ 01(v10?) + 9y(v?)? i A10,8,0;(viv?)

Un calcul algébrique simple utilisant que A=1A = Id assure que

B = A-1 ( 0105 05(03 —312)) ((vl)2 - (v2)2> :
= ~020, 0:(0? - 03) 1y2 ’

VU

d’otu le théoréme.
Cette formulation faible, spécifique & la dimension deux, a été clairement

dégagée par J.-M. Delort dans [20] et est implicitement contenue dans [21]
et dans [2].

3 Cas d’une donnée initiale réguliére

Dans ce paragraphe, nous allons donner un énoncé d’existence et d’unicité
pour des solutions suffisamment régulieres. L’énoncé principal est le suiv-
ant. La démonstration est trés classique. Les détails, omis, se trouvent par
exemple dans [17].

Théoréme 3.1 Soient r et a deuz réels strictement supérieurs a 1 et vg un

champ de vecteurs de divergence nulle appartenant a l’espace C™. Supposons

que Vvg appartienne a L*. Il existe alors un unique temps T* mazimal et

une unique solution (v, p) de (E) dans Uespace L52.([0,T*[; C™) x Ls2.([0, T*[;

C™1 + C¢°) et telle que (Vv,Vp) appartienne a Uespace L. ([0,T*[; L*).
De plus, on a

T*
T* < 400 = /0 1908 ||1oodt = +00.

Vu la conservation du tourbillon le long des lignes de flot en dimension 2,
on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 On suppose que d = 2. Soient r et a deux réels strictement
supérieurs a 1 et vg un champ de vecteurs de divergence nulle de classe C".
Supposons que Vg appartienne ¢ L*. Il existe alors une unique solution
(v,p) de (E) dans Uespace L (RT;C™) x L2 (R*; C™+1 + CP°) et telle que

(Vv,Vp) appartienne a Uespace L2 (R*; L?).

loc
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La démonstration du théoréme ci-dessus ce fait de maniére tres uselle &
P’aide du schéma itératif

v = S0
OtVng1+ Vn - Vg = 7(vn,v5), (17)
vn-}-llt:o = Sn+2v07

ou 7 désigne I'opérateur de la définition 2.2.
Nous ne détaillerons par complétement la preuve ici. L’étape essentielle
est la démonstration du lemme que voici sur les équations de transport.

Lemme 3.1 [l existe une constante C vérifiant la propriété suivante. Soit
v un champ de vecteurs de classe C* dont les dérivées sont bornées sur
[0,T] x R? pour tout T strictement positif. Considérons un réel r stricte-
ment positif, ou bien strictement supérieur ¢ —1 si, d tout instant, le champ
de vecteurs v(t) est de divergence nulle. On désigne par V(t) une fonction
telle que

V() 2 max{[Vo(0) e, T2 ]

Soient (f,g) appartenant ¢ L>([0,T];C") x L'([0,T];C") deuz fonctions
telles que

g=g1+92 avec [ga(d)llr < VOISO

S7 lon a
atf'i'v'vf:g’

on peut écrire l'inégalité suivante :

t t t Ndr!
5@ < 1S@lleeho €7 4 gm0 dr
en posant
Cry = C" si r>1,

1 1 .
C(r) = C(;_'_l—r) st 0<r<l,

C(r)

C(l—}—r_{_lir) si —1l<r<1l et divo(t)=0.

Sil’on se contentait du cas des espaces de Holder d’indice strictement com-
pris entre 0 et 1, il suffirait de contréler 1’évolution de la norme Lipschitz
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ou de la norme || - ||, du flot d’un champ de vecteurs lipschitzien, ce qui est
trivial. Dans le cas ol r est strictement supérieur & 1, il suffit de controler
I’évolution de la régularité holderienne d’indice r» du flot d’un champ de
vecteurs de classe C", ce qui est élémentaire. Néanmoins, comme nous utili-
serons une estimation sur 1’évolution de la régularité hoélderienne d’indice
négatif pour ’étude du probleme des poches de tourbillon, nous avons choisi
d’exposer ici la méthode qui convient dans tous les cas.
Tout d’abord, remarquons qu’en posant ¢ = 0;f + v - V£, il vient

t,2) = fo(™ (1) + [ o(s,(5,87 (). (18)

Il en résulte de maniére évidente que

5Ol < follo= + [ o(o)loeds. (19)

L’idée consiste & appliquer cette estimation L tout & fait élémentaire a
des "morceaux” de f correspondant a une échelle de fréquences déterminée.
Nous utiliserons pour cela une partition de 1’unité dyadique. Rappelons la
proposition suivante

Proposition 3.1 Désignons par C la couronne de centre 0, de petit rayon
3/4 et de grand rayon 8/3. Il existe alors deuz fonctions positives radiales x
et ¢ appartenant respectivement a C§°(B(0,4/3)) et a C§(C) telles que :

X(O)+ > p(279) =1, (20)

920
Ip— ¢l > 2= Supp ¢(27%)N Supp (277:) =0, (21)
q>2= Supp xNSupp ¢(27%) =10, (22)

siC = B(0,2/3) +C, alors C est une couronne et Uon a
lp—q| >5=2°CN2C =0, (23)

Profitons-en pour fixer les notations qui nous serviront dans toute la suite de
ce cours. On choisit une fois pour toutes deux fonctions x et ¢ satisfaisant
les propriétés (20)—(23).
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Notations
h=Fl¢ et h=F"ly,
A_iu = x(D)u = F~H(x(£)a()),
si ¢q>0, Aqu=¢(279D)u = qu/h(qu)u(m - y)dy,
si ¢ <=2, Aju=0,
S= 3 Au=x2"Dyu= [Ry)u(z - y)dy.

p<g-1

La caractérisation suivante des espaces de Holder & 1’aide des opérateurs
A, nous sera utile.

Définition 3.1 Soit r un réel, on désigne par C" l’ensemble des distribu-
tions tempérées qui vérifient

déf
||| = sup 297 ||Aqu||e < 0.
q

Revenons a la démonstration du lemme 3.1. La fonction A, f vérifie

OAgf+v-VAf = Agg+[v-V,Alf
(ETq){ ! Aqf|tq=0 = AZfO

Le point important de la démonstration consiste en 1’étude précise du
commutateur [v-V,A,]. Le calcul paradifférentiel permet d’affirmer que

v -V, AglfllLee < C(r)27 || f(B)I]-V (2). (24)

Il résulte alors de ’estimation L* (19) ci-dessus, de I’équation (ET,) et de
I’hypotheése faite sur g que

t
180 fOllz < Nafollz + [ 18g01(llzds
t
+ 2 [VEIF©lhds
Par multiplication par 29" et passage a la borne supérieure, il vient

1Ol < 1oll + [ Noa(s)lds + € ) [ Vs

Le lemme de Gronwall assure immédiatement le lemme 3.1.
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La condition nécessaire a l’apparition de singularités repose essentielle-
ment sur deux inégalités, I'une dynamique, ’autre stationnaire. L’inégalité
dynamique se démontre de maniére analogue au lemme 3.1. Voici son
énoncé.

Lemme 3.2 [l eziste une constante C telle que, si r est un réel strictement
positif et v un champ de vecteurs appartenant a l’espace L*([0,T]; LipNnC™)
une solution de (EM), alors, pour tout t de lintervalle [0,T], on a,

r+1 t
[ Iblzir).

L’inégalité stationnaire mérite que ’on s’y arréte car elle est importante.
Comme nous le verrons au paragraphe suivant, I’appartenance du tourbillon
a ’espace L™ n’entraine pas celle de Vv 3 L.

C
fo(®)l- < ool exp(

Lemme 3.3 Il existe une constante C telle que, pour tout € de l’intervalle
10,1[, pour tout a supérieur ou égal @ 1, on ait :

Q
IVl < Call + Sl log (e + el ):

Le point clef de la démonstration de ce lemme est l'inégalité

¢ ||f“e

Pour la démontrer, on écrit f comme somme des A, f ; d’out la majoration

suivante :
Ifllzee < D2 NAgfllze + D 1Agfllzee.

g<N-1 >N

En utilisant la définition des normes hélderiennes, il vient, pour tout entier
strictement positif N,

2—(N —1)e
£l < (N + DI fllo + —5e—1/lle-
En choisissant
N=1+[ log, ”f”e]
A1l
il vient i
flle
fllLe < —=||f (1+1 )
Il < 1Sl 1-+1og e
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Maintenant, observons que la loi de Boit-Savart entraine que Vv se déduit
de  par des multiplicateurs de Fourier C* et homogenes de degré 0. Il
est facile de démontrer que ces opérateurs envoient continiiment C” dans
lui-méme. Par souci de simplicité, les basses fréquences, responsables du
terme Cal||€||ze dans I'inégalité ci-dessus, sont ignorées. La fonction z
zlog(e + a/z) étant croissante sur R} pour tout o > 0, ceci conclut la
démonstration du lemme.

4 Le théoréme de Yudovich

L’objectif de cette section est la démonstration d’un théoréme d’existence
et d’unicité pour le systéme d’Euler incompressible lorsque le champ de vec-
teurs a I'instant initial est a tourbillon borné et supporté dans un compact.
Dans ce cas, ’espace ou 'on doit inclure la donnée initiale est, d’apres
le lemme 2.1, un espace du type E, (voir la définition 2.5). Enoncons
maintenant le théoréme, démontré par V. Yudovich dans [36].

Théoréme 4.1 Soient m un réel et vo un champ de vecteurs de divergence
nulle appartenant a l’espace E,,. Supposons en outre que wg appartienne a
L NL* avec 1 < a < +00. Il existe alors une unique solution (v,p) de (E)
appartenant & l’espace C(R; En) X L§2 (R; L?) et telle que le tourbillon w
du champ de vecteurs v appartienne ¢ L®°(R3®) N L®(R; L*(R?)).

De plus, ce champ de vecteurs v posséde un flot. Plus précisément, il

existe une unique application 1 continue de R x R? dans R? telle que

W(t,2) =2+ [ ols,v(s,2))ds.

En outre, il existe une constante C telle que (t)—1d € C&P(=CtllwollLonra),
Plus précisément, posons
|o(t, 2) — v(t,2)]

ol € sup ; — < 00.
ocle—z'I<1 |2 — 2'|(1 = log e — ')

Le flot ¢ est tel que, pour tout t, on ait

t
o =yl < 7Pl IOME 1y, 0) — y(t,)]
< |.’B _ ylexp—fotH'u(s)”LLdsel—-exp—foz Hv(s)”LLds.

L’existence et 1’unicité des solutions vont résulter trés facilement du
lemme ci-apres.
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Lemme 4.1 Etant donné un réel a strictement supérieur a 1, il existe une
constante C vérifiant la propriété qui suit.

Soient (v1,p1) et (v2,p2) deuz solutions du systéme d’Euler incompres-
sible (E). Supposons qu’elles appartiennent toutes deuz ¢ un méme espace
© (R; En) X LS (R; L?) et que w; appartienne a L™ N L®. Posons

loc loc
a(t)
B(t) = e /Ot a(s)ds.

[

(C’ max ||v;(0) — o2Vl 4 max ||wi||Leonze + 1) ¢ et

On a alors la relation suivante :

l01(0) = v2(0)]|2, < ealexPA(t)-1)
= ||lv1(t) — v2(t)]|22 < ||v1(0) — ”2(0)”2‘2’“’ —B(t) pa(1—exp—A(t))

1 s’agit d’estimer la fonction

1(2) € (o1 = v2)(1)|122-

Pour cela, considérons un réel strictement positif ¢ et étudions la fonction

L)% [ x(e)(os =~ v)(t,2)de.

Tout d’abord, il convient de remarquer que, pour tout b > a, v-Vv appartient
3 Lb. Or, on sait que 9;p = —0; Dk 8jA"1(vk8kvj). Il est bien connu que
les multiplicateurs de Fourier envoient L* dans lui-méme. Nous utiliserons
le résultats précis suivant, démontré par exemple dans [34].

Théoréme 4.2 Il existe une constante C telle que l’on ait la propriété suiv-
ante : Pour tout a appartenant a |1,00[ et pour tout champ de vecteurs de
divergence nulle v dont le gradient est L*, on a

[Volle < Ca—"_2—1||9(v)||,;a.

Le fait que les (v;,p;) soient des solutions du systéme (E) assure donc que

Vb>a, 8v; € L.
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En posant p = p; — p2, ceci donne un sens aux calculs qui suivent.
LW = =% [ xe@)pit2)0l0 - w)t2)Pds
i
+ Z /R2 x(ex)(v1 — v2)i(t, 2)0ip(t, z)dz
+ Q,Zj/R2 x(ez)(v1 — v2) (¢, z)(v1 — v2) (¢, 2)0;0' (¢, 2 )dz.

Les champs de vecteurs v; étant de divergence nulle, il résulte d’intégrations
par parties que

I(t)

2/R2 x(€z)|(v1 — v2)(t,2)|2|Voa(t, z)|dz + Re(t) avec

R() = X[, 10 - vt )P 2)(05)(co)d

263 [ (01 = w) (6, 2)(0o0 e)plt, )iz

Le champ de vecteurs vy — v, appartient & L2 (R; L2 N L*°) et la pression
a LZ (R; L?) ; il en résulte que

R.(t) < C(t)e avec C € Li;(R). (26)
L’inégalité de Holder implique que, pour tout b > a, on a

20 \1-3
Il(t) < 2(/R2 x(ex)|v1(t, z) — vo(t, z)|a-T dx)
1
( /m Vog(t,2)|"dz) * + Re(t).

D’ou il vient, pour tout b > a,

I(2) < 2lor(2) — va(O)]|Eoe L) [V0r(B)l 0 + Re(2).

D’aprés la loi de Biot-Savart, le théoréme 4.2 et la conservation du tourbillon
le long des lignes de flot, il vient, pour tout b > a,

IVoa(t)llze < Callw2(0)]|e-

1-19



De plus, on sait que

villee < ClIx(D)(vi = 0)llLe + CllollLe + [|(1d —x(D))vi| Lo
C(llvi(?) = allz2 + llol|zee + [lwi(0)|ze)
C(l[vi(0) = ollg2e MVl 1 |jo]| oo + [[wi(0)]]z5)-

IN A

Il en résulte que, pour tout b supérieur ou égal 3 a, on a
I(t) < a(bI(1)F + Re(t). (27)

Supposons maintenant que ||v1(0) — vo(0)||3, < 1. Soit 7 un réel tel que
0 < n < 1-1I(0). Posons

Ten(t) = 1+ L(2).

Toutes les inégalités écrites dans la suite ne seront valables que sous I’hypo-
theése que 4+ I(t) < 1. Tl résulte de l'inégalité (27) que

JL (1) € a(t)Ten(t)7F + Re(2).

En prenant b = a —log J, ,(t), on obtient

log Jem(t)

Ten(t) < alt)(a 10 Jen(t)n(t) exp =000

ea(t)(a — log Je () Jen(t) + RE(t)-

Il est aisé d’observer que, pour toute fonction dérivable f de R dans l’inter-
valle ]0,1[, on a, pour tout A €]0,1],

+ R(2)

IN

1d 40
“xa BN IO = e e iy Y

On en déduit que

—%log(a —log Jen(1)) < ea(t) + —= E(t)

Posons alors ¢ Ry(r)
J— € T
Bey(t) = B(2) +/0 —En_d

Par définition de g, il vient, aprés intégration,
1 1 —
~log(1 - - log Jen(t)) +1og (1~ ~log J(0)) < Ben(t)-
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Par passage a I’exponentielle, on en déduit que
log J ,(t) < a(1 - e‘ﬁem(’)) + e Pen® Jog Jen(t)

D’ol,, & nouveau en passant a I’exponentielle,
Jon(t) < 2(=e7201) 7 (g)exp B (t)
Par définition de R, on a
R(t) < C(t)e avec C € L.

En faisant tendre € vers 0, puis 7 vers 0 et en passant a la limite, on conclut
la démonstration du lemme.

La démonstration du résultat sur le flot 1 se fait par des calculs trés
analogue a ceux qui nous ont servi & démontrer ce lemme.

Nous allons maintenant exhiber une solution du systéme d’Euler incom-
pressible montrant le caractére optimal du théorme de Yudovich. Nous
allons construire une solution vérifiant les propriétés suivantes :

e le tourbillon w du champ de vecteurs v solution est, a chaque instant
t, borné et nul en dehors d’un ensemble compact,

e 3 chaque instant ¢, le flot ¢(¢) de v n’appartient pas & la classe de
Holder CoxP—¢,

Construisons tout d’abord la donnée initiale. Soit wg la fonction sur le
plan R? nulle en dehors de [—1,1] X [—1, 1], impaire en les deux variables z,
et zo et valant 27 sur [0,1] x [0,1]. On considére le champ de vecteurs v
défini par

1 To —
—= [ 2=uwo(v)dy
_ 2r J |z -y
’00(971,232) - T1— "N
wo(y)dy.

o1 J |z —y)?

Nous allons démontrer le théoréme ci-dessous, repris de [4].

Théoreme 4.3 Soit v la solution de l’équation d’FEuler associée a la donnée
initiale vy définie ci-dessus. A Uinstant t, le flot 1(t) du champ de vecteurs
v nappartient ¢ C* pour aucun o > exp —t.
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Il convient d’étudier quelque peu le champ de vecteurs vg. Ce champ
n’est bien siir pas lipschitzien. Il présente des symétries qui vont nous
permettre de le décrire assez bien. En effet, le champ de vecteurs vy est
symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. Il en résulte que ce
champ de vecteurs est tangent a ces deux axes et donc nul & I’origine. Nous
allons démontrer ’existence d’une constante C telle que, pour tout z; tel
que 0 < z; < C, on ait

3C [/ Vz € [0,C], vi(z1,0) > —22; log z;. (29)

En effet, en posant @o(z1) = 2H (z1) — 1 (H désignant la fonction de Heavy-
side), il vient

1 Y
v5(21,0) = %/!x 2 Pwo(y)dy

2
= / dylwo(y1)/ o= ;32 T 5dya.

Par un calcul immédiat, on en déduit que,si 0 <21 < 1,0n a
vp(21,0) = —4zqy log zy + f(z1),

ou f désigne une fonction impaire indéfiniment différentiable sur ] — 1,1[.
Ceci assure I’assertion (29).

Revenons maintenant a 1’équation d’Euler et 3 sa solution v correspon-
dant & la donnée initiale vg. D’aprés le théoréme 4.1, le flot du champ de
vecteurs v est une fonction continue de la variable (,z). De plus, on sait
qu’a chaque instant, le champ de vecteurs v est symétrique par rapport aux
deux axes de coordonnées. Ainsi, ces deux axes sont globalement invariants
par le flot. L’origine, qui est leur point d’intersection, est donc stable par le
flot 9 du champ de vecteurs v. On a donc, pour tout ¢,

$(t,0) =0, P'(2,0,22) =0 et 9*(t,21,0) = 0. (30)

Soit T' un réel strictement positif arbitraire. Le tourbillon est conservé le
long des lignes de flot (voir I’égalité (14)). La relation (30) ci-dessus assure
donc ’existence d’un voisinage W de origine tel que 1’on ait, pour tout
t€[0,T],

W(t)lw = Wo|w -
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Le champ de vecteurs de divergence nulle ¥(¢) = v(t) — vp est symétrique par
rapport aux deux axes de coordonnées. Son tourbillon est identiquement nul
sur W. Donc, il existe une constante A telle que ’on ait, pour tout ¢ € [0, T,

[o(t,2) — vo(2)| < Alz].

De I'inégalité (29), il résulte ’existence d’une constante C" telle que, (¢,z1) €
[0,T] x [0,C"], on ait
v(t,21,0) > —z1log z;.

Soit maintenant z; € [0, 1] tel que, pour tout ¢ € [0,7], on ait
P(t,21,0) € [0,C"].
Il résulte de I’'inégalité ci-dessus que ’on a
Pl(t,21,0) > z1(t) avec z}(t) = —z1(t)logz1(2).

Il en résulte alors que ¥'(t,z1,0) > z7®~!. Comme on a %(¢,0) = 0, le
théoréme 4.3 est démontré.

5 Structures géométriques stables

Le but de ce paragraphe est d’exposer des résultats de persistance de struc-
tures géométriques dans les fluides parfaits incompressibles. La motivation
initiale de ces questions est le probléeme des poches de tourbillon. Supposons
que le tourbillon soit, & ’instant initial, la fonction caractéristique d’un ou-
vert borné Dy dont le bord est de classe de Holder C*t€ avec k un entier
strictement positif et ¢ un réel de 'intervalle ]0,1[. Nous nous restrein-
drons ici au cas ot la régularité du bord est C1t¢. D’aprés le théoréme 4.1,
il existe un unique champ de vecteurs solution des équations d’Euler sur
R x R?, dont le tourbillon appartient 3 L*°(R3). Cette solution est alors
quasi-lipschitzienne. Un tel champ de vecteurs posséde un flot ¢ a régularité
exponentiellement décroissante en fonction du temps, c’est-a-dire que 3(¢)
est un homéomorphisme de classe de Hélder C*(=2%), D’aprés la rela-
tion (14), le tourbillon & l'instant ¢ est alors la fonction caractéristique d’un
ouvert borné D; dont la topologie reste inchangée. Par contre, le bord de
cet ouvert n’est plus a priori que de classe C®*P(=2!)  Deux questions trés
naturelles se posent alors : le bord de I'ouvert reste-t-il régulier a temps
petit? si oui, que se passe-t-il pour les temps grands?
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Dans le cas ou le tourbillon & instant initial est la fonction caractéris-
tique de l'intérieur d’une courbe du plan, fermée, simple et de classe C'1*¢,
on peut étre tenté de suivre la démarche suivante. Soit 4o un plongement du
cercle S! de classe C1*¢ dont ’image est le bord de 'ouvert D;. Le champ de
vecteurs solution est alors complétement déterminé par le bord de ’ouvert.
Cherchons alors un paramétrage de ce bord par la fonction 4 définie par

at7(tas) = v(t,7(1, 9))- (31)

Or, d’apres la loi de Biot-Savart, le champ de vecteurs solution est défini
par v(t) = V1 f(t) avec

1
f(t,) = 5= [ togla—ylay.

En admettant que 7(t,-) soit un plongement de classe C1*¢ du cercle, il
vient, par une formule de Green,

1 2m
o(t,z) = 5/0 log |z — 7(t,0)| 0,7(t,0)do.

D’apres (31), il s’agit de résoudre, dans ’ensemble des plongements de classe
Cl*¢, I’équation suivante :

1 2
01(t,5) = o [ loghi(t,9) = 1(t, )| or(t,)do. (32)
On a le théoréme suivant.

Théoréme 5.1 Soient € appartenant a l'intervalle ]0,1[ et 4o une fonction
de Uespace C1t¢(S1;R?) injective et dont la différentielle ne s’annule pas.
1l eziste alors une unique solution y(t,s) de l’équation (32) appartenant
Vespace LS (R;C1(S;R?)) et qui est, pour tout temps, un plongement
du cercle.

Nous allons démontrer un théoreme général de persistance des structures
géométriques non singuliéres pour le systéme d’Euler incompressible. Ce
théoréme contiendra bien sir le théoréme ci-dessus. Le concept important
sera celui de régularité tangentielle par rapport a une famille substantielle X
de champs de vecteurs de classe C¢. Voici ce dont il s’agit.

Il nous faut trouver une condition suffisante pour que, si une fonction u
est bornée, les fonctions 0;0;A~'u le soient aussi. En termes de mécanique
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des fluides, ceci revient a trouver comment majorer les dérivées du champ
des vitesses des particules a partir de la norme L* du tourbillon. Il est
apparu qu’une réelle compréhension du probléme passe par la réponse a la
question suivante : sil’on régularise la fonction caractéristique d’un domaine
borné régulier, a-t-on des estimations uniformes (par rapport au parameétre
de régularisation) sur le champ de vecteurs de divergence nulle associé au
tourbillon régularisé? L’exemple de la fonction caractéristique d’un carré
montre que certains fermés du plan peuvent étre des points singuliers.

Ceci nous ameéne a introduire les définitions suivantes. Dans toute la
suite de cette section, on désignera par € un réel de 'intervalle |0, 1[ et par X
un quelconque fermé du plan (éventuellement vide).

Définition 5.1 Soit X = (X))rea une famille de champs de vecteurs de
classe C¢ ainsi que leur divergence. Une telle famille est dite substancielle
en dehors de ¥ si et seulement si ’on a

I(Z,X) = inf sup|X(z)| > 0.
¢ \eA

Définissons maintenant la notion de régularité tangentielle par rapport
a une famille substantielle de champs de vecteurs.

11X + |[div X,
—su 9

N

(X)) = T TR X

€0 | Xx(z, D)ule-1

E) — t
llulls x Ne(E,X)Ilullo+§lé§ (s, ) e

| Xx(z, D)ulle—1

ull$ = N(Z,X)||u||pe + su .
llulls x (Z,X)|lullz S

Dans le cas des poches de tourbillon & bord régulier, ’ensemble ¥ est vide.
On peut alors I’oublier et poser

I(X) = inf sup|Xi(z)] (>0),
z€R? \eA
L[ Xale + (] div Xyl
N(X) = =su ’
( ) GAEK I(X)

X (2, D)ullemr
1(X)

lellex = Ne(X)llullze + sup
AEA

Définition 5.2 Soit X une famille substantielle de champs de vecteurs de
classe C* ainsi que leur divergence (on suppose ¥ = (). On désigne par
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C(X,X) Uensemble des distributions u appartenant a L™ telles que, pour
tout A\, on ait

Xx(z, D)u ¥ div(uX,) - udiv X, € C L.
Ce type de régularité a été utilisé tout d’abord dans des problémes de prop-
agation de singularités dans les équations strictement hyperboliques forte-
ment non linéaires (voir [1] et [10]-[13]). Introduit tout d’abord dans [14]
pour étudier le systéme d’Euler, ce type de régularité a permis de démontrer
dans [15] et [16] le théoréme de persistance ci-dessous.

Théoréme 5.2 Soient € un réel de lintervalle 10,1[, a un réel supérieur
a1 et Xg = (Xon)rea une famille substantielle de classe C¢ sur le plan.
On considére un champ de vecteurs vy sur R? appartenant ¢ C! et dont le
gradient est dans L*. Si wy appartient a C*(Xy), alors, il existe une unique
solution v de (E) telle que

v € Ly (R; Lip) et Vove L%
De plus, si v désigne le flot de v, alors, pour tout A,
Xox(z,D)y € Li; (R; C°).

loc

Enfin, st Xy y = ¥(t)* X5, alors, la famille X; = (X 2)ren est substantielle
et on a
Ne(X:) € Lig(R) et [[w(t)]lex. € Lig.(R).

Postérieurement, A. Bertozzi et P. Constantin ont redémontré dans [8]
le cas particulier du théoréme 5.1. De plus, P. Serfati a donné dans [31] une
nouvelle démonstration du théoréme 5.2. Enfin, une version en dimension
trois et a temps petit de ce théoréme a été démontré par P. Gamblin et X.
Saint-Raymond dans [24].

Vérifier que ce théoréme entraine bien le théoréme 5.1 est un exercice
que nous laissons au lecteur.

La démarche suivie ici est la méme que celle qui inspire la preuve du
théoréme 4.1. Régularisons la donnée initiale. On pose

Von = Sn’l)o et Won = Snwg. (33)

Le théoréme 3.1 d’existence globale de solutions réguliéres affirme I’existence
d’une solution globale v, du systéme (E). Le point important de la présente
preuve consiste & démontrer une estimation a priori sur la norme Lipschitz
d’une solution réguliére du systéme (E), puis de passer & la limite. Pour
cela, on utilise ’estimation stationnaire suivante.
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Théoreme 5.3 Il existe une constante C telle que, pour tout réel ¢ de
Vintervalle ]0,1[, pour tout a supérieur ou égal a 1 et pour tout fermé ¥
du plan, on ait la propriété suivante :

Soit X une quelconque famille de champs de vecteurs de classe C¢ ainsi
que leur divergence ; on suppose que X est substantielle en dehors de ¥. On
considére alors une fonction w appartenant ¢ C<(X,X) N L*. Siv est un
champ de vecteurs de gradient Lot et de tourbillon w, alors le gradient de
v est borné et l’on a

o) g

[l

Il est un cas particulier ot la démonstration de ce théoréme est parti-
culierement simple. Supposons que la famille substantielle X soit réduite
au seul champ de vecteurs 0; et accessoirement, que le support de la trans-
formée de Fourier de w ne rencontre pas l'origine. Il est évident que ¥ = 0
et que || X|le = I(X,X) = 1.

D’apres 'inégalité (25), il est clair que ’on a, pour j valant 1 ou 2,

C
IV0llzoze) < Callllzs + Zllwlllog (e +

C ||818A 1w||5
A1 < . 1 J .
||816]A w“[oo ——||(918]A w||olog (6 + —-————-” 51 5]' 1 ”

Comme les multiplicateurs de Fourier opérent dans les espaces de Hélder,
on a
- C "w||e-
616,80 |z < —||wnolog(e + u—) (35)
€ llwllo
Il reste maintenant & estimer ||02A~'w||y . Le fait que 82 = A — 97 assure
que

C O1w|e—
100 A e < Jlollze + :||w||olog(e+ ] )

[[wllo
D’otu le théoréme dans ce cas trés particulier.

Pour passer au cas général, une difficulté sérieuse se présente. Elle
provient de la faible régularité des champs de vecteurs X et de leur éven-
tuelle tendance & s’annuler. L’un des points cruciaux est que toutes ces
tendances & perturber ’inégalité n’apparaissent qu’atténuées par un loga-
rithme.

Supposons pour simplifier que la transformée de Fourier de w est iden-
tiquement nulle dans un voisinage de ’origine. La premiére étape consiste
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a majorer, pour un quelconque champ de vecteurs Y de classe C¢, la quan-
tité |Y (z, D)v||p. Pour cela, nous utiliserons une généralisation, die & P.
Gérard, de I'inégalité (25) (voir [25]). Ceci permet d’écrire

¢ ¥l , I¥(z, Dol
I¥ (2, D)ol < ;||Y||Leo||w||olog(e+ Wi * Wizl ) *°

Ceci est I’analogue de I'inégalité (35). L’analogue de 1’évidente relation
02 = A — 8% est

Y'(2)Y(z,D)d — Y?(z)Y(z,D)d; + (Yz(a:))2A,

Y (2)|0} = Y
o2 = @Y (@ D)3~ Y'(@)Y (2, D)o + (V' (2))*A
Y@} = Gl |
V()08 = L @YD)+ V(@)Y (e, D)0~ V(@)Y 2@)A
Y (z)]

Comme |Yi(z)| < |Y(2)|, il vient, pour tout point = du plan,

c Y]] Y (z, D)vl|e
Y (2)|x|Vo(z)| £ =||Y||pe||w Loolog(e-i— + - (37)

Nous allons maintenant appliquer 1’inégalité ci-dessus & des champs de vec-
teurs Y, construits & partir des champs de vecteurs X . Soient

- PR
Uy = {z € R? /2|X)(2)| > I(S,X)} et & (4HXA|IE)

Considérons alors p une fonction positive d’intégrale 1, indéfiniment diffé-
rentiable et nulle en dehors de B(0,1). On pose alors

0>

0, = 6_2P(6_1')*1U>‘ et Yy =—-"-X,.
| X

En appliquant I'inégalité (37) (avec €/2) au champ de vecteurs Y}, il vient,
pour tout z du plan tel que 0)(z) = 1,

(38)

¢ Y\(z,D)v||,
|Vo(z)| < ";”W”Loo log (e + IVl + Mﬁ)

[low|| oo



11 est tres facile de démontrer que

U{z/ 6r(z) = 1} = 5°.

A€EA

De plus, un tout petit peu de calcul paradifférentiel assure que

[ Xx(2, D)lles2

(2, D)olesz < —5 =03

+ Cllwllol| Xxlle Ne(E, X ).

D’apreés la majoration (38), il ressort que ’on a l'inégalité suivante :

nXA(z,lele,z)
IS XMoo

C
IVol|zoo(vy) < ?||w||0108 (6 + Ne(E,X) + (39)

Un peu de calcul paradifférentiel perment de démontrer que

(| Xx(z, D)””c/z < ”""“%,X?

d’ou le théoréme, le cas des basses fréquences étant trivial.

Remarque L’exemple dont les propriétés sont décrites par le théoréeme 4.3
montre que le logarithme est optimal.

L’étude du comportement dynamique est basé sur le méme principe que
I’étude du cas régulier, (i.e. le cas ou la régularité est C™ avec » > 1). 1l
s’agit de controler la norme Lipschitz du champ de vecteurs solution. Pour
cela, nous allons démontrer que, pour tout temps ¢, on a

~ Ct Wy oo
IVo(®)llz= < F(Xo,e,wo)exp A0S 5ye
~ C Wolle
F(Xo, e,00) = Callwollze + E[fwo|pe log 1<0lleXo (40)
€ l|lwo| Lo

C’est ici qu’intervient la dynamique. L’idée est trés simple ; on transporte
les données géométriques, c’est-a-dire la famille substantielle par le flot du
champ de vecteurs v et ’on applique I'inégalité du théoréme 5.3 a chaque
instant.

Définissons donc la famille X; = (X;)x € A par

Xoa(2) = (1) X0 () = (Xop(z, D)p()) (7 (t,2).  (41)

I-29



Le point décisif de la démonstration est la majoration de ||w(t)||c,x,- En
utilisant le calcul paradifférentiel, le lemme 3.1 et les relations qui suivent,

8tX0,,\($,D)’/)(t’m) = vv(t,¢(t,x))X0,/\(sz)¢(t’x)
Xoa(z, D)Y(0,2) = Xona(z),
01 Xi)+v- VX ) = X a(2z, D)o,
0:div X, +v-VdivX, )= X;a(z,D)divo,

on démontre que

i
lo@llexe ¢ o lwollex, p(ﬁ / ||vv(r)||Lde).
0

lw®llize = lwollze

Appliquons alors le théoréme 5.3. On peut dés lors affirmer, grace a la nullité
de la divergence du champ de vecteurs v, que

C
[Vo@)l|ze < Callwollze + —llwollze

t
X log (e + ﬂwi”ﬁx—"exp(g/ ”V’U(T)“LoodT)).
0

llwol| =

Comme le quotient
llwolle.xo
[lwoll e

est supérieur a 1, il est légitime d’écrire

C
Vo)l < Callwollze + —]lwo| e log
€ [[wol| oo

C t
+ Gllolize [ I190(r)|zmdr.

Le lemme de Gronwall assure alors I’estimation (40).

Pour conclure cette section, nous voudrions faire remarquer que le ca-
ractére local de l'inégalité (34) n’est pas gratuit. En effet, il permet de
démontrer un théoréme de persistance des structures géométriques dégéné-
rées (i.e. lorsque la famille (X))aep peut, en certains poins z du plan,
étre telle que X(z) = 0 pour tout A € A). L’6noncé d’un analogue du
théoréme 5.2 est possible. Nous nous contenterons d’énoncer ici un analogue
du théoréme 5.1. Nous renvoyons le lecteur & [18] pour de plus amples
détails.
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Théoreme 5.4 Soit Dy un domaine borné du plan dont le bord est une
courbe de classe C'11¢ en dehors d’un fermé Xo. Considérons la solution de
Yudovich associé au champ de vecteurs vy de lespace E,, (voir la défini-
tion 2.5) tel que w(vg) = 1p,. A linstant t, le domaine D(t) = v(t, Do) a
un bord y(t) qui est de classe C'*¢ en dehors du fermé $(t) = ¥(t,Xo).

6 Le probléeme des nappes de tourbillon

Le probléme des nappes de tourbillon consiste & chercher une solution du
systeme d’Euler incompressible (E) en dimension deux lorsque le tourbillon
a ’instant initial est 1a mesure de longueur d’une courbe compacte de classe
C1. Ce probléme est I’analogue du probléme des poches de tourbillon avec
un ”cran” de singularité en plus. :

Démontrer ’analogue du résultat sur les poches de tourbillon (& supposer
qu’il soit vrai) semble hors de portée. En effet, cela impliquerait que le
tourbillon a l’instant ¢ soit la mesure de longueur d’une courbe compacte
réguliere.

La voie que nous allons emprunter est la suivante. Tout d’abord, trouver
une classe large et stable de données initiales contenant les champs de vec-
teurs de divergence nulle dont le tourbillon est 1a mesure de longueur d’une
courbe compacte réguliére. Ensuite, régulariser une donnée initiale prise
dans cette classe. Le théoréme 3.1 assure 1’existence de solutions globales
associées aux données régularisées. Enfin, les estimations a priori d’énergie
et de conservation du tourbillon nous permettront de passer i la limite et
ainsi de construire une solution.

Le résultat de cette démarche est le théoréme suivant, démontré par
J.-M. Delort dans [20].

Théoréme 6.1 Soient m un réel et vo un champ de vecteurs de divergence
nulle appartenant da Uespace E,,. Supposons que wp, son tourbillon a l’instant
initial, soit une mesure bornée de partie singuliére positive. Il existe alors
un couple (v,p) solution du systéme d’Euler (E) tel que v appartienne d
Vespace L2 (R; En) et p a Uespace L (R; F~1(L? + L™)).

De plus, a chaque instant t, le tourbillon w; est une mesure bornée de

partie singuliére positive et de masse totale inférieure ou égale a celle de wy.

Signalons que, dans [29], A. Majda redémontre ce théoréme dans le cas
oll wo est positif.

Il est trés facile de vérifier que les données initiales du type "nappes
de tourbillon”, satisfont les hypothéses de ce théoréme. Nous suivons la
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démarche annoncée. Soit p une fonction de S(R?) positive et d’intégrale 1.
Posons

Von = Pn* Vg avec pp(z)= ndp(%) (42)

et notons (vy),eN la suite des solutions associées. Lorsque 1’on regarde le
systeme d’Euler incompressible tel qu'’il est formulé dans I’équation (16), on
ne peut s’empécher de remarquer que, si ’on veut obtenir une solution, il
suffit, non pas de passer & la limite sur tous les termes non linéaires v*v7,
mais seulement sur les termes v'v? et (v!)? — (v?)2. Remarquons qu’un
changement d’axe permet de se ramener 4 un seul cas, par exemple celui du
terme v1v2.

Les informations additionnelles dont nous disposons portent sur le tour-
billon. Aussi, est-il naturel de chercher & exprimer la quantité v1v2 A partir
du tourbillon de v. Le tourbillon w, appartient & L> N L!. D’aprés la loi
de Biot-Savart telle qu’elle apparait dans (12), il vient, pour toute fonction
g indéfiniment différentiable & support compact, définie sur R x R2,

A(gyvn) %

< vpv5,9 >
_ ___l_/ 22— Y2 21— T1
T le T3Pl aP

wn(t, 2)wn(t,¥)g(t, 2)dtdzdydz.
Le théoréme de Fubini permet de reformuler les relations ci-dessus ainsi :

A(g,vn) = /R5 G(t,z,y)dpn(t,z,y) avec

1 22— Y2 21— 21
G(t’x?y) = _Z;r—z_ |Z — y|2 Iz _ $|2g(t,2)dz et (43)

dpn(t,z,y) = wa(t, z)wn(t, y)dtdzdy.

D’aprés la conservation du tourbillon (14), la suite (n),eN est une suite
bornée de mesures bornées. On peut donc, quitte a extraire, supposer que
la suite (un)neN converge faiblement vers une mesure bornée .1

On est ainsi ramené & passer a la limite dans une intégrale. Si la fonction
@G était une fonction continue, bornée et nulle & linfini, il n’y aurait aucun
probléme. L’étude de cette fonction GG, que nous allons mener maintenant,
éclaire bien la nécessité de se restreindre a certaines non-linéarités. Voici ses
propriétés.

!Dans toute la suite de cette section, nous omettrons systématiquement de noter les
extractions.
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Théoréme 6.2 La fonction G définie par ’équation (43) est bornée, nulle
a Uinfini et continue sur R x(R? x R?\D), D désignant la diagonale de
RZx R2.

Démontrer que G est nulle a l'infini et continue en dehors de la diagonale est
laissé au lecteur. Remarquons que la forme particuliére de la non-linéarité

n’est pas utilisée pour cela, mais joue un réle crucial pour démontrer que la
fonction G est bornée. Posons

~ 1
G(t,y,w) = —HG(t,y,w).
Par le changement de variable 2’ = z — y, il est immédiat que

zZy 21+ w
G t,y,w / t,y— 2)dz.
( Y ) |z|2|z+wlzg(ay )
Le fait que G, donc G, soit nulle & linfini permet de supposer que (¢, y,w) est
dans un compact fixe K de R x R% x R2. D’apreés la formule de Taylor avec
reste intégral, il existe une fonction » indéfiniment différentiable & dérivées
bornées vérifiant, pour tout (¢,y,w) € K,

9(t,y — z) = g(t,y) + r(t,y,2) et r(t,y,0) = 0. (44)

Soit maintenant B une boule contenant la somme de la projection sur R?
de K et de la projection sur R?du support de g, soit § une fonction indéfi-
niment différentiable & support compact, radiale, et valant 1 prés de B. De
la relation (44) ci-dessus, il vient

G = O(w)y(t y)+/ IZZ lz;_:_ w|120(z)r(t,y,z)dz avec

Z2 21t
ow) = [, AT ez
D’apres (44), pour tout (t,y,w) dans K, on a r(t,y,2) < C|z|. 1l en résulte
que, pour tout (t,y,w) dans K,

|é(t,y’w) - g(t7y)®(w)| < C. (45)

On est donc ramené & démontrer que la fonction © est bornée. C’est ici, et
seulement ici, que ’on va utiliser la forme particuliére de la non-linéarité.

Soient w un élément du cercle et o un réel de l'intervalle ]0,1]. Par le
changement de variable 2’ = 0z, on a

Z2 21+ w

O(ow) = |z|2 T wpP

—=0(0z)dz.
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La fonction 6 est radiale et vaut 1 sur une boule. La fonction

est d’intégrale nulle sur tout cercle centré & ’origine. Donc, il existe deux
réels strictement positifs ¢ et C tels que

zy [ 21+ w z1
O(ow) — O(w) = / (——_ - W) (6(o2) - 6(2)) d=.

<lei<cro 1212\ |z + w|?

Il existe une constante C telle que, pour tout w appartenant & S! et pour
tout z tel que |z| > 2,

1

Atw oz
2+ wl* 22

Donc, il existe une constante C telle que, pour tout réel o de l’intervalle
10,1] et tout point w du cercle, on ait

|0(ow) — O(w)| < C.

D’apres 1'inégalité (45), on en déduit que la fonction G est bornée. Ceci
conclut la démonstration du théoréme 6.2. Pour passer a la limite, nous
utiliserons la théoréme suivant.

Théoréme 6.3 Soient m un réel et (v,),eN une suite bornée de Lis.(R;
E..) convergeant faiblement vers v. Supposons que la suite (wp),eN SOit
une suite bornée de L°(R; L'(R?)) faiblement convergente vers w.

S’il existe une mesure diffuse wt telle que (|wn|),eN converge faiblement
vers wt, alors, on a, dans D'(R?),

. 1,2 _ 1,2
7}1}(}0 v, v, = v VL.
Ensuite, pour démontrer le théoréme 6.1, il suffira de vérifier que la suite de
champs de vecteurs de divergence nulle, définie par la relation (42), satisfait
aux hypotheses du théoréme 6.3 ci-dessus.

La démonstration du théoréme 6.3 que nous venons d’énoncer repose sur

deux lemmes de théorie de la mesure, dont nous omettrons la preuve.

Lemme 6.1 Soit X un espace métrique localement compact dénombrable a
Uinfini. On considére une suite bornée de mesures bornées (fn)eN cON-
vergeant faiblement vers p.
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Lemme 6.2 Soit i une mesure bornée sur R? appartenant @ H~'(R?). La
mesure | est alors diffuse.

Concluons la démonstration du théoréme 6.3. En utilisant la relation (43),
il vient

<vlvi g>= /R“’ G(t,z,y)dun(t,z,y).

Comme dp, = wp(t) @ wy(t) @ dt, on a d|p,| = |wn(t)| ® lwa(t)| ® dt. Vu les
hypotheses faites ici, il est clair que d|u,| tend faiblement vers

v=wl @uw ®dt.

Pour démontrer le théoréme, il suffit de vérifier que D est un ensemble
v-négligeable. Pour cela, observons que

/D dv = /Rx Rz( @) d‘”?(y))dw;"(m)dt.

Le fait que w* soit diffuse assure, d’aprés le lemme 6.1, que

lim < olod,g>= [ G(t,a,y)du(o)den(y)dt. (46)
Reste & démontrer que le terme de droite de I’équation ci-dessus est égal
a < v'v?,g >. On régularise v par convolution par une fonction indé-
finiment différentiable & support compact positive. On obtient ainsi une
suite (¥ ),eN qui converge fortement dans E,,.

Comme la mesure |w| est majorée par une mesure diffuse wt, il en est
de méme des régularisées. D’olt

lim < #132,g >= / G(t, o, y)dwi(z)dwi(y)dt.

La convergence forte de la suite (9,),eN dans E,, assure la convergence
des suites (7%72),eN dans L' + L2, Donc, d’aprés (46), le théoréme 6.3 est
démontré.

La seule chose restant & faire pour démontrer le théoréme 6.1 est de

démontrer que la suite (v,),eN Vérifie les hypotheses du théoréme 6.3.
Les hypothéses du théoreme 6.1 assurent que

wo=ff —fy+wd ou fEelLl, ff>0etwy>0.
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D’apres (14) et (42), on a
wn(t,2) = fI(t,2) - f7 (t,2) + w;(t,2)

avec  fE(t,2) = (pn % SE)¥71(1,2)) (47)
et wi(t,2) = (pn *d)(51(1,2)).

Quitte & extraire, on peut supposer que la suite (w} ), <N converge faiblement
vers une mesure notée w® et que les suites (fZ),cN convergent faiblement
vers les mesures bornées u*. Le point important est ’existence de fonctions
f* de L' telles que

Etant donné un € strictement positif, on cherche un « strictement positif
tel que ’on ait

Vo € CO(R%;RY) / pdtde < a = / pdu* < e. (48)
Les flots 1,(t) conservant la mesure, on a

/godtd:z: = /(,o(t,tpn(t,x))dtdm.

Pour démontrer ’assertion (48), il suffit d’établir que, pour toute fonction
¢ de CY(R*;RY), on a

Jim [ fE@)e(t,alt,2))itde = Jim [ pdu.
Par définition, on sait que fE(t,2) = (pp * fE)(¥71(t,z)). Il en résulte que
[ et = [ @ @)t )dtds
+ [(onr 5 = YT ()t )it

A nouveau d’apres la conservation de la mesure, on a, pour toute fonction
0(R 3.
¥ de CO(R aR+),

[t = [ F@yett, onlta))dbde| < plimlon 5 7 = F s

Le prédicat (48) est ainsi démontré. D’aprés le théoréme de Lebesgue-

Nikodym, on peut affirmer I’existence de deux fonctions f* appartenant
a L=(R; L}(R?)) telles que frdzdt = du®.
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Soit (w;),enN la suite définie par
wi =i+ fa t s

Comme par hypothése, w? est positive, il est clair que |w,| < w}. D’aprés
les relations (47) et (48), on a, au sens de la convergence faible,

lim wf = fH4 7 4ot

Les hypothéses du théoreme 6.3 de passage & la limite sont satisfaites. La
démonstration du théoréme 6.1 est ainsi terminée.

7 Régularité de type analytique

Nous allons décrire ici quelques propriétés relatives au régularité d’ordre
élevé dans 1’équation d’Euler. Les deux théorémes principaux que nous
allons y démontrer sont relatifs a la régularité en temps du flot d’une solution
du systéme d’Euler (E). Voila ce dont il s’agit.

Théoréme 7.1 Soit r un réel strictement supérieur a 1. Il existe alors
une constante C telle que l’on ait, pour toute solution v du systéme (E)
appartenant a Li2.([0,T*[;C™), les propriétés suivantes.

Pour tout entier k, la fonction (0; + v - V)¥v appartient a L2 ([0, T*;
C") et Uon a, pour tout T < T*,

(8¢ + v - V)*0l| oo oryser) < CFRI|I0]l Loo o,13,0m) ) H- (49)

La fonction t — (t) est une fonction analytique de [0,T*[ dans I’espace

Id+C".

Ce théoréme a été démontré par P. Serfati dans [30]. La méthode em-
ployée par P. Serfati, basée sur une approche lagrangienne, permet d’obtenir
I’analyticité en temps du flot dans des cas particuliers de régularité tangen-
tielle par rapport & des familles de surfaces ou de courbes. Ces résultats sont
annoncés dans [32] et des détails sont exposés dans [30]. Signalons que P.
Serfati a aussi démontré, dans [30], I’analyticité en temps petit du flot dans
le cas de poches de tourbillon qui sont de petites perturbations d’un cercle.

Enfin, nous n’avons pas abordé le probléme de la propagation de ’analy-
ticité en espace. Pour des résultats & ce sujet, nous renvoyons le lecteur
aux travaux pionniers de S. Baouendi et C. Goulaouic (voir [5]), a ceux de
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C. Bardos et S. Benachour (voir [6] et [7]) et & celui plus récent de J.-M.
Delort [19]. '

P. Gamblin a, dans [23], redémontré le théoréme 7.1 ci-dessus par une
méthode lui permettant de prouver le théoréme suivant.

Théoréeme 7.2 [l existe une constante C vérifiant les assertions suivantes.
Soit v une solution du systéme d’Euler (E) appartenant a lespace des fonc-
tions continues de R dans lespace E,, et dont le tourbillon appartient
L®(R; L4(R?))N L®(R3). On sait alors que, pour tout € strictement positif
et pour tout entier k, la fonction (0; + v - V)*v appartient a L{2 ([0, T*[;
C1=¢) et l'on a, pour tout réel T < T*,

C 2k
1@ + v+ V) oll oo, p01-) < (—) kD3(lell o o,y (50)

Pour tout € strictement positif, la fonction t — (t) est une fonction de
classe Gevrey 3 de [0, T*[ dans l’espace 1d +C".

Nous allons maintenant énoncer deux résultats relatifs a 1’ellipticité mi-
crolocale pour le systeme d’Euler incompressible. Ces énoncés découlent,
sinon des deux théorémes ci-dessus, du moins de certaines étapes de leur
démonstration.

Corollaire 7.1 Soit r un réel strictement supérieur a 1 et v une solution

du systéme (E) appartenant a L2 ([0,T*[;C"). Alors, on a

loc
WF(v) C{(t,z;7,€) /7 + (v(t,2)|€) = 0)}.
De méme, dans le cadre des solutions de Yudovich, on a le

Corollaire 7.2 Soit v une solution du systéme d’Euler (E) appartenant a
Pespace des fonctions continues de R dans l’espace E,, et dont le tourbillon
appartient L°(R; L*(R?)) N L®(R?). Dans ce cas, on a

W Fga(v) C {(t,2;7,€) / 7 + (v(t,2)[€) = 0)}.
La démonstration de ces résultats repose sur I’étude de ’action répétée

de 'opérateur V e 0; + v - V sur ’'opérateur de gradient de pression. Il est
assez facile de démontrer que

Op(z) =) /Rd(aiajakEd)(x - y)(v'(2) - V' () (2) = v (y))dy. (51)

Cette action se décrit en termes d’opérateurs multilinéaires définis ci-dessus.
On commence par définir la classe de leur "noyau”.
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Définition 7.1 On désigne par S§*(R%\{0}) Uensemble des fonctions g lo-
calement bornées sur R4\{0} telles que

déf
NG(9) = sup  |z™|g(2)].
zeR?\{0}
On désigne par S™(R?\{0}) Uensemble des fonctions g indéfiniment diffé-
rentiables sur R%\{0} telles que, pour tout entier k, on ait
N(g) € sup  sup [ thljog(z))

lo|<k zeR%\{0}

On convient de la notation suivante :
soient 7 € (R})P et u € H C™1(R%), on pose ||ul|P) = H |47,
=1

On peut maintenant définir les opérateurs multilinéaires qui nous seront
utiles.

Définition 7.2 Soient p un entier strictement positif, g une fonction de
S(;d_p+1(Rd \{0}) et u € C"(R%;RP). On définit Popérateur p-linéaire gxu
par

u)(z) = zpuex——uex— dz.
GEORYWON CIORACED)

L’action de ces opérateurs sur les espaces C’(Rd;R”) est décrite par le
théoréme suivant, admis (voir [23]).

Théoréme 7.3 Il existe une constante C telle que, pour tout entier p stric-
tement positif, pour toute suite (€m)i1<m<p de |0,1[P telle que

on ait

/4 C /4
llg % wlf1-e < (H 67) (1 + ZZ:; -

=1

€y m

“ )No @IP,. (5
£

Si de plus, pour tout o appartenant ¢ N° et de longueur p— 1, on a

Joues 29(@)do(2) = 0, (53)

I-39



alors, on peut affirmer Uezistence, pour tout r > 1, d’une constante C, telle
que, pour tout € strictement positif, on ait

Cr —d—p+1 £ 2
loxull < AT ) max e e 1 [l (34
t#m n#bngEm

Voici comment I’on exprime Vv 3 ’aide de ces opérateurs. Le champ de
vecteurs v étant de divergence nulle, on démontre facilement que

P
déf -
v, € V(g;a): E g;(al,--~,aq 1 Val,a?t,. .. aP)
g=1

d
A
+ > (8r9) * (a,0%).
p+1
A=1
Un peu de soin est ensuite nécessaire pour en déduire que

VE(Vp(o,0)) = Y )Afp,a) S 0 VE g (V¥ o)

(p,)€J (K ve{l,--,d}pt2
k!
k
avec 0 S A(p,lt) < mv

P
V(P‘) . /U(V) = H v#qv"q

9=-1

et J(k)={(p,a)/peNP*?, |a|+p=k}.

Une récurrence permet alors de prouver les inégalités (49) et (50).
La démonstration des corollaires 7.1 et 7.2 est en partie basée sur le
théoréme ci-dessous, démontré par P. Gamblin dans [23].

Théoréme 7.4 Soit Q un ouvert de R? et 2(z,¢) = —i " 2/ (2)€;. On note
Z DVopérateur défini par ‘
Z = sz(x)aj.

On considére une fonction u, continue sur . On suppose qu’il eziste une
suite (z2p(2,&)neN) de champs de vecteurs indéfiniment différentiables con-
vergeant vers z dans Uespace L{.(Q) et une suite de fonctions (Un)n,eN
de fonctions indéfiniment différentiables convergeant vers u dans L§5.(2) et
vérifiant les propriétés ci-apreés.
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Il existe un réel s supérieur ou égal a 1, tel que, pour tout compact K
de w, il existe une constante C' telte que, pour tout couple d’entiers (k,n),
on ait

128z \lLeoqry < C*FY(RY),
128 div za|lLo(ry < CFF(KYY,
|28 unl|lpoy < CHFKY.

Sous ces hypothéses, on a

W Fgs(u) = {(2,€) € @ x (R?\{0}) / 2(z,£) = 0}.

Pour démontrer ce théoréme, nous allons établir les inégalités assurant
la localisation du front d’onde Gevrey uniformément en n. Soit (zg,&o) tel
que 2(z,&) # 0. Il existe un voisinage compact K de zo et un voisinage
conique T' de &, et une constnate C tel que, pour tout (z,£) appartenant a
K x T, on ait

|2n(2,€)| = Cl¢]. (55)

On sait qu'’il existe une suite (xx)reN de fonctions indéfiniment différentia-
bles, valant 1 prés de K, et vérifiant

Vi <k sup [[0°x;llze < C(CkY
lo|=3
Posons uk, = Xkun. La formule d’inversion de Fourier nous assure que

() = [, e upn(a)da.

Observons que _ .
—Z(e7 00y = z(-, £)e (10,

En posant
w w
R, w:Z(—)+idivz _— 56
* Zn(',g) nzn('7£) ( )
on démontre a 1’aide d’intégrations par parties successives que
Upn(€) = /Rd e RE (uy ) (z)da. (57)

L’opérateur différentiel R, ¢ est homogéne de degré —1 en £ ; il fait donc
gagner des puissances de £. Des calculs dont nous faisons grace au lecteur
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permettent de démontrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout
couple d’entiers (k,n), on ait

|RE ¢(ukn)l|ne < CE(RY®|EI75. (58)

Comme la fonction Rﬁ,g(XkUn) est a support dans le compact K, on a, pour
tout couple d’entiers (k,n) et pour tout £ appartenant a T,

| (6)] < CH(RY®|€]7%.

Par hypothése, on a

lim wug, = xku
n—00

dans L>, donc dans L!. Par passage & la limite, il en résulte que
|Rru(€)] < CH(RYYJEI7,

ce qui, vu la suite (xk)reN, conclut la démonstration du théoréme.
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