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1 Introduction

On définit généralement les résonances des opérateurs de Schrédinger
comme étant les poles du prolongement méromorphe de la résolvante, alors
que les physiciens préferent associer les résonances quantiques qu’ils ob-
servent expérimentalement aux poles du prolongement méromorphe de la
matrice de diffusion. L’étude de la correspondance entre ces deux types
de définitions a naturellement fait ’objet de nombreux travaux. Elle a été
établie pour les problemes a deux corps pour une large classe de potentiels
incluant les potentiels & longue portée ([B1], [B2], [G-M]). En revanche, pour
les probléemes a N corps, les résultats ne sont que tres partiels et le fait que
la matrice de diffusion admette un prolongement méromorphe n’était connu
jusque la que pour des potentiels analytiquement dilatables & courte portée
et a des énergies inférieures au seuil des décompositions a trois amas [B3].

Nous montrons dans notre travail que pour les problemes a N corps a
longue portée les matrices de diffusion 2 amas-k amas, (2 < k < N), ont
un prolongement méromorphe en énergie dont les poles sont des poles de la
résolvante. Nous démontrons en plus que le noyau de la matrice de diffusion
est analytique dans les variables angulaires (en dehors de la diagonale pour
les collisions élastiques).

Notre approche se base sur la construction stationnaire des opérateurs
d’onde de Isozaki-Kitada [I-K1] qui, tout en coincidant avec la définition de
Dollard, présente de sérieux avantages techniques, permettant entre autre
d’écrire la matrice de diffusion & 1’aide d’une formule de représentation sta-
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tionnaire. Cette construction était d’ailleurs déja a V’origine des progres les
plus récents dans le domaine ([I-K2], [G-M], [Sk], [Bo]).

2 La construction d’Isozaki-Kitada pour les proble-
mes a deux corps

Notons Ho = —A et considérons le Hamiltonien H = Hy + V(z), ot le
potentiel est tel que :

(H1) v € CHR, )
3p >0 tel que Yz € R" Ya € IN* |93V (z)| < Cufz)l*I=r

La démarche de Isozaki et Kitada est la suivante : ils construisent
deux solutions, ¢*(z, ) de I’équation eikonale :

(V02.0)) +V@) =€ )
supportée chacune dans des régions du type :
{lz| > R, €] > d, % cos(z, &) > +o*}
et satisfaisant les estimations :
Vo, f € N™ 10207 (#(z,€) — 2.6)| < Capla)' 71" (2)

En posant :

#(z,€) = x(cos(a:,f) < 0—>¢_(x,§) + X(cos(:z:,f) > U+) % (z,6)

ils définissent le modificateur J par :

Tf(@) = @m) [ [ 000 j(y)ayae
et les opérateurs d’onde par :

Wt =s— lim e*HJje *HoE,(H,) (3)
t—+oo
(Fa(Hp) n’ étant ici qu’une troncature en énergie.)

Remarque : Dans le cas des potentiels a courte portée (p > 1) si 'on
choisit judicieusement les fonctions de phase ¢*(z,£), on retrouve la dé-
finition habituelle des opérateurs d’onde obtenue pour J = 1 (voir [W]), et
nos résultats couvriront donc aussi le cas des potentiels a courte portée.
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3 Le probleme a N corps

3.1 Quelques notations

Considérons maintenant le Hamiltonien :

N

1
H = —Z 2m-Ax‘ + Z Vij(zgi —z;) ; z; € R" (4)
i=1 41 1<i<N

ou les potentieis V;; sont supposés vérifier les hypotheses (H1).

Les états de diffusion correspondent a plusieurs “fragments” ou “amas”
(“clusters” en anglais) qui sont chacun dans des états liés et qui s’éloignent
a l'infini. Introduisons ici les notations habituelles qui permettent une de-
scription simple de ces idées géométriques.

Nous appellerons décomposition en k amas toute partition (Ay,---Ag)
de {1,---,N}. A chaque décomposition a nous faisons correspondre deux
sous-espaces X, et X* définis par :

Xo={2z€X | zi=2z; si (4,j)Ca}

X={ze X | Zmixi=0}
i€A;
Le sous-espace X * représente ’espace des variables internes aux amas, alors
que X, représente ’espace des variables externes, variables décrivant la po-
sition relative des centres de masse de chacun des amas.
Nous noterons S, la sphére unité de X,.
Pour toute décomposition a on note :

L(z)= ) Vij(z), V*(=*) = Y Vijz)et Ho=H -1, .
(i:5)Za (i,5)Ca
On a:
Ha = Tjya ® (-A1x,) + (—Axa +V(z) @ Iy,
ce que l’on notera plus couramment H, = —A|, +H®, H* étant le Hamil-
tonien interne —A|,, + V?(z*) opérant sur L?(X?).
On appelle canal de réaction o = (a,%a, €y) la donnée d’une décompo-
sition a, et d’un vecteur propre, ¥,, de H*, de valeur propre ¢,.
Pour un intervalle d’ énergie A et un canal de réaction donnés nous
noterons p, ’application définie par :

. ) A(X.) - LA(X)
Poc ¢ — Ea(Hu)d® vo

XIII-3



qui comporte donc a la fois une troncature en énergie et une projection sur
le vecteur .

Si 'on étudie la diffusion pour un canal de réaction & plus de deux
amas, il apparait naturellement des directions particulieres dans I’espace
des moments, correspondant aux directions ou deux des k amas considérés
ont une vitesse d’éloignement nulle. Nous n’étudierons pas la diffusion au
voisinage de ces directions, et pour cela nous posons :

2y = Xa\ Ubga Xy et S,=5,Nn2,

S, étant donc la sphére unité de X, & laquelle on a enlevé ces directions.

3.2 Définition des opérateurs d’onde

La premiere idée physique qui vient a ’esprit quand on cherche & donner
une approximation de ’évolution asymptotique de tels états consiste & dire
que les amas s’éloignant les uns des autres, aux temps grands, chacun des
amas voit approximativement les autres comme des particules ponctuelles.
Formulé mathématiquement, cela revient a dire que I,(z) ~ I,(z,) le long
de I’évolution, lorsque ¢t — +oo.

Lorsque a est une décomposition en deux amas, I,(z,) n’est alors rien de
plus qu’un potentiel & deux corps et ’on peut reprendre la construction de la
fonction de phase d’Isozaki-Kitada sans modification. En revanche, lorsque
a est une décomposition en k amas, (k > 2), I,(z,) est un potentiel a k corps
et cela pourrait poser une difficulté. Cependant, si ’on se limite a la diffusion
dans les directions appartenant & S, il est clair que 1'on évite en quelque
sorte la structure de potentiel a k corps de I,(z,). Pour étre rigoureux, pour
tout compact K, inclus dans S, nous posons I,(z) = Ia(x)XKa(ﬁ:T) ou Xk,
est une fonction de troncature valant 1 sur K, et 0 sur Sa\ga. Le potentiel
fa(a/:a) a alors la structure d’un potentiel & deux corps et vérifie les hypothe-
ses (H1). On peut donc reprendre la aussi la démarche d’Isozaki-Kitada,
définissant des fonctions @,(z,4,&,) et des modificateurs J,. On définit alors
les opérateurs d’onde correspondant au canal de réaction o par :

. . D,
W‘;t = W;*:,Ka =5— tliI;i? e’tHJae_’tH“IKa(|D “l)pa (5)

dont on peut se convaincre aisément qu’ils ne dépendent pas du choix de la
fonction xk,.
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3.3 La matrice de diffusion

L’opérateur de diffusion d’un canal de réaction a vers un canal de ré-
action (3 se définit par :

Pﬁsa,ﬁpa = (WBL)*(W;) (6)

Définissons pour chaque canal de réaction a une transformée de Fourier
associée, F,, par

(Fa @) = 20 = €)™ HFF(1/2(X = €a)w)

ou F f est la transformée de Fourier usuelle de f.

Du fait de la conservation de I’énergie on peut encore écrire ’opérateur
de diffusion sous forme diagonale a I’aide de F, et Fg, les transformées de
Fourier associées aux canaux de réaction a et 3, comme suit :

+o0
Sup = / ) )fﬂ(A)*sa,ﬁ(A)fa(A)dA (7)
sup(eayeg

Nous appellerons matrice de diffusion ’opérateur S, () et nous noterons
Sa,3(A,wq, ) son noyau, w, et O, variant dans les sphéres unités S, et 5.

4 Résultats

Considérons le Hamiltonien :

N
1
H:-Z—Q—ij‘+ Z Vij(zi—2zj) ; zi€R" (8)
=1 <M 1<i<N
et supposons maintenant que :

( Les potentiels V;; se prolongent holomorphiquement dans une région :

(H2) D, = {z € C" ||Im(z)| < €(Re(z))}

avec € > 0 et vérifient la condition de décroissance suivante :

Vij(z) = O((z)~?) dans D..

(Ce qui entraine entre autre que les hypotheses (H1) sont satisfaites.)
Supposons en outre que les canaux de réactions considérés a et 3 soient
tels que :
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- a est une décomposition en deux amas.

- €4 et €g sont des valeurs propres, respectivement de H® et H® simples et
isolées.

Notons 7(H) = #U>2 o4(H*)U {0} ensemble des seuils du Hamiltonien H

et considérons un intervalle d’énergie [d, M] tel que :

- [d, M] C]sup(ea €5), +0]

-ld,MInT(H)=0

- leg,d]NT(H) = 0 si b n’est pas une décomposition & deux ou N amas.

Nous avons alors les résultats suivants :

Théoréme 1 - Pour tout compact Ky C Sy, il eziste un voisinage V com-
pleze de [d, M] tel que :

(la) Sia =B etsi0 < p <1, Sup(A) se prolonge méromorphiquement
sur V en un opérateur de G*(S,) dans G(S) et de G*(S,)" dans G*(S)’
pour tout s €]1,(1 — p)~I[. (G* dénote ici ’ensemble des fonctions Gevrey
s.)

(10) Sia=p et sip>1, Sy(A) se prolonge méromorphiquement sur V,
en un opérateur de C*(S,) dans C*®(Sy) et de D'(S,) dans D'(Ss).

(2) Si a # B le noyau de la matrice de diffusion Soa(A,we,0) se prolonge

(]
méromorphiquement sur V en une fonction G*(S, X K}), pour tout s > 1.

(3) Les poles de ces prolongements, dans le cas a = 3 comme dans le cas
a # B, sont des résonances du hamiltonien H (définies comme étant les
péles du prolongement méromorphe de la résolvante).

" Théoréme 2 - Considérons V le voisinage compleze de [d, M| introduit
dans le théoréme précédent. Alors :
(1) Pour tout A\ € V qui n’est pas une résonance du Hamiltonien, le noyau
Sap(A,wq,0) de la matrice de diffusion est analytique en (w,,0) sur :

-Se X SoN{w, # O} sia=p0.

o

- Sox Ky st o # B.

(2) Les résidus de Sop(A) en un péle Ao ont des noyauzr analytiques sur
o

Sax Kp.

XIII- 6



5 Les principales étapes de la démonstration

Nous faisons ici un rapide survol, qui n’a rien de rigoureux, des princi-
pales étapes qui permettent d’obtenir les résultats énoncés.

e Une nouvelle construction des opérateurs d’onde.

Si lon regarde 1’équation (5) définissant les opérateurs d’onde, on peut
se convaincre aisément que l’on peut ajouter au modificateur J, un terme
J, sans que cela change la valeur des opérateurs d’onde. C’est notamment
le cas dés que J, = O({z,)~¢) dans les directions o il y a propagation. Le
probleme va donc va donc étre celui-ci : comment choisir de fagcon optimale
cet opérateur J, sans changer la valeur des opérateurs d’onde ? En particulier
il y a-t-il des choix qui donnent entre autre une convergence plus rapide des’
opérateurs d’onde ou, en d’autres termes, qui minimisent :

Ta = H(Jg, + ja) - (Ja + ja.)Hapoz

Si ’on prend J, = 0, ou tout autre opérateur n’agissant que dans les
variables externes, on ne peut espérer obtenir mieux que 7, = O((zq)~177),
a cause du terme I,(z)— I,(z,) qui fait intervenir directement la dynamique
interne des amas considérés. Il nous faut donc définitivement prendre en
compte cette derniére si ’on veut espérer quelque amélioration, le probléme
s’avérant sensiblement différent de celui de la diffusion pour des problémes
a deux corps.

Nous avons cherché 3 écrire J, sous la forme d’un opérateur Fourier-inté-
gral :

jaf(xa, xa) — (27r)"" / / ei(tﬁa(za,ﬁa)—ya.ﬁa)ma(za’é-a)f(ya, z“)dyadEa

ou les symboles my(z,,&,) sont a valeurs opérateurs (a valeurs dans
B(L%*(X*%))), afin d’obtenir :

f, = 0(e~)

dans des régions sortantes et entrantes. Nous avons en plus exigé de ces
symboles, ainsi que des fonctions de phases que nous utilisions, qu’ils soient
analytiques en |z,| et |£,| afin de pouvoir faire par la suite une distorsion
analytique.

La construction de ces modificateurs J, constitue la principale difficulté
de ce travail.
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¢ Une formule de représentation stationnaire pour la matrice de diffu-
sion.

Suivant principalement la démarche de [I-K2] nous généralisons la for-
mule de représentation qu’ils obtenaient pour le probléme & N corps et qui
s’écrit ici :

Sap(A) = PhbapPa + 2ir Fa(N)psTy RN + i0)TapaFa(N)*

—2i7rfg(x\)p§(v’b + jb)*Tapafa(/\)*

Le dernier terme de cette formule est holomorphe en A, mais a un noyau
singulier sur la diagonale lorsque a = (. C’est pour cela que nous sommes
amenés a faire intervenir les espaces de Gevrey dans ce cas particulier (Cf
théoréme 1, 1.a )

Le deuxiéme terme a quant a lui un noyau tout a fait régulier, mais
son prolongement méromorphe pose quelques difficultés du fait du terme
R(A 4 10). Pour éviter la coupure due au spectre essentiel de H nous effec-
tuons des distorsions analytiques correspondant au générateur
A= %(mDI + Dg.z) — k(z). Cela est rendu possible grace aux pr~opriétés
d’analyticité et de décroissance des symboles des opérateurs T, et T5.

(9)

e Le théoréeme de Bang

Pour démontrer le théoréme 2 nous constatons qu’au vu de (9) le noyau
de la matrice de diffusion n’est a priori pas analytique dans les variables
angulaires, ne serait-ce que par la présence de fonctions de troncature qui
interviennent dans la construction de Isozaki-Kitada. Cependant la valeur
des opérateurs d’onde, et par conséquent de la matrice de diffusion, ne dé-
pend pas du choix de ces fonctions de troncatures. En particulier on s’attend
assez naturellement a ce qu’en prenant des fonctions de troncatures de plus
en plus régulieres on puisse montrer que le noyau de la matrice de diffu-
sion est de plus en plus régulier, et analytique pour finir. En pratique, pour
aboutir a ’analyticité du noyau, nous choisissons nos fonctions de tronca-
ture dans les classes de fonctions non quasi-analytiques et nous utilisons le
théoreme de Bang qui affirme que toute fonction appartenant a toutes les
classes de fonctions non quasi-analytiques est analytique [Bg].
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