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On considère le problème de Cauchy

Oz = E/^,^)^ + /(^/) si t > O.rr e R^, (l)

â^=^j=0, l , (2)

où x = (a- i , . . . , x^) € R^ est la variable d'espace, t (aussi désignée par xo) est la variable

de temps, 9, = -^ si 0 < i < N , z 1 = (ô^,^,...,^), D = Q] -E^i^2; /tj = /ji C

C00 dans un voisinage de (0,0) e R^2, /^(O.O) = ^/(O.O) = 0 si |a| < 1. (1) est

donc une perturbation quadratique de D. On ne considérera que des données initiales z -
"petites55 (en des sens qui seront précisés par la suite).

Dans le cas où Zj ç. ^(R^) et où des normes convenables de Zj sont < e (e > 0 étant

petit), on a de nombreux résultats sur la durée de vie des solutions de ce problème (cf.

[2], [9], [10], [14], [8], [11], [1],...). En particulier (1), (2) possède une solution globale si

c est assez petit lorsque N est > 5 (cf. [2] si N est impair, et [11] quelle que soit la parité

de N). Si N = 3, il existe des contre-exemples (cf. par exemple [7]) qui montrent que (1),

(2) n'a pas de solution globale en général même si les Zj ç. C^^) sont de "taille55 aussi

petite que Pon veut. Néanmoins, si N = 3 et /u,/ vérifient la condition nulle, (1), (2)

possède une solution globale en temps si les données initiales sont suffisamment petites

(cf.[9], [2]). La condition nulle, qui porte sur le développement de Taylor de f'^f en
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(0,0), s'exprime ainsi :

r'(z,p) == c^z + ̂ Pk + 0{z2 + H2) si (^p) -. (0,0),

où c, c^ € R, 7 '̂ = 0 si i ̂  j, T]00 = 1, rf1 = -1 si i > 0, et Sc^p^ EE 0 si ̂  = E?P^;

et

/(^,p) = Ec^ + 0(M3 + H3) si (^p) -> (0,0),

où é3 e R et Sc '̂p^ == 0 si pg = E? PÎ'
La démonstration de [2] est basée sur une transformation du problème (1), (2), global en

t > 0, en un problème sur un intervalle de temps borné. On utilise le principe suivant ([6]):

si (Mi,^i) et (MS,^) sont 2 variétés pseudo-riemanniennes hyperboliques de dimension

n et si $ : (Mi,<7i) —> (Ma 5^2) ^t une application conforme telle que $'"^2 = ^i? alors,
en désignant par D^ et A '̂ le d^Alembertien et la courbure scalaire de (Mj,^), on a:

(D-+ i-1)̂ ') (^t-01)) =A'" ((D2 + 4^)^) ")0 î
a>+ï^-Ï)^^A"("ot))=A'îl ^+4^1)^ " o î (3)

si u € C°°(M2). Soit alors S^ munie de sa métrique canonique m^jv. Sur RT x 5^,

on considère la métrique dT2 — m^. Dans [2], on considère une application conforme

$ : (R^"^,^) -^ (R x S^^^dT2 — m^), où T/ est la métrique de Minkowski, telle que

0 < T < TT sur $([0, +oo[xRN). Si on transforme (1), (2) en utilisant $ et la formule (3),

on est ramené à un problème sur un intervalle de temps borné, problème qui possède une

solution si les données initiales sont suffisamment petites. La transformation $ utilisée

dans [2] n'est pas adaptée à l'étude des ondes dans la description desquelles interviennent

des surfaces caractéristiques: on peut en effet construire des surfaces caractéristiques

de D lisses et globales en t > 0 dans (R^^T/) dont l'image par <I> est la restriction à

^([O.+ooIxR^) de surfaces caractéristiques du d'Alembertien de R x S1^ qui ne sont pas

lisses partout. Il sera plus commode de prendre pour $ l'inversion conforme J : (t^x) H->

(T,X) où T = ̂ ?, X = ̂ f^. J échange C+ et C-, où C± = {{t,x) € R^, \x\ <

| f | ,< ï 0}. Si $ = J et W(T,X) = ̂ ^, (3) donne

^(r^ixi2)^^^

où DTX = 9^ ~ Sôj^ . La transformation (t,a;,2r) «-̂  (r.X,^) apparaît dans [13] et y

est appelée transformation de Kelvin. (1) devient OrxW = ̂ gij(T,X,W,DW)D^W +
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g(T, X , W, DW), où ̂ '(T, X, 0,0) =E 0 = ̂ ^^(T, X, 0,0) pour |a| < 1. Si N est impair

> 5 ou si 7V = 3 et la condition nulle est satisfaite, g13, g admettent des prolongements C°°

définis pour tout (T,X} ç R2^2. Si *o > M, </({(<, x) ç R^^t > t^ \x\ < t - t^ + M}

= {(r,X) e R^1, \X\ + T < 0,T > t,{\X\2 - r2), \X\ - T < (M - to)-1}, et donc la

transformation de Kelvin transforme (1), (2) en un problème en temps fini si on remplace
t par t - to avec to > M, où M est tel que Zj = 0 si \x\ > M. Cette remarque peut être

exploitée pour obtenir des résultats d'existence globale d'ondes soniques et d'oscillations
que l'on va décrire maintenant.

I. Ondes soniques ([3]).

Soit H C R^ un ouvert borné à frontière C°°, situé localement d'un seul côté de <9ïï.

Soit ^ ç 0°°^) telle que ^ < 0 dans 0, ^ > 0 dans R^O, ^ = 0 sur QÇl et d^ ^ 0 en

tout point de <9H. On fait les hypothèses suivantes sur les fonctions zj de (2):

z, e c°°w n C^R^VÎ) n Co1-^),^ = o si H > M; (4)

^z^ < CaC hors de 9SÎ (où c est un petit paramètre); (5)

des conditions de compatibilité convenables sont satisfaites sur ÔH. (6)

Alors, il suit des résultats de [12] que pour t petit, (1), (2) possède une solution unique

z ç C1 (onde sonique sortante) qui a la structure suivante: z ç C°° jusqu'au bord de toute

composante connexe du complémentaire de E, où E = ^"^O) est la surface caractéristique

(du linéarisé de (2) en z) passant par {0} x <9H et satisfaisant 9^ < 0. On fait également
l'hypothèse de stricte convexité

<9û est connexe et ^(a) == S<9^(a)^ = 0 => S<9j^(a)^ > 0 si v e R^. (7)

Sous ces hypothèses, la transformation de Kelvin permet de montrer le résultat suivant

(en plaçant les données initiales en t = (o? to assez grand).

Théorème 1([3]). Supposons que N > 3 est impair et que la condition nulle est réalisée
si N = 3. S'ous les hypothèses précédentes, (1), (2) possède, pour e suffisamment petit, une

unique solution globale z qui est une onde sonique sortante C°° par morceaux, associée
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à E, et E est elle-même C°° et globale dans le futur. De plus, avec des constantes C^Ca

indépendantes de e, on a:

1^(^)1 ^ (^(l+t+Hr^l +|f-|.z:||)~^ hors de E,-M <t-\x\ < C sur E.

Si N = 3, la condition nulle est importante pour ce résultat; et si N > 3 et îï n'est

pas strictement convexe, ce résultat est également en défaut. On a en effet le

Théorème 2 ([3]). Supposons que îî est convexe et qu^en a 6 9^1, il y a au plus 2

courbures principales strictement > 0 dans la direction de —^'(a)!"1^^). Supposons

que f°°(z,p) < 1 et que E|^(0,0)ç,ç,^ ̂  0 si q = (-|^(a)|,ôi^(a),... ,Ô^(a)). Alors

on peut trouver des données initiales zj compatibles vérifiant les hypothèses précédentes

avec e fixé aussi petit que Von veut, et qui ont la propriété suivante: il existe T < oo tel que

si z et une onde sonique sortante solution de (1), (2), associée à la surface caractéristique

E, alors E est lisse jusqu'au temps T mais ̂  sup 10^(1, a:)| = +00.
|^<2t<T,(t,r)$?E

II. Oscillations ([4]).

Soit '0 G C00^1^) qui a la propriété suivante: il existe a^b 6 R avec a < b tels que

pour tout À 6 [^î^]î {x € R^,^^) < À} est un ouvert convexe à bord C°° strictement

convexe. Soit B\ un borné fixe C ^'~'l]a, b[ et soit B^ un borné fixe quelconque. Soit y?

solution de yi + \^f>x\ = O? V\t=o = '0. A l'aide d'une transformation de Kelvin, on peut
montrer le résultat suivant (voir [5] pour un résultat analogue, local en temps, pour des

systèmes symétriques hyperboliques de 1er ordre).

Théorème 3 ([4]). On suppose toujours que N est impair > 3, et que la condition nulle

est vérifiée si N = 3. Soit ^ € N, ^ > 2. On se donne Çj(x,0) 6 C^°(È^ x [0,27r]),

2 < J < ^ /^ périodiques et de période 27T en 0, telles que f^ Çj(x^0)d0 = 0. Si 7V > 5, on
suppose que \a-s-L\ est assez petit. On se donne aussi (^k ç. C^°(B^)y 1 :< j < /A, k = 0,1.

Alors i2 existe des fonctions ZjÇt^x^O), 1 < j < ^, t > 0, x 6 R^, 0 < 0 < ÎTT, avec z^

indépendante de 0, telles que:

( 1 ) 9ez,\t=o = 0 si 2 < j < ̂  9^f^z,{t,x,0)d0\t^ = ̂  si k = 0,1 et 1 < j < ̂
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(2) là fonction z^t, x) = ̂  e^(f, a-, • ) vérifie, pour e suffisamment petit:
j=i €

D^ - E.T(^ (^V)^ - /(^, (^)7) = 6^,

où |̂ | < C^H-1)^! + 1 + H)- !̂ + |( - Ml)-^, et |%^J < C^-HO +

< + |a:|)-^(l + \t - |^||)~^1 si H < 1.

D'autre part, une tranformation de Kelvin et les résultats de [5] permettent de mon-
trer le théorème suivant.

Théorème 4 ([4]). Sous les hypothèses précédentes, si fi> ^+1 et si e est suffisamment

petit, (1) possède une solution globale z telle que 9{(z - z^i^o = 0 si j < 1, et telle que

WW - ^)1 < c^-^^^i +1 + M)-^! + \t - Hir^

si |^| < lja| < ^ - [N^-] - 1.
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