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DIFFRACTION POUR
I/EQUATION DE LA CHALEUR
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PÔLE SCIENCES ET TECHNIQUES

8, LE CAMPUS

95033 CERGY-PONTOISE

I. INTRODUCTION

Soit Î2 un ouvert connexe de R" euclidien à bord C°°. On note n
la normale orientée vers l'intérieur de 0. Soient yo et XQ deux points de
îî. Soit d la fonction distance de la variété à bord ft. Soit do = d(yo, xo).
On suppose que :

H.l : II existe une unique géodésique minimisante 70 reliant yo et XQ .

H.2 : H existe s^,s^ éléments de ]0,do[, ^ < s^, tel que 7o|[o,?i[u]?2,do] €
îï, 7o|[?i,î2] € 5îî (70 est paramétrée par longueur d'arc).

Pour s ç. [?i,J2], ——)- = -T-T^oî^î ^^ /?(<3) > 0 (rayon de

courbure géodésique).

H.3 : yo et XQ ne sont pas conjugués : tout champ de Jacobi défini le long
de 70, nul en yo et XQ est identiquement nul.

La définition d'un champ de Jacobi est donnée dans IV.

Soit pfÇx^y) le noyau de la chaleur sur Î2 avec condition de Dirichlet
sur 90. :

(P) 'GÊ-^-0
< Pt\ôfi, = 0
. Pt-=0 = ^x=y '

Alors :
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Théorème 1.1. Soit —WQ le premier zéro de la fonction d'Airy. Il existe
to > 0 , C € M , tel que :

t € ]0,<.[ ̂ p.(^o) ^ exp [_l-u,.^^^+Clog<] .

Le problème de la diffraction par un obstacle a été étudié par de
nombreux auteurs, le cadre géométrique le plus usuel étant celui où îî est
le' complémentaire d'un convexe de î^.

Le comportement en temps petit du noyau de la chaleur pour une
condition limite de Neumann a été étudié de manière heuristique par
BUSLAEV (cf. [Bu]) puis à l'aide de méthodes probabilistes.

Ainsi, IKEDA et KUSUOKA (cf. [IK]) prouvent l'estimation suivante
pour des points XQ^VQ de û, sous une hypothèse de non dégénérescence
du hessien de la fonctionnelle énergie d'un chemin :

T^-nNeum/-. ,, \ ^ - ^0 / _ds__ / 1 \
LogP. (t°.^=-4Î-w»^y,^p(^+o(ïi7î)•

Hsu donne un équivalent de la trace du noyau sur ôî2 x ÔSÎ dans le cas
où ôîî est convexe, en supposant que XQ et yo ne sont pas conjugués :

p-̂ o,..) ̂  C(^o)r(M) exp(-||-̂  /^ ̂

C^XQ^yo) étant connu de façon explicite.
Dans les deux cas, —WQ désigne le plus grand zéro de la dérivée

de la fonction d'Airy (on a évidemment WQ < wo). Dans le cas d'une
condition limite de Dirichlet, LEBEAU (cf. [Le]) construit une paramétrixe
pour l'équation des ondes qui permet d'obtenir, à l'aide de la formule de
Kanaï, le développement asymptotique du noyau de la chaleur, dans une
géométrie locale et en supposant que le bord est analytique. En particulier,
ce travail montre que le terme en —^ du théorème que l'on démontre est
optimal.

Enfin, VAN DEN BERG (cf. [vdB]), toujours dans le cas d'une condi-
tion limite de Dirichlet, prouve :

^ mf*l/3[logpDi,(^,!/o,<)+^] ^ -slAïa^o)!!]173,

Ai étant la première valeur propre de —Apir sur I21 boule unité, ^(70) =

/ ~TT" (5) ^s 5 7o étant une géodésique minimale reliant yo
</{3:7o(3)€ôft} d^
et XQ , les seules hypothèses géométriques sur îî,o:o,yo étant 9SÎ C2 et
do > \XQ — yo\ (en particulier, on ne suppose pas H.l, 2,3).

Faisons quelques remarques sur notre théorème.
On peut choisir une géométrie où il y a plusieurs obstacles (convexes

ou non), quitte à alourdir les hypothèses H.2 et H.3, ceci de façon auto-
matique.
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La méthode que l'on propose s'adapte au cas où l'on remplace Î2 par
une variété C°° à bord complète. En effet, tout le travail géométrique est
fait dans ce cadre (cf. IV), et l'inégalité d'énergie que l'on utilise existe dans
le cas riemannien (en particulier, l'analyticité de la métrique ambiante
n'est pas indispensable).

Il s'agit d'un problème en temps petit (ce qui permet de localiser le
problème près de la géodésique minimisante). On a choisi d'étudier la géo-
métrie du problème en décrivant la fonctionnelle énergie d'un chemin près
dé 70 • Ce point de vue permet de travailler de façon naturelle dans une
géométrie assez générale. Par contre, on ne s'est pas intéressé à l'unifor-
mité de to et même de C en fonction de (xo^yo).

De toute façon, il semble clair que la méthode d'inégalité d'énergie ne
donne pas de manière directe :

1) la bonne constante C (qui ne devrait dépendre, sous H.l, 2,3, que de
la dimension de îî), ceci même en optimisant le travail géométrique (ce
qui techniquement serait beaucoup plus lourd),

2) de minoration du noyau de la chaleur (on procède par inégalités, et
toujours dans le même sens).

Mais, on pourrait espérer que l'étape suivante consiste à obtenir le
développement asymptotique en temps petit. En ce cas là, la méthode
permettrait de comprendre la majoration du reste.

Enfin, remarquons que l'hypothèse H.3 est automatiquement vérifiée
pour les géométries à courbure négative. C'est le cas, par exemple, où
70 n 90, est formé des points selle d'un paraboloïde hyperbolique de R3.
En fait, ce cas est plus simple que le cas convexe dans la méthode que l'on
va proposer.

II. INEGALITE D'ENERGIE, INEGALITE D'AIRY

Pour obtenir l'estimation L°° du théorème 1.1, on va utiliser l'esti-
mation L2 à poids suivante :

— Soit ho réel positif, h élément de ]0,Ao[-

— Soit $^((,a?) définie sur ]0,2[ x f2, Lipschitz, tel que $^, V<3>^,
9^h-^— 6 L°°(]<i,2[ x Î2) pour <i 6 ]0,2[. $^ sera appelée fonction poids.

— Soit to 6 ]0,1[. Soit Uh(t^x) une solution de (— — Aa;)îi == 0,
\dt }

a; € îî, t > to, avec ^|<==<o 6 L2, u— intégrable sur ôf2 x ]<o, 1[.on
— Soit v = et ̂ h u(h(t — <o) + toj x). On a le résultat suivant :
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Proposition 2.1 (Inégalité d'énergie).

i/ "'-i/ '''=/ [-^"^(^^'M^Jî îx^} ^Jftx^o} Jfîx]to,l[ L / I V O T / J

. , / ^ 9u+h f e^ u— .
Jô!îx]to,l[ an

, Faisons quelques remarques :

2.1. L'introduction d'un petit paramètre est indispensable. Il faut
dissocier le caractère "variable d'espace" de t et son caractère asympto-
tique.

2.2. $ = ̂  , où d est une fonction distance, rend négatif -H +V2$
(car V2^ <, 1 ). Cela explique le premier terme du théorème 1.1.

3.3. Pour avoir une meilleure estimation, il faut utiliser le terme
—V2!;. Dans le cas d'une condition limite de Dirichlet, on peut penser
utiliser l'inégalité de Hardy :

/—7—^dx < Cste /VVJ (P(x,9Sl) J

On est alors amené à résoudre :

^V2^ cste h2

ôt ' ~ (PÇx.ôSî)11 •

L'étude des solutions de cette inéquation explique la présence de ——
dans le théorème 1.1, mais ne permet pas de comprendre le coefficient
intervenant devant ^^. Pour être plus précis, il faut utiliser ce qu'on
appellera l'inégalité d'Airy.

Soit —wo le premier zéro de la fonction d'Airy. Soit WQ < WQ assez
proche de WQ de telle manière que, pour tout w € ]û5o,wo[, le problème
suivant ait une solution non triviale pour un î/ > 0 :

(^ - z) A = 0; A(~w) = 0, A!(y - w) = 0.

Alors :

Proposition 2.2 (Inégalité d'Airy).
Pour tout w ç. ]wo, wo[, pour tout Ji > 0 , pour tout / élément de

H\[0,+oo[) nul en 0 ,ona:

r^-iv^^r^1^
Jo ^ ^ ^) ' ' Jo \dz}
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Cettte inégalité va être utilisée de la manière suivante :
On note x1 = d(a;,c?î2), x ' la projection de x sur ôîî, qui sont des

variables régulières pour x près de 70 n 9SÎ dans û. On a ̂ v ^ (^r)2 •
On prend donc 2; = a;1.

On choisit w^ = WQ+h (alors ï/ ^ Cste |Log/i|2/3 ), Jl = h2/3 ̂ (x1)
h—>0

avec ^(a/) C00 tel que ^/^nôn =5^.
. Enfin, on choisit des troncatures, y?(0), ^n(x') C00 de R (respecti-

vement ôîî ) dans [0,1] localisant le problème de façon convenable près
de 70 n9îî.

Le théorème 1.1 sera conséquence du théorème suivant et des propo-
sitions 2.1 et 2.2.

Théorème 2.1. J3 existe ho > 0 , $(a;,t,/i,r,M) défini pour x ç. îî ,
t € ]0,2[, 0 < h < ho , 0 < r < h , M > 0 , tel que :

9^
1) $(^*) est Lipschitz et V*i 6 ]0,2[, $ , — , V$ € £°°([<i,2[ x

C^Tîî).
2) ^ <0 pour xç.B{yo,r).

s) ^ + v2^ ^(W»A2/' - ï) ̂ (ï')»>(̂ ;) - M(k2/'•/)2 -
presque partout en (x^t) 6 îî x ]0,2[.
4) Va:€B(a:o,r),

^(^)|t=i = $ + wod^h2/3 l (îpW^ds + 0(/iLog/i),
4 J^onôO

70 étant paramétrée par la longueur cTarc, do = ^(î/o? ̂ o) •

En interprétant la transformation $ = — comme un changement
d'inconnue qui permet de transformer une équation parabolique en une
équation elliptique, on voit que ce théorème est conséquence du lemme
suivant (JlÇx'^AÇx') étant des fonctions (7°°, ^(^konôû = ^ p s ) '-

Lemme 2.1. Soit d^Çx) la distance sur la variété à bord Cl y nulle en
x = yo , associée à :

,. = [l + (A(.W - ̂ )̂ .)̂ )] ̂ ,

V^ le gradient associé à gh •
Alors, il existe ho > 0 , tel que, si h ç. ]0, ho[ :

0) gh est définie positive, d^ et V^ sont bien définis.

1) dh est Lipschitz et V^d^ < 1 p.p , c'est-à-dire :

V^ < 1 + (A(.')kW - ̂ )^(.-)^^) p.p.
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2) dk(xo) = d(yo,xo) + 1^2/3 / A(7o(^))^ + 0(/^3/2) ,
z J 70 non

cÎ5 désignant le paramétrage par longueur d'arc sur 70 n QÇl.
La preuve de ce lemme s'effectue de la manière suivante. Soit C l'en-

semble des chemins de classe H1 allant de i/o à XQ paramétré sur [0,1].
Pour 7 € C, soit ^(7) (resp. ^(7)) son énergie pour la métrique' gn
(resp. g ). Alors :

r -ji/2 r -.1/2
dk{y^xo) = inf ^(7) , d(!/o,o:o) = inf ^(7) .

L—— J [^t1' J

Pour obtenir le développement en h de inf ^(7), il faut décrire la fonc-
^ç.C

tionnelle ^(7) près de son minimum (c'est-à-dire 70). C'est l'objet de la
partie suivante.

III. ETUDE DE LA FONCTIONNELLE ENERGIE DTTN
CHEMIN

— On considère une variété riemanienne connexe, à bord, C00, de
dimension n, V . On note g la métrique de V , g ' et g ' respectivement la
première et la deuxième forme fondamentale (définies au dessus de 9V).
On note n le champ des normales au dessus de 9V, rentrant dans V. On
note V (respectivement V ) la connexion associée à g (respectivement
g ' ), Jî (respectivement R' ) le tenseur de courbure associé à V (respecti-
vement V).

Soient yo et XQ deux points de int(V). On note do = dÇyQ^xo). Soit
70 un chemin reliant yo à XQ paramétré par s € [0,1] à vitesse constante
(|7(<s)| = do)- On suppose que :

(I) 70 est une géodésique minimisante reliant yo à XQ .
(II) H existe 0 < 5i < s^ < 1, tel que 70(5) 6 int(V) si s ç [0,5i[U]52,1],
7o00 € 9V si s € [51,52].

On suppose que ^(To^^To^)) > 0 si s ç. [51,53]. On appellera
rayon de courbure géodésique (p,) le réel positif tel que ^(7o(^),7o(5)) =
dQ.
P é 9

(III) On suppose que yo et a:o ne sont pas conjugués le long de 70 : il
n'existe pas de champ de Jacobi non trivial le long de 70 s'annulant en 0
et 1.

On dira que w(5) (5 ç [0,1]) est un champ de Jacobi le long de 70
si :

-V5€]0,5i[U]52,l[,^w(5)+^(7o(^^))7o(^)=0

D'2
- V5 € ]5i,52[, w(5) € T^)9V et ^w + ̂ (7o(^00)7o(^) = 0

- w est continue en 5i et 53
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/Dw\ _ D'w .
— P[~ds~)^l ) = "rfT'W) (de même en <$2)•

p désignant la projection de TV\9v sur TQV, ^ = V-y (,).
/•i

Enfin, si 7 est chemin de [0,1] dans V, soit ^(7) = / <7(7(.s), 7(5)) ds.
Jo

Redressement du bord.
• Soit Vo un voisinage ouvert de 70 [0,1] dans V, assez petit, tel qu'il

existe ^ difféomorphisme de V dans [0, +oo[ x R'*"1, défini sur Vo, de
telle manière que, sur Vo :

— QV = ^x1 = 0"

— int(V) = "a;1 > 0"
Q

— T.— norme et orthogonal à TQV, avec (a;1, x1) € [0, +oo[ x R^1,x^y^..^.
On prendra évidemment la liberté de passer de Pautre côté du bord.
L'espace fonctionnel "tangent^ sur lequel on va travailler est le sui-

vant :
H = (w G ^([O,!], 1^)^(0) = w(l) = 0}

H'H = t1 W\2 ds ,
Jo

1 1 désignant la norme euclidienne de R71.
Dans toute la suite, on travaillera dans une telle carte et il faudra donc

choisir |w|^oo assez petit pour que ^(70(5)) + w(s) 6 ^(Vo) (énoncés des
théorèmes compris).

On prouve que :

Théorème 3.1. H existe une décomposition de H topologique, H =
A ® B , B étant de dimension Suie, tel que, pour tout élément de H ,
w (w = WA + wa) :

1) ^(70 + ̂ ) = ^(7o) + F 2^w1^)^ + q(wA)
Jsi PS

+0(\WB\2)+0(\WA\H \WB\)+0(\W\^ |W|2^),

q étant une forme quadratique continue, définie positive par rapport à
1 \H •
2) II existe C > 0 , tel que,

/ »2 ,ft

Vw€fi" , w^^O si 5€[si,52]=^ 2-^wl(s>)ds>.C\WB\.
i P*

3) 13 existe C > 0 , tel que \WB\ < C |w|^oo .
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Théorème 3.2. H existe C > 0, tel que, si w appartient à
^([O,!],»") et vérifie;

(70 + wY(s) >, 0 Va 6 [0,1], w(0) = w(l) = 0 .

Alors :

i) H^o, < c=^ e^o + w) >: ^(70) + c |w|^
• 2) |w|^ ^C=^(7o+w)>f(7o)+ / ^-^w^s^ds

Jsi Ps^([F^O-
Le théorème 3.2 est une conséquence du théorème 3.1 et permet de

démontrer le lemme 2.1.
La difficulté essentielle par rapport à une situation analogue en di-

mension finie est que toutes les normes ne sont pas équivalentes.
La preuve du théorème 3.2 s'effectue de la manière suivante. On pose

H = F Q G ou F = {w € H,Vs € [^2], w(s) € T^)QV\ .

L'hypothèse (III) entraînera que le hessien de l'énergie restreint à
F est défini positif par rapport à | |jj. On décompose alors G en un
espace de basses fréquences (de dimension finie) et un espace de hautes
fréquences, puis on utilise que, pour les hautes fréquences, la métrique est
toujours plate.
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