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Formulation Variationnelle de Systémes
Schrodinger-Poisson en Dimension d < 3

Francis Nier *

Résumé - On présente ici quelques résultats obtenus pour des systémes Schrédinger-
Poisson non-linéaires. Ces systémes modélisent ’équilibre thermodynamique et électro-
statique de gaz d’électrons dans des dispositifs électroniques quantiques. On propose une
formulation variationnelle qui s’adapte a différents cas.

Abstract - Here, we present some results about non-linear Schrédinger-Poisson sys-
tems. These systems model the thermodynamical and electrostatic equilibrium of electron
gaz in quantum electronic devices. We propose a variational formulation which applies in
several cases.

1 Introduction-Définitions-Principaux résultats.

Nous ne détaillons pas la modélisation du probleme physique et renvoyons pour cela 4 [6],
[7], [8] et [12]. Les équations peuvent étre posées sur un domaine borné avec conditions
aux limites de Dirichlet, dans le cas périodique ou sur 1’espace tout entier. On cherche
le potentiel électrostatique V, solution d’un systéme qui couple le probléme aux valeurs
propres associé a 1’opérateur de Schrodinger avec 1’équation de Poisson.

e Sur un domaine borné §, le systéme s’écrit
[-A+ (Vo + V)] =&y dansQ,
{ Pilogn =0, folil> =1, i=1...0c0,
-AV =n—-np dans 2,
{ Vlsa =0,

(1.1)

(1.2)

ou le potentiel Vj et la densité np sont des données du probléme. La densité électronique
n se calcule & 1’équilibre thermodynamique en introduisant la fonction de distribution f
et le niveau de Fermi ¢ :

n(z) = & flei —er)i(@)’, ze . (13)

La fonction f est également connue et le niveau de Fermi peut étre supposé nul dans ce
cas.

e Dans le probléme périodique, les données Vp et np ont la périodicité du réseau

L= {nlal + -+ ngaq, (n1,...,n4) € Zd}. La solution cherchée doit également vérifier
cette périodicité. Le probléeme aux valeurs propres se décompose alors sur

*CMAP, Ecole Polytechnique, 91128 Palaiseau Cedex (France), et Purdue University, West-Lafayette,
IN 47907 (USA) de aoit 91 a mai 92.
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= {tiay + :--+t4aq, 0 < t; < 1} en une famille d’équations de Schrodinger station-
naires
[-A+ (Vo + V)% = €igthis  dansQ,
Yis(z +a;) = €%9p(2) , Vihio(z + a;) = €% Vihyy(2)
z€0Q,j=1...d,

JolwlP=1 , i=1...00,0=(6;...65) € [0,27)
L’équation de Poisson est posée sur le domaine @ avec des conditions aux limites périodiques

{—AV:n—nD dans @,
Viz+a;)=V(z), VV(z+4a;)=VV(z),2€0Q,j=1...00

(1.1)

(1.2)

La définition de la densité prend en compte tout le spectre de 'opérateur —A + Vo + V
sur R? et vaut

n(z) = /{0 2y [E f(eio — eF)|Yia(z)| ] z€Q. (1.3.0)

(2r)?’

De plus, le niveau de Fermi €r n’est plus donné dans ce probléme. 1l est imposé par la
condition d’électroneutralité, [o n = [, np, qui s'écrit

/[o 2r)? [E: UC F)] (2r ) /Q"D : (1.3.0)

¢ Sur ’espace tout entier, il faut travailler avec le spectre continu de I’opérateur —A +
Vo + V. Nous nous contentons pour 'instant d’une écriture formelle des équations

[-A+ (Vo+ V)% =  dans IR?, (1.1)

-AV =n-np dans R?, (1.2)
avec

n(z) =L fle~ er)|ve(2)?, =z e IR%. (1.3)

Comme sur un domaine borné, le niveau de Fermi ¢ est fixé et peut étre considéré comme
une donnée. Il est en fait déterminé par la condition n(z) ~ np(z) quand |z| —» oo,
indépendante de V. Nous reviendrons sur cette condition ainsi que sur la définition de la
densité en Section 4.

Notations : Nous utilisons les espaces fonctionnels usuels L?(E),1 < p < 00, C™(FE) et

H™(E),m € IN, C*(E), CP(E) et S(E), E ouvert de IR%. Dans le cas périodique,
nous introduisons également les espaces LP(IR%/L),1 < p < 00 et H'(IR?/L). On a
LP(RY/L) = LP(Q) et H'(R?/L) C H'(Q) A un isomorphisme prés. En vue d’une
présentation plus synthétique, les symboles L?, H! et H} désignent suivant les cas
- LP(Q), HY(Q) et HY(Q) - LP(R?/L), H'(R?/L) et H'(R? /c)/ IR - ou - L?(IR%)
et HY(IRY) = H}(RR?).
L’espace des opérateurs bornés sur L?, £(L?), est muni de sa norme ||.|| et on désigne
par Jp,1 < p < 00, les espaces d’opérateurs a trace avec leur norme ||.||,. Pour les
cas du domaine borné et de tout 1’espace, la forme linéaire notée Tr n’est autre que
la trace usuelle tr, tandis que pour le cas périodique elle est définie par

(5
Tr(A) = / tr(Ag) -2 s A= / df
[0,2r)¢ (2m) [0.21r)d (21r)
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Comme précédemment la notation 7, représente suivant les cas soit simplement
I’espace Jp, soit I’espace L™ ([0, 27r)d ,Jp) dans le cas périodique, et on note encore
||l sa norme.

On suppose le domaine borné Q suffisament régulier (C? par exemple) et on fait les hy-
pothéses suivantes sur les données du probléme.

Hypothesel : a) Vp € L?
b)Sur Qou@:np€elLl?, np>0,np#0

¢) Sur R : np = ny 4 Moo , Ny € L, ne constante > 0.

Hypothése2 : La fonction de distribution a 1’équilibre thermodynamique f est positive,
appartient & C*°(IR) N S(IRY) et vérifie f' < 0.

On remarque que la primitive de f, F(¢) = — [[° f(u)du, appartient aussi & C*(IR) N
S(IRY).

Si on note n(V') la densité électronique associée a V par (1.1)(1.3), le systéme Schrodinger-
Poisson se met sous la forme

~AV=n(V)-np, VeH;, (1.4)
qui s’avere étre ’équation d’Euler d’un probléme variationnel.

Theorem 1.1 L’équation (1.4) est équivalente au probléme d’optimisation

Inf J(V) , (1.5)
Ven}
ot la fonctionnelle J définie
soit par .
-— 2 —_ — —
IV)=3 /ﬂ o ITVE+ /Q ooV —er) = T(F(H —ep) (16)
soit par

J(V)=%/Rd|VV|2 + /Rdm,v
- Tr[F(-—H —ep)— F(—=A —¢p) — [0y F(—H - ¢F)] (—Vo).V] , (7
avec H =-A+W+V,

est Fréchet-C*® et conveze par rapport a V € H}.
Nous résumons en trois points I’analyse développée dans [7] et [8]. Tout d’abord, nous
rappelons quelques résultats de calcul fonctionnel. Ensuite, nous précisons la différentiabilité

des termes a trace. Enfin, nous concluons par la formulation variationnelle et les résultats
d’existence et d’unicité qui en découlent.
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2 Rappels-Calcul fonctionnel

Pour simplifier, on peut supposer dans un premier temps Vy = 0, e fixé méme dans le
cas périodique, et travailler avec V € L%. 1l est commode pour étudier la régularité de
F(—A +V —¢F) par rapport & V d’utiliser la formulation proposée par B. Helffer et J.
Sjostrand dans [5] et développée par C. Gérard dans [4],

7
A)=— | 0:p — A)"YdzAdz .
@A) = 5= [ 0:0(=) (= = A dzndz, (2.1)
pour un opérateur auto-adjoint A, ol ¢ est une extension ”presque analytique” de ¢, ¢
réguliere et a décroissance suffisament rapide.
Rappelons d’abord quelques propriétés de I’hamiltonien H = —A + V quand V € L2,
Les inégalités d’interpolations de [9] donnent ’estimation
. a 1-
v € HY(E), U¥llzaggy < CIUNL (A + )bl5am) 1915 (2:2)
avec U € LP, a = %,0 < a < 1, et ou le domaine E vaut suivant les cas : E = Q,
E = Q ouIR? dans le probléme périodique, E = IR%.
On note By = {V € L?/||V||2 < M} ol M est une constante positive arbitrairement

grande. Dans toute la suite, on indique par un indice la dépendance des quantité con-
sidérées par rapport a M. De facon classique, on déduit de (2.2) les résultats suivants.

Lemma 2.1 a) L’opérateur V est —A-borné avec la borne relative 0, et ce uniformément
enV € By

b) L’hamiltonien H = —A 4+ V est auto-adjoint avec le domaine D(H) = D(-A).
¢) Le spectre de H est borné inférieurement, uniformément en V. € By :

o(H) C [-om,00), opm>0. (2.3)

d) Les normes ||[(A + t)||z2 et ||(H + ?)||L2 sont équivalentes sur D(H) = D(—A), uni-
formément en V € By :

VY € D(H),Cul|(A +)plle < I(H + )¢llLe < Cyll(A +9)llgs - (24)
e) La résolvante (z — H — fV1)™! est analytique réelle par rapport @ B € IR quand
V,V1 € L? et Imz # 0.
f) Dans le cas périodique, ’opérateur H est décomposable

® de

H= e
2m) (27)1

et les propriétés précédentes s’appliquent @ Hy et — g avec des estimations (2.3)(2.4)
uniformes en 0 € [0,21r)d.

NB : Dans le cas périodique, le domaine de Hy et —Ay prend en compte les conditions
aux limites de (1.1) et peut s’écrire

@ €C®(Q)/¢(z +a;) = e%¢(z) , V(z + a;) = € Vp(z) }HZ(Q)

D(H,) =
(Ho) { 2€8Q,j=1...d
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La propriété c) permet de construire une extension Fyde F adaptée a notre probléme.

Il s’agit d’une fonction C*°(C) a support dans {z € C/|Imz| < C < z >}, avec < z >2=
(1 + |2]?), telle que

oFp(z) = F(z), Vz €[-op—er, ), (2.5)

. ,m(z)[ <Cny< z>Y|[Imz|V, VYzeC, Imz #0,

2.6
Y(N,v) e Rt x Rt . (26)

NB : On choisit de plus les extensions de F' et f = F’ de fagon que 8zf’1\7(z) = E(z)
On a alors

F(H - ¢p) = 5 /c 0:Far(z — er) (z — H) Mdzndz, 2.7)
ot 'intégrale converge dans £(L?) par (2.6) et ||(z — H)™!|| < ]ﬁ

Proposition 2.1 L’application : V € By — F(H —eF) € L(L?), avec H = -A 4V,

est Fréchet-C* avec
(ORF(H - ep)] (V)i ... Vi = —/ 0:Faa(z - er) (z— H) ™ [Vi(z — H)™|"dzndz .
(2.8)

Preuve : Pour ||V4]|z> suffisament petit (V + V4 € L?) et Imz # 0, on fait un
développement de Taylor de la résolvante

(- H-W)" = & -1 [he- 0]

+ [ -5y [Vate — - )] ag

On multiplie cette égalité par (?gm(z — €r) et on integre sur C. Les différents termes
conduisent & des intégrales convergentes grace a (2.6) et aux estimations

|z = 1 = gy Wiz - 1 - i) < CMFI;—j%TIuVluLz, pelo,1], (29)

que 1’on obtient comme suit. On décompose les facteurs V1(z — H — 8V;)~! en

Vi(z = H = Vi)™ = (i + 8)7] [+ A)(i + H + V)] (2.10)
[+ H + BVA)(= — H — pVA)~"] '

et on utilise :
I+ AY Y| < CllVills par (2:2),
llGi+ M)+ H +F) Y| < Cu par (2.4),
oll(i+ H + BVi)(z - H = fR) | = (i + 2)(z - H = fVi) — I|| < CFF .

Imz
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3 Régularité des termes TY[...] par rapport & V € H1.

On suppose toujours ¢ fixé mais Vo € L2, Vo quelconque, V € H!, et on note H =
—A + Vo + V. La "trace” Tr étant linéaire continue sur 7, la Fréchet-différentiabilité
des termes Tr[...] résulte de la Fréchet-différentiabilté de F(H — er) ou de F(H —¢f) —
F(-A —¢er) — [0vF(H - €r)](-V0).V dans J;. Comme dans la Proposition 2.1, on se
ramene a des estimations de Vi(z— H -5p)‘1 dans J; si cela est possible, ou dans Tp, 1<
p < oo, sachant que ||AB|; < [|Al||Blls, 7' + ¢~! = 1. En notant également (2.10) et
|AB|lp < ||AllpllB||, on voit que la seule difficulté technique réside dans ’estimation de
IVA(i + A) 7 lp.

e Sur un domaine borné : On utilise la répartition asymptotique des valeurs propres
de —A,D(-A) = H*(Q) n H}(Q), qui s’écrit &; ~ Ci¥?, ainsi que l'inégalité (2.2) avec
P =1; et U = V;. On obtient

. d
”(A + z) lllp <®, P>, (3'1)
IVA(A+9)7 Y, < C|[Vi|lps+e si Vi € L¥*,e >0, (3.2)
IVi(A+9) 7l < ClValle siV e L% (33)

Par interpolation, on tire de (3.2)(3.3)
A& +i)gye < ClVallzs si Vi€ I8, (3.4

avec ¢ > 0 arbitrairement petit. Comme on prend Vi € H! C L%, on déduit de
(3.1) et (3.4) que (A 4 i)"'V4(A + i)~ et-donc (2 — H — Vi) Wi(z — H — f1})7]
sont dans J;, avec des estimations du type (2.9). Par conséquent, toutes les dérivées
[0y F(H —ep)](V).VA...V4, n > 1, sont dans J;. Pour n = 0, on intégre (2.7) par
parties

F(H - ¢p) = o /c 9:Gr(z — er) (z — H) 2dzAdz,

ou é;!, extension de G(¢) = — [° F(u)du, vérifie les mémes propriétés que Far avec
0.Gpm = Fur.

¢ Le probléme périodique se traite de la méme fagon que le cas précédent en vérifiant
que toutes les estimations sont uniformes en 6 € [0,27)?.

e Sur I’espace tout entier R? : On remarque d’abord que ’opérateur dont on calcule
la trace dans (1.7),

[F(-H —er) - F(-A - er) - [0v F(-H - eF)] (-Y0) V],

est le reste d’ordre 2 du développement de Taylor de F(—H — ¢p) au point V = —Vj.
On peut donc écrire toutes ses dérivées par rapport a V avec des intégrales ne contenant
que des expressions de la forme Vi(z — H)™1Va(z — H)™1,V; et V, € L2. 1 suffit alors de
vérifier Vi(z — H)™! € J» quand V; € L%, 1l s’agit d’un opérateur de la forme f(z)g(iV)
(avec f(z) = Vi(z) et (&) = (i — |€|*>)™!) pour lequel on conclut par

1f()9(iV)llz < ClIfllz2llgllz2- (3-5)

On note ® la fonctionnelle définie
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e sur {2 ou pour le probleme périodique (¢F fixé pour l'instant) par
(V) =Tr[F(H —¢cF)], (3.6.0)

e et sur IR? par
®(V) = Tx[F(~H ~ er) —~ F(~A — ¢p) — [y F(~H — ¢F)] (~Yo)-V]. (3.6.)

Proposition 3.1 L’application ® : V € H! — (V) € IR est Fréchet-C® avec

B(V)W... Vi = Tr [(_"_;Tl)'_’ /C o: or(z — er) [Vi(z - H)™Y]" dz/\dz], (3.7)

pour n < 2. De plus, la dérivée premiére de ® est donnée
o sur ) ou pour le probléme périodique (er fizé pour linstant) par

(V)W = Tr [V f(H - er)), (3.8.)

e et sur R? par
ove(V)Vi =Tr[Vif(H —er) = Vi f(-A —¢F)]. (3.8.0)

Preuve : Nous avons établit ci-dessus la différentiabilité de ®. 1l reste a préciser les
expressions de ses dérivées. La dérivée n-ieme de ®, n > 2, vérifie

Fo(V)Vr... Vi =Te[[03F(H —ep)](V)Va... V]

. (3.9)
= 12’; /C 8 far(z — er) Tr [(z - ) [Va(z ~ H)-l]"] dzAdZ .

On utilise la commutativité de la trace, Tr(AB) = Tr(BA), quand A € J,,B € J,,
p~! + ¢! = 1, pour écrire

- m uge- )] = o (e -]

et on intégre (3.9) par parties avec aj’;(z) = far(2). On obtient ainsi I’expression (3.7)
et le cas n = 1 se traite de facon similaire. ]
NB : Pour le cas de l’espace tout entier, on note que ce résultat est encore valable en
prenant & : V € L? - &(V) € R.

4 La formulation variationnelle

Ici, nous nous plagons exactement dans le cadre défini a la Section 1. En particulier le
niveau de Fermi er dépend de V' dans le cas périodique. De plus, le probléme variationnel
(1.5) est posé dans Hj et nous devons donc restreindre le potentiel V i cet espace.
Nous concluons la preuve du Théoréme 1.1 en deux étapes : La prémieére consiste a
identifier la dérivée Oy ®(V') a l’aide de la densité n(V'); la seconde & établir la convexité
de J(V).
4.1 La densité n(V)

eSur (2, la densité n(V') définie par (1.3) vérifie

[vin) = [ Vi) | £ 16 - emlivica?] da o
= Te[Vif(H - ep)l = v (V) , WV, Vi b
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En conséquence la dérivée 8y ®(V'), élément du dual H~1(Q) de H} = H}(Q), n’est autre
que la densité n(V). On en conclut

0,J(V)=-A+np—n(V) dans H'(Q). (4.2)

eDans le cas périodique, le niveau de Fermi er (V') est défini par (1.3.b) qui s’écrit
également

Tl ~ep)] = [ no (43)

Avec la Proposition 3.1 et le théoreme des fonctions implicites, on établit que er est
Fréchet-C* par rapport & V € H!. On peut alors différentier I’application

& :VeH — /Q np(V = ep(V)) - Tr [F(H — ep(V))]
et on obtient

By (V)Vi = /QnDV1 _ (/Q nD) Byer(V).Va = dy (V). (Vi — dyer(V).a)

=/;nDV1 - </Q nD) over(V). V4

= Tr[(Vi — Over(V) V1) f(H —ep(V)))
- /Q npVi = Tr Vi f(H — ep(V))].

Comme dans (4.1) on peut identifier la densité n(V') et la forme linéaire V; € H! —
Tr [Vif(H — er—)), dansle dual H~Y(IR?/L) de H' = H'(IR?/L). Cela conduit 3 8y &;(V) =
np — n(V). L’égalité (4.3) implique que Oy ®1(V) est orthogonale aux constantes et en
conséquence appartient au dual de H} = H? (IRd /L)/IR. On en déduit que ®; et J sont
Fréchet-C* sur H} avec

OvJ(V)=—AV +np — n(V) dans le dual de Hy. (4.4)

oSur ’espace tout entier IRd, on peut montrer que ’opérateur V; f(H — €F) est dans
J1 quand V; € Lzomp. Pour cela, on intégre par parties (2.7)

Vif(H —er) = o /C 9:Far(z — er) Vi(z — H)"2dzndz .
On utilise le résultat donné dans [10] et [11] sur les opérateurs de la forme f(z)g(iV)

d
1/(@)g(iV)lls < Cll <z > f(@)lle2 [| <€>" 9(Ellz2 , v >3,

pour établir ’estimation
Vi +A) i < Ck|Vallzz, Supp Vi C K, K compact.

On définit alors la densité n(V') de maniére rigoureuse en utlisant la dualité entre L2 et

L2,,,- Plus précisément, on remplace (1.3) par

[ (VWs = Te0AS(H = er)] VWA € Ly (4.5)
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On peut vérifier I’équivalence entre (4.5) et la définition initiale (1.3) pour des potentiels
a décroissance suffisament rapide en utilisant les fonctions propres généralisées [2].

Le niveau de Fermi qui ne dépend pas de V' est déterminé par la condition n(-Vp) = neo,
c’est a dire

T [Vif(—A —ep)] = /Rd neoVi, VVi €2, . (4.6)
Les définitions (4.5) et (4.6) permettent d’écrire 1’égalité
We®(V)=n(V)—nye dansL? (4.7

en observant que (3.8.b) est valable pour V; € L2. Par conséquent, on a
OvJ(V) = =AV + (n4 + neo) — n(V)

(4.8)
=-AV +np —-n(V),

dans H-1(IR?) le dual de H} = H'(IR).

Notons que la définition de e par (4.6) donne la seule valeur pour laquelle n(V)—nq, € L?,
ce qui traduit la condition que nous avons écrite formellement en Section 1, n(V)(z) ~
np(z) quand |z| — oo.

4.2 Convexité de J(V)
Elle repose sur la convexité de —®(V) sur H?.
eSur @ : On montre & partir de (3.7)

€ €
havyvivi = £ LTy, vppnp wiert, w9
i,j=1
ol par convention I )_f (i) = f'(&) si €; = &;. L ’hypothése de décroissance de f assure
€€ J

la négativité de cette expression et entraine la convexité de ®(V).
ePour le probléeme périodique : La dérivée seconde de ®; est reliée a celle de ® par

028, (V)W .Vi = 829(V).(Vy — OverVh).(Vi — Bver. i) . (4.10)
On termine en donnant une expression de 82 ®(V) similaire a (4.9)
i db
82<I>V.V.V=/ fes0) = f(&ia) |y v : 411
ve(V)-hih oamyt i 30— e (0, Vathis )2 |” Gry (4.11)

eSur espace tout entier IR? : On résout la difficulté lide & la présence du spectre con-
tinu en remplagant la résolvante (2 — H)™! dans (3.7) par

1
gn(z,H) = 2 m E['\J’v'\z‘+1)

—an<i;<an

ou; = '1\7%’ ay est suffisament grand et E[/\jy)\j+1) désigne la projection spectrale associée
a H. On obtient alors une expression négative similaire & (4.9) et on passe ala limite quand
N — oo.

4.3 Conclusion
La formulation variationnelle conduit au résultat d’existence et d’unicité suivant.

Proposition 4.1 a) Sur un domaine borné Q ou pour le probléme périodique, le probléme
variationnel (1.5) et en conséquence le systéme Schridinger-Poisson (1.4) admettent une
solution unique dans H}.

b) Sur I’espace tout entier IR?, il y a unicité de la solution dans H} pour (1.4) et (1.5).
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La premiére assertion repose sur la coercivité de § fg,,o |[VV|[? dans Hj. Dans le cas
de I’espace tout entier en revanche, la forme quadratique 3 fr4 |[VV/|? n’est plus coercive
sur H'(IR?). L’unicité de la solution provient de la stricte convexité, toujours valable.
On peut également démontrer un résultat d’existence a I’aide du théoréme des fonctions
implicites en partant de 1’équilibre homogéne, Vo = 0 et ny = 0, pour lequel la solution
est trivialement V = 0.

Proposition 4.2 Il eziste deuz constantes positives Cs et C} dépendant de f telles que
(1.4) et (1.5) admettent une solution quand ||Vo||rz < Cy et ||ny (|2 < Cf.

Remerciements : Je tiens a remercier N. Ben Abdallah, Pr. P. Degond, Pr. J.C. Guillot et
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