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Sur un exemple d’équation linéaire
hyperbolique n’ayant pas de solution

Yuri V. Egorov

1. Dans cette note nous démontrons qu’une équation de la forme

0%u 0*u Ou
Pu=—5 —d(t)57 + b(t)5- = f(t:2), : (1)
ou a > 0,b sont des fonctions réelles infiniment différentiables, peut ne pas avoir
de solution distribution dans tout voisinage w de l'origine pour quelque fonction
f € C5°(w). On verra aussi que 'opérateur formellement adjoint P* est localement
non-résoluble.

L’équation (1) est (faiblement) hyperbolique. Le probleme de Cauchy pour
celle-ci a éte étudié par M.H.Protter [1], M.M.Smirnov [2], V.Ya.Ivrii et V.Petkov
[3] et autres. Le resultat le plus fort a été obtenu par O.A.Oleinik [4] (voir aussi
[13]), qui a démontré, que le probleme de Cauchy est bien posé pour 0 < ¢t < T
sous la condition suivante:

Il existe des constantes a, A, Ty, ..., Tn, telles que 0 =To < Ty < ... < Ty =
T et pourTj <t <Tjyq, 3=0,1,...,N —1 linégalité

alt — T;)b(t) < Ad*(t) + (a®(2));
ou bien ’inégalité
a(t)? 2(1\V
o —p

J

o(Tjsa — B(Y) < Aa(t) +

est vraie.

D’autre part, un exemple classique d’équation du premier ordre localement
non résoluble est celui de H.Lewy [5]:

ou Ou . .\ Ou
= — —_— — = f(¢ .
Lu am +Z8y +Z($+2y) at f( ’x’y)

F.Treves a trouvé que 'opérateur differentiel L L*L*L d’ordre 4 est symetrique
aux coefficients réels et localement non résoluble.
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L.Hérmander [6] a démontré que 1’équation réelle du second ordre

0%y ?u 0% 0%u
2 _ " 1 2 -z _
W = )gm t(1+e )(6y2 az2> ™Y 520y

?(zyu) *u  *(zzu)
"~ dzdy + % 9202 + 9zdz f(2,9,2)
est aussi localement non résoluble .

On trouvera dans les travaux de L.Hérmander [6], L.Nirenberg et F.Treves
[7], Yu.V.Egorov [8] des conditions nécessaires a la résolubilité des équations
differentielles de forme générale (voir [9]). Le résultat le plus général dans cette
direction est dii & Hormander [10]. La résolubilité locale pour les équations ayant
caractéristiques doubles a été étudiée par F. Treves, V.Ya.lvrii, P.R.Popivanov,
Ya.Kannai, l’auteur et d’autres. Ya.Kannai [11] a démontré la non résolubilité
locale pour 'opérateur parabolique

ou  O%u

Cette équation est ”I’équation inverse de la chaleur” pour tout ¢ # 0. Dans le
travail [12] de F.Colombini et S.Spagnolo se trouve un exemple d’équation de la
forme (1) avec une fonction a(t) positive (mais non réguliére), pour laquelle le
probléme de Cauchy est non résoluble localement, et un exemple d’équation de

la forme

Pu 9 (a(t)du) _

aﬁ‘m(aﬂm)““
n’ayant pas de solutions de classe C! dans tout voisinage de 'origine, ot 271 <
a(t) <2, a(t) € C* pour a < 1, mais a(t) ¢ C*.

Dans notre exemple (1) la fonction a(t) € C"*(R). 1l est important de noter
aussi que la technique habituelle de construction des séries asymptotiques n’est
pas applicable dans ce cas. Il est en effet impossible de construire dans un voisi-
nage de l'origine une fonction de phase réguliere w(t,z), de partie imaginaire
positive, satisfaisant 1’équation

ou bien I’équation
w? — a(t)’w? + ib(t)w, = 0.

2. Théoreme. Il eziste des fonctions réelles a(t),b(t) € C*(R), a(t) > 0,
pour lesquelles I’équation (1) n’a aucune solution distribution dans tout voisi-
nage w de lorigine pour quelque fonction f(t,z) € C*(w). L’opérateur ad-
joint (formellement) P* est aussi localement non-résoluble duns tout voisinage
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de lorigine.

Lemme 1. Si l’équation (1) est résoluble localement dans le domaine w, alors
il existe des constantes C; € R et N € N telles que

[ullo < CillPrully, v € CF°(w). (2)

Démonstration du Lemme 1. La résolubilité locale de I’équation (1) dans
le domaine w entraine I’existence des constantes réelles C, s et r, telles que

[ulls < CllP™ull., € C5°(w). (3)

La proposition est évidente quand s > 0. Si s < 0, choisissons n; € N, pour
lequel ny + s > 0. Puisque Diu € C§°(w) pour tout 1, si u € C§°(w), nous avons

1Dzulls < CIDLS s

ouu € C§°(w), f = P*u, ¢ = 0,1,.... Nous pouvons toujours supposer que
r > s.
Exprimant DZ%u d’aprés I’équation P*u = f, nous obtenons que

IDfulls—1 < C(IDgulls—1 + 1 Dotulls—1 + (1 Flls-1)
< Ci(IDoulls + flulls + 1£ll--1) < Co(l1Df - + [1F1])-
Par conséquent,

lullstr < Cs(llulls + 1 DZulls— + | Diulls-1)

< CallFllx + D2 fllr + 11 fllr41) < Cillfllr4a-

En recommencant cet argument, nous obtenons que

lellsrz < Coll fllrtzs oo ltllsny < Copllfllrsns

Comme s + n; > 0, nous avons

[ello < Coillfllrsns-

L’indice r + ny dans la partie droite peut toujours étre augmenté. Nous
pouvons donc affirmer que:
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l[ullo < Cos [ £l
ou N € N, q.ed.

Démonstration du Théoréme. Soit w un voisinage de origine, A >> 1,
et la fonction F' € C§°(—1, +1). Soit £k € N et I} = (1/km, 1/(k — 1)7).
Les fonctions a(t) et b(t) dans notre exemple ont la forme suivante:

a(t) = exp(—t~% — sin~%(1/t)),
b(t) = ~2a(0)u(1) — (1),

ou
p(t) = —sin~*(1/t) — Injt|

est une fonction réguliere dans I et telle que
e 0, Die“'(t) — 0,

quand ¢ tend vers les points extrémes de I'intervalle I;. Il est évident que b € C*
et que

/ 2O gt =/ exp(—2sin~*s)ds = ¢;.
I 0

Apres substitution z; = z — A(t), ou A est une fonction telle que A'(t) = a(t),
I’équation P*u = 0 prend la forme

0u %u
Piu=— —2a(t
= gp 200505,
(nous supprimons l'indice 1 pour simplifier).
Nous voulons construire une fonction uy(t,z) € C(K),ou K = I x(—A"1, A1),

telle que

0
— (b(t) + d/(t) 5 = 0

lusllo 2 0 >0, [[P*usllv < CAT (4)

En injectant cette fonction dans (2), nous arriverons a une contradiction pour
A et k assez grand. Puisque pour tout voisinage w de l'origine le domaine K
est inclus dans w pour A > A,k > k., cela démontrera que 'opérateur P est
localement non résoluble a l'origine.
Soit
u(t,z) = F(Az)e"Oo(t, z).

Alors la fonction v satisfait 1’équation
v v F'(Az) ov
e 255, ~ 2O E a

s}
+ 20 (6)

=+ (1(0) + () = 0.
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Le changement de variable z; = Az; donne:

v v F'(z) v

G — 20 g — 20N g+ 2 )5 + (47 + i) =0 (5)

(I'indice 2 est supprimé de méme).
Nous cherchons une solution approchée de 1’équation (5) de la forme

M
v(t,z) = Y A7v(t, 2),
e
ol vo(t,z) = 1,v;(t,x) = p;(t)Fj(z), pour j=1,...,M et

PR D | FotCo) 4 g2 4 (0 + (s

7 =1,2,...,M. Mais alors
Gi(z) = Gja(2), wj(t) = [y + 20wy + (W" + *)pjoa]/a(t),

ou Gj(z) = F(z)Fj(z), j = 1,2,..., M, Go(z) = F(z), po(t) = 1. 1l est facile de
voir que pour t € Ij
|3(8)e* D] < Cj
D’autre part,

/ /K €240 F2(\g)dzdt > coh™! > 0,

//K 62“(t)F2(/\w)v12-(t,)\ac)dxdt < Cipd7h,

J=1,2,...,M et donc ||ul|2 > coA™'/2 pour A > A(w,k,M). Dans le méme
temps
|P*u(t, z)||% < CAPN-2M-1,

Si M est assez grand pour que N — M < —1, alors les inégalités (4) sont vraies
pour la fonction

uy = AV2FE(\(z — A(t)))e*Do(t, Mz — A(t))).

Pour démontrer non résolubilité locale d’opérateur adjoint P* c’est suffisant
de remarquer que P* coincide avec P apres la substitution z; = —z.

Le theoreme est démontré.

La question de solvabilité d’équations de la forme (1) m’a été posée par le
Professeur P. Guan, de I’Université de McMaster a Hamilton, Canada, a qui je
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voudrais exprimer ma gratitude.
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