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Sur un exemple d'équation linéaire
hyperbolique n'ayant pas de solution

Yuri V. Egorov

1. Dans cette note nous démontrons qu'une équation de la forme

^-^^ê^). <1)
où a > 0, b sont des fonctions réelles infiniment différentiables, peut ne pas avoir
de solution distribution dans tout voisinage a? de l'origine pour quelque fonction
/ € Co°(^). On verra aussi que l'opérateur formellement adjoint P* est localement
non-résoluble.

L'équation (1) est (faiblement) hyperbolique. Le problème de Cauchy pour
celle-ci a été étudié par M.H.Protter [l], M.M.Smirnov [2], V.Ya.Ivrii et V.Petkov
[3] et autres. Le résultat le plus fort a été obtenu par O.A.Oleinik [4] (voir aussi
[13]), qui a démontré, que le problème de Cauchy est bien posé pour 0 < t < T
sous la condition suivante:

II existe des constantes a, A, To, . . . , TAT? telles que 0 = To < T\ < ... < T/v ==
T et pour Tj <t < Ty+i, j = 0,1, . . . , N - 1 l'inégalité

a(<-^,)&2(f)^Aa2(<)+(a2(^

ou bien l'inégalité

a(T^ - t}b\t) ̂  Aa\t} + a(tY - (a2^
a(^+i -1)

est vraie.
D'autre part, un exemple classique d'équation du premier ordre localement

non résoluble est celui de H.Lewy [5]:

9u .9u . 9u
LU=^x+l~9y+^(x+^y)Tt=f(t-x-y}•

F.Trêves a trouvé que l'opérateur différentiel LL*L*L d'ordre 4 est symétrique
aux coefficients réels et localement non résoluble.
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L.Hôrmander [6] a démontré que Inéquation réelle du second ordre

/ 9 ^.Q^u , 9. /Q^u 92u\ Q^u
y - z hr-2 + 1 + x hr̂  ~ ̂ ~2 - ̂ Tnr<9:c2 \<9î/2 (7^2/ axoy

Q^Çxyu) Q^u 92(xzu) , .
———— + ̂ ITTT + p „ = ̂  !/. z)oxoy axaz axaz

est aussi localement non résoluble .
On trouvera dans les travaux de L.Hôrmander [6], L.Nirenberg et F. Trêves

[7], Yu.V.Egorov [8] des conditions nécessaires à la résolubilité des équations
différentielles de forme générale (voir [9]). Le résultat le plus général dans cette
direction est dû à Hôrmander [10]. La résolubilité locale pour les équations ayant
caractéristiques doubles a été étudiée par F. Trêves, V.Ya.Ivrii, P.R.Popivanov,
Ya.Kannai, Fauteur et d'autres. Ya.Kannai [11] a démontré la non résolubilité
locale pour l'opérateur parabolique

9u Q^u ., .^+<^=/«,.).
Cette équation est 'T équation inverse de la chaleur" pour tout t ^ 0. Dans le
travail [12] de F.Colombini et S.Spagnolo se trouve un exemple d'équation de la
forme (1) avec une fonction a(t) positive (mais non régulière), pour laquelle le
problème de Cauchy est non résoluble localement, et un exemple d'équation de
la forme

8^_9_ (a(t)_au\ _
W~~9x {a^'ax) ^x'

n'ayant pas de solutions de classe C1 dans tout voisinage de l'origine, où 2""1 <
a(t) < 2, a(t) e C01 pour a < 1, mais a{t) ^ C1.

Dans notre exemple (1) la fonction a(t) ç (^(R). Il est important de noter
aussi que la technique habituelle de construction des séries asymptotiques n'est
pas applicable dans ce cas. Il est en effet impossible de construire dans un voisi-
nage de l'origine une fonction de phase régulière w(t^x\ de partie imaginaire
positive, satisfaisant l'équation

w? - a(tYw^ = 0

ou bien l'équation
w] - a^)2!^ + ib(t)w^ == 0.

2. Théorème. Il existe des fonctions réelles a(t),b(t) e C°°(R), a(t) > 0,
pour lesquelles l'équation ( 1 ) n'a aucune solution distribution dans tout voisi-
nage LJ de ^origine pour quelque fonction f(t^x) G C00^). L'opérateur ad-
joint (formellement) P* est aussi localement non-résoluble dans tout voisinage
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de l'origine.

Lemme 1. Si l'équation ( 1 ) est résoluble localement dans le domaines, alors
il existe des constantes Ci £ R et N £ N telles que

IH|o<Ci||p*^||^ ^eCo°(^)- (2)

Démonstration du Lemme 1. La résolubilité locale de l'équation (1) dans
le domaine a; entraîne l'existence des constantes réelles C^s et r, telles que

IMI. < c\\p"u\\^ u e Co00^). (3)

La proposition est évidente quand s >_ 0. Si .s < 0, choisissons n^ £ N, pour
lequel ni + s >_ 0. Puisque D^u £ Q^) pour tout i, si u ç Co°(^), nous avons

||û>||. < c\m\\^

où u £ Co0^)? / = -P*^? ir = 0,1,... . Nous pouvons toujours supposer que
r > s.

Exprimant D^u d'après l'équation P*u = /, nous obtenons que

HA^II.-i < C(\\D^u\\^ + \\R,u\\^ + ||/||,_,)

^ C,{\\D^ + |H|, + H/H.-i) < C,(\\D^ + I l / I l , ) .

Par conséquent,

Ms+l ^ ̂ (IHi, + P |̂|,-l + H^H.-l)

^ ̂ (||/||, + ||P,/||, + ||/||,̂ ) < ̂ ||/||̂ .

En recommençant cet argument, nous obtenons que

IHI,+2 ^ c,\\f\\^..., ||u||̂  ^ c^ 11/11^.
Comme s + ni ;> 0, nous avons

iHio^jmi.+ni-
L'indice r + ^i dans la partie droite peut toujours être augmenté. Nous

pouvons donc affirmer que:
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IHIo<^ll/lk
où 7V 6 N, q.e.d.

Démonstration du Théorème. Soit a? un voisinage de l'origine, A » 1,
et la fonction F G C^(-l, +1). Soit k ç. N et h == (l/Â;7r, 1/(Â- - l)7r).

Les fonctions a(<) et b(t) dans notre exemple ont la forme suivante:

a(t) = exp(-r2 - ̂ m'^l/^)),

6(<) = -2a(t)^(t) - a\t},
ou

/^) = -.sm"'4(l/() - /n|<|

est une fonction régulière dans Ik et telle que

e^) -> o, D^ -^ 0,

quand i tend vers les points extrêmes de l'intervalle I k . Il est évident que b £ C°°
et que

/ e2^dt= F exp{-2sîn~^s}ds=c^
J l k JQ

Après substitution x\ == x— A(t), où A est une fonction telle que A'(t) == a(f),
l'équation P*u == 0 prend la forme

^lÏ-^iÊ-W'^»^0

(nous supprimons l'indice 1 pour simplifier).
Nous voulons construire une fonction u\(t^x) ç. C^(K)^ où K = J ^ x ( — À ~ l , À ~ l ) ,

telle que
|Mo>co>0, \\P"ux\\N<C\-1. (4)

En injectant cette fonction dans (2), nous arriverons à une contradiction pour
A et À; assez grand. Puisque pour tout voisinage uj de l'origine le domaine K
est inclus dans uù pour À > X^^k > fc^, cela démontrera que l'opérateur P est
localement non résoluble à l'origine.

Soit
u{t,x) =F(À.z•)e^)î;(^.z•).

Alors la fonction v satisfait l'équation

^ - îa^ - ̂ ^ + 2^ + ̂  + '•"('))" = o.
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Le changement de variable x^ == \x^ donne:

^ - 2a^ - 2a^^ + 2^ + ̂ W + .-'(')). = o (5)
(l'indice 2 est supprimé de même).

Nous cherchons une solution approchée de l'équation (5) de la forme

M

V^X)=^\-^^X),
j=0

ouvo(t,x) =l,u^,œ)=^(<)F,(a;),pourj'=l,...,Met

a\F(x)v^x)) _ F^ pV ,̂.)) ^_,(^) 1
Qt8x ~ a(t} [ W ' ^ {t)——9t—— + ̂  w + fi (*))^-ij

J = 1,2,..., M. Mais alors

G )̂ = G^(x), /^) = [^_, + 2//^._, + (/.// + ̂ )/<,_i]/a(<),

où Gj{x) = F(a;)Fj(a:), j = 1,2,... ,M, G'o(a-) = F(x)^o(t) = 1. Il est facile de
voir que pour t ç. Ik

\^t)e^\ ̂  C,,fc.
D'autre part,

/ / e^F\\x)dxdt ̂  co\-1 > 0,
J J K

f f^F\\x}v]^\x)dxdt < C^\

j = 1,2,. . . , M et donc \\u\\^ > CoX-1^ pour A > A(u},k,M). Dans le même
temps

IIP^^^II^^CA2^2^1.

Si M est assez grand pour que N - M < -1, alors les inégalités (4) sont vraies
pour la fonction

^ = X^FÇXÇx - A(t)))e^v(t,X(x - A(t))).

Pour démontrer non résolubilité locale d'opérateur adjoint P* c'est suffisant
de remarquer que P* coincide avec P après la substitution x^ = —x.

Le théorème est démontré.
La question de solvabilité d'équations de la forme (1) m'a été posée par le

Professeur P. Guan, de l'Université de McMaster à Hamilton, Canada, à qui je
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voudrais exprimer ma gratitude.
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