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Quelques remarques sur le problème de Cauchy
pour des équations faiblement hyperboliques

FERRUCCIO COLOMBINI

§1 Introduction
Dans cet exposé* on s'intéresse au problème de Cauchy dans les classes de Gevrey
pour des équations faiblement hyperboliques avec racines de multiplicité variable. En
particulier on considère la question de la forte hyperbolicité Gevrey: on se donne un
opérateur hyperbolique P homogène d'ordre m, et on se démande dans quelles classes
de Gevrey le problème de Cauchy est bien posé quels que soient les termes d'ordre
inférieur qu'on ajoute à P. ( O n dira qu'une fonction / G C°°(î2), Î2 ouvert de R71,
est dans la classe de Gevrey £ 8 , pour s > 1, si VJ< compact dans Ï2 il existe deux
constantes A,B telles que iD^fÇx^ < BAH(a!)3 \/x £ K, Va e N71).
Il y a beaucoup de résultats sur ce sujet; en particulier Bronstein a montré ( voir
[1]) que si r est la plus grande multiplicité des racines caractéristiques de l'opérateur
P alors le problème de Cauchy est bien posé dans S8 pour s < ———; ce résultat

r — 1
est en général optimal, comme il est montré par l'opérateur très simple 9^ auquel il
suffit d'ajouter le terme cÇ~1 pour avoir que le problème de Cauchy (par rapport à la

T*
surface des données initiales S = {t = 0} ) n'est pas bien posé dans S3 si s > ——.

r — 1
On peut d'autre part espérer d'obtenir des résultats meilleurs ( c'est à dire des espaces
£8 avec s plus grand où le problème est bien posé ) en regardant comment les racines
dégénèrent. Dans cette direction on a le suivant résultat de Ivrii ( voir [7], et aussi
[8] pour une autre démonstration):

THÉORÈME. Soit P l'opérateur donné par

P = 9^ + a,(t)9t9^ + 0^)91

et soient r\{t\T^(t) les deux racines caractéristiques. Supposons que pour t > 0

^{t} - Ti(t) ^ ̂  ( c'est à dire (r^(t) - rt(t))t~k a une limite finie, non zéro, pour t
qui tend vers zéro ). Soit M un opérateur d'ordre 1. Alors le problème de Cauchy

2kpour P + M par rapport à {t = 0} est bien posé dans £8 si 1 < s < ——— et il n'est
k — 1

pas bien pose en général pour s ^ ———.
k — 1

Un exemple d'opérateur come ci-dessus est le suivant

p=^2_^

*Les résultats exposés ici ont été obtenus en collaboration avec Nicola Orrù (voir [5] pour des énoncés
plus complets et pour les démonstrations détaillées).
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Nous présentons ici une généralisation de ce théorème pour des opérateurs du troisième
ordre.
On considérera des cas assez particuliers, mais on cherchera à obtenir des résultats
très précises. On utilisera la méthode des estimations de l'énergie, en définissant des
énergies qui dépendent de quelques paramètres e, qui seront liés à la variable duale
^ Cette méthode s'inspire à celle qu'on a utilisé dans [3] pour étudier des équations
strictement hyperboliques à coefficients peu réguliers, et dans [4] pour des équations
faiblement hyperboliques du second ordre.
Il est intéressant d'observer que, grâce à cette méthode, nous ne sommes pas obligés à
supposer aucune régularité des racines caractéristiques, différemment à ce que souvent
on fait.
On trouvera des résultats proches à ceux que nous présentons dans [6], [7]; voir aussi
[9].

§2 Enoncés
On se place dans R< x R^, et l'on considère des opérateurs avec des coefficients de
classe (7°°, ne dépendant que de la variable *, définis dans un voisinage de t = 0.
On étudiera le problème de Cauchy par rapport à la surface S = {t = 0}, et on dira
qu'il est bien posé si on a existence ( et unicité) de la solution dans un voisinage de
l'origine.
Considérons d'abord le cas de dimension 1 d'espace. On a alors le théorème suivant:

THÉORÈME 1. Soit P = P(t,Qt,Q^ l'opérateur donné par

(1) P = <9? + ai(*)<9?<9, + a^tWi + a^t}Qi

et soient 7-1 (f) < r^(t) < r^{t) les trois racines caractéristiques. Soit M un opérateur
d'ordre <^ 2 à coefficients ne dépendant que de t. Supposons que, pour t >_ 0,

T2(<) - Tl(<) ~ t1 , T3(*) - T2(<) - ̂

où k et l sont deux nombres > 1 éventuellement égaux à oo ( k = oo signifie que
î3(*) - T2{t) = oÇt^ \/h ). On peut supposer k <l.

ïkSi k > 1 le problème de Cauchy pour P + M est bien posé dans S8 pour s < ———,
ZiK — 1

3kquelque soit M, et il n'est pas bien posé en général dans S3 si s :> ————.
^A* —— J.

Si k = 1, le problème est bien posé dans £8 pour s < 2 + x et non (en général ) pour
s > 2 + } .

Pour les cas k ( ou l ) = oo, on obtient l'exposant limite*; précisément si k = oo, Je
problème est bien posé pour s < |, et non pour s > |; si k = 1, l = oo, le problème

est bien posé pour s < 2, et non pour s > 2.

*Mais cette fois ci nous ne sommes pas capable à montrer la nécessité pour Pexposant limite.
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REMARQUE 1. On notera que si k = l = oo on retrouve l'exposant de Gevrey donné
^ . / r \

par Bronstein ^ ——- j , tandis que pour k < oo, on obtient un exposant meilleur,

même si / = oo.
REMARQUE 2. Pour appliquer le théorème ci-dessus il n'est pas nécessaire évidemment
de calculer les racines Ty; il suffit en effet de considérer les fonctions

m-^-r,)\ ^-n^-^
i<J i<j

qui sont des polynômes par rapport au coefficients aj de P, et de calculer l'ordre de
zéro de / et de g lorsque t tend vers zéro.
Le résultat du théorème 1 s'étend au cas de n variables d'espace; on a en effet le
suivant théorème:

THÉORÈME 2. Soit P un opérateur hyperbolique homogène du troisième ordre à
coefficients fonctions C°° de la variable t donné par

P=9^+a^t,9^+a^t,9^9t+a3(t,9^.

Soit ^ fixé dans R71 \ {0}; définissons Pindice de Gevrey s par rapport à ̂
Si pour ^ = ^ le tois racines caractéristiques sont distinctes^ en t == 0, Von pose
S^) = +00.

S'il y a une racine double ri(0, <^) = ï2(0, <^) et une racine simple r^O, ̂ ), soit / tel que
- îl -

7"i(^$) — ^(^O ^ t1 pour t qui tend vers zéro; on posera alors sÇ^) = ——— (.s(^) =
2 si / = oo).

Enfin s'il y a une racine de multiplicité trois on pose s(^) suivant le théorème 1.
Soit maintenant SQ = inf.s(^) = min.s(^).
Alors le problème de Cauchy pour P + M est bien posé dans S8 pour s < SQ, quel
que soit M opérateur d^ordre 2, et il n^est pas bien posé en général si s > SQ.

EXEMPLE Considérons l'opérateur

P = 9Ï - -^ (c^ + f2^) Q, + 9^ (̂  + |̂ )

et étudions le comportement des racines lorsque t —> 0, suivant les différents <^. On
trouve que, pour t —^ 0,

max[(T2 - Tl),(T3 ~ T2)] - ̂ J+^

t2^2
min[(T2 - Tl), (T3 - T2)] ~ r—————

V" ^2 "I"
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On a alors que:
si ^ = (0,1) 5(^) = 3, si ^ = (1,0) 5(^) = 2, autrement ̂ ) = 4.
L'opérateur P est donc fortement hyperbolique Gevrey pour s < 2.

§3 Esquisse de la preuve du théorème 1.
Montrons comment on obtient la condition suffisante.
Soit donc u une solution à support compact en x de Pu = Mu, où M est d'ordre
2; soit ^(<,<0 la transformée de Fourier de u(t,x) par rapport à x: cherchons des
estimations de la croissance de v lorsque |^| -> +00. La fonction v vérifie l'équation
ordinaire ( dépendant du paramètre <^)

(2) PÇt,9i,i^v=M(t,9t,i^v

Soit maintenant Lj l'opérateur ayant symbole Lj = (r - iïj(t)^ de façon analogue

Lhj = (r - ̂ 0(r - ir^) et 2.123 = P

( Tj, pour j = 1,2,3, sont les racines caractéristiques de P ). Nous pouvons alors
définir l'énergie qu'on utilisera pour les estimations; considérons d'abord le cas k > 1;
on pose

E(t^) = \L^v\2 + \L^v\2 + \L^v\2 + e{C (l^l2 + |̂ |2) +

(3) +^21W+^4H2+<;2^2H2,

où les paramètres 61,62, €3 seront choisis plus tard.\
A ce point il faut calculer E'(t^); par exemple pour calculer 9t\L^v\2 on a

ô<(-Li2u) = —ir^LîV - ir^Liv + £'123^ + i-r^L^v

et donc, compte tenu de (2) et du fait que £123 = P

9f\L^v\2 = 2Re(-ir[^L2vLi2V - ir^Liv~L^v+

+ MvL^v).

En traitant de façon analogue les autres termes, on obtient alors

E\t, 0 = 2Re(Mv) (J^v + ~L^v + ~L^v) +

+ 2Re{-îT[(t)^LîV - ir^t)^Liv)~L^v+

+ 2Re{-ir^t)^L3V - iT^t^L2v)~L^+

+ 2Re(-iT^Liv - ir[(t^L3v)J^+

+ e2^2J^e(Ll2v)I^+ e2^221^e(2.l2v)I2U+

+ e|e22^e(£23v)I3^+ c^ïRe {-iT[{t^v)î^v+

+€2^22Re (-ir^v)L2V + e^îRe {-ir^v)T^v+

+ ei^2ReL^ + €^2t\v\2 + e2^4t22ReLlVU.
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Il nous faut maintenant estimer des termes comme |<^i^|; d'un côté on a évidemment

1̂ 1 v\ < —\/~È\ d'autre part on a
^i

ÇL,V = ̂ L12-L^V

-ÎÏ2 + ÎÏ3

et donc \^v\ < G ' .
t^

En conclusion |<^id <^ C———\/~È.
t^ + ei

Par des calculs analogues sur les autres termes, on obtient

j^KcU—i 1 i 1 i e^! + €2^ 4-{ ) - [^+e,+t'+^+e,t+eï+W^+tï~T^+

+ e2—————— + <:2^t2 1 F(f}
3 (^< + ̂ )2 + (^+e,)(.3<+^)J £(f)-

On a utilisé le fait, prouvé par Bronstein [2] que les racines Tj(t, <^) sont lipschitziennes
par rapport à t.
On choisit maintenant

ei=|^|-1/3 e^lei-172 e3=|^|-

et l'on obtient ( pour |<^| > 1 )

2fc- l
3k

E(t) < E(0)exp (C\^ log(|^| + 1))

d'où la thèse.
Pour le cas k = 1 on définit l'énergie comme dans (3), mais sans le terme eJ^^H2,
et l'on procède d'une façon analogue.
REMARQUE Nous avons appliqué cette méthode au cas des opérateurs du quatrième
ordre, en obtenant de résultats analogues à ceux du théorème 1.
Pour montrer la partie nécessaire il suffit de choisir

M{t,Qt,9^=î9^

et évaluer les parties imaginaires des racines r = r{t^) du polynôme

r3 + a^r2 + a^t}Cr + a,(t^3 - ̂ 2.
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