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1. Introduction.

En 1974, A. Shnirelman énonçait le résultat suivant([15]):

"Soit M une variété riemannienne compacte dont le flot géodésique est ergodique (pour
la mesure de Liouville À sur le fibre unitaire cotangent), soit ( (j>k ) une base orthonormée
de fonctions propres du laplacien associé. Alors il existe une partie S de N de densité 1
telle que, pour tout opérateur pseudo-différentiel classique A d'ordre 0 on ait :

(A^,<^)—> / <ro(A)dÀ,
J S ^ M

quand k ç. S tend vers l'infini."

Une démonstration complète de ce résultat n'a été publiée que dix ans plus tard
par Zelditch ([19]) dans le cas des surfaces à courbures négatives constantes, puis par
Colin de Verdière ([2]) dans le cas général. Ainsi l'hypothèse d'ergodicité faite sur le
système dynamique associé à l'opérateur (i.e. le flot géodésique) entraîne que "presque
toutes" les fonctions propres se délocalisent asymptotiquement uniformément en espace et
en fréquence. En 1987 un résultat analogue a été prouvé par HeIffer-Martinez-Robert ([8])
pour un opérateur de Schrôdinger semi-classique. Notons que le résultat précédent est en
général faux pour une famille non orthonormée de fonctions propres.

L'objet de notre travail est de généraliser le résultat précédemment cité au problème
de Dirichlet sur un ouvert à bord Î2 de R/1. Les démonstrations de cette note sont données
dans [6]. Dans cette situation le système dynamique associé est le "billiard" sur îî. Le
premier exemple de billard ergodique a été introduit par Sinaï([14]) et décrit le mouvement
d'un point matériel sur un tore avec réflexions élastiques sur des obstacles sphériques fixes.
Comme les réflexions ont lieu sur des frontières strictement concaves, ce flot possède la
plupart des propriétés de type "chaotique" du flot géodésique sur une variété à courbure
négative. Mais il existe des billiards ergodiques convexes comme l'a montré Bunimovitch
([!]); l'exemple le plus simple étant le "stade". De tels exemples sont moralement "moins
ergodiques" que les précédents; toutefois le théorème suivant montre que les fonctions
propres associées possèdent des propriétés ergodiques analogues.

Théorème 1. Soit îî un ouvert convexe de R/1, dont la frontière est W2'00 (i.e. la
normale varie de façon lipschitzienne). On suppose que le billiard sur Î2 est ergodique. Soit
((f>k) une base orthonormale de fonctions propres pour le laplacien de Dirichlet sur îî. Alors
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il existe une partie S de N de densité 1 telle que pour tout opérateur pseudodifférentiel
d'ordre 0 A sur R71 on ait:

(1) (AWjk,!^) —^ / ao(A)dÀ.
JS^Q

quand k 6 S tend vers l'infini; où <7o(A) désigne le symbole principal de A, et X = dxdaÇ^)
est la mesure de Liouville de masse 1 sur 5*0.

Si Î2 est un ouvert strictement convexe à bord suffisamment régulier, Lazutkin ([12],
[13]) a montré que le flot du billiard sur Î2 n'est pas ergodique et a construit une sous-suite
de fonctions propres de densité > 0 ne possédant pas la propriété (1). Notons que la
frontière du stade ( et des billiards considérés dans [1] ) est bien de classe W2'00.

Il serait intéressant de savoir quand dans l'énoncé du théorème 1 on peut prendre
5=N.

Il semble très probable que les méthodes de notre article [6] puissent permettre
d'étendre le théorème 1 au cas du billiard de Sinaï.

Le principe de la preuve du théorème 1 consiste, comme dans [2], [15], [19] à se ramener
à un résultat de propagation de singularités pour des mesures de défaut microlocales.
Toutefois la présence ici d'un bord peu régulier rend délicat l'usage du théorème d'Egoroff,
aussi nous prouverons une version infinitésimale d'un résultat de propagation: une équation
de transport.

2. Mesures semi-classiques et propagation des singularités.

Posons:
^={Gr,0;:reft , |e|=l}

Les fonctions propres du théorème 1 sont solutions du problème:

~A^ = \k<f>k, <Môft = 0

Posons:

(2) ^=^lft , hk-=\f, Vk^hk0^
9n

On obtient alors l'équation:

(-/i^A - l)uk = hkVk ® San

On observe que Uk -x 0, et que les Uk sont supportés dans un compact fixe.
En utilisant une quantification positive des symboles on construit aisément une suite

{^k)k de mesures positives sur ̂ R" telle que /^(^R/1) = HÎ^H^ = 1 et que pour tout
opérateur pseudo-différentiel classique A d'ordre 0 on ait:

(Auk.Uk) - / ao(A)d^k -^ 0
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quand k tend vers l'infini. Dans la suite nous fixons une telle suite (^jk).
Proposition et définition 2. (voir [5] et [6])
Les distributions tempérées ^ 6 5''(R11 x R") pour lesquelles il existe une partie infinie

S C N telles que:

Va £ 5(R71 x R71), (a{x^ h^u^ Uk) ^ (^ a)

quand k ç. S tend vers l'infini, sont de la forme f adfi où ^ est une mesure de Radon
positive sur R^ de masse totale <_ limsup(\\Uk\\2^ On dit alors que ^ est une mesure
semi-classique associée à la suite (uk)k- On note M l'ensemble de ces mesures.

En utilisant les équations (2) on vérifie (voir [6]) que la suite (z^) est bornée dans
L^^QÇÏ) où QÇl est muni de la mesure de Lebesgue. Comme QÇl est de classe C1 on peut
définir (voir [6]) à l'aide d'une densité positive l'ensemble N des mesures semi-classiques
associées à la suite (vk)'

Proposition 3. Soit ^ ç M et S comme dans la proposition 2. Alors ^ est portée
par S*Û et pour tout opérateur pseudodifférentiel classique A d'ordre 0 sur R":

{Av,k,Uk) ̂  ^ o-o(A)^

quand k ç S tend vers l'infini. De plus M coïncide avec l'ensemble des valeurs
d'adhérences de la suite (^) pour la topologie vague de iS^R".

La preuve utilise le concept de mesure de défaut microlocal introduit dans [4] (voir
aussi [17]).

L'équation de transport suivante exprime la version infinitésimale de la propagation
des singularités.

Théorème 4. (voir [6]). Soit îî un ouvert borné connexe (éventuellement non con-
vexe) de R^, à bord T^2'00. Avec les notations ci-dessus, toute v ç. N est portée par
{(^,7) € T*c?îî, H < 1}. De plus, pour toute p. G M, il existe v ç. N telle que

(3) Î.9.,=-W.)/ .(^-^f-^-^.
2 ./H^i (C+(^ 7) - <^(^ 7), ri(x)}

où pour 7 G T^QÇl^ \^\ <^ 1, ^±(^,7) sont les deux vecteurs de norme 1 se projetant
orthogonalement sur 7 et, n(x) désigne la normale unitaire sortante sur ôîî.

Note: Si le bord est plus régulier, on vérifie que, dans la partie "glancing", v ne charge
que la zone "gliding" , et on obtient un résultat de propagation suivant les rayons glissants.

3. Convergence en moyenne.

Proposition 5. La suite (/^) converge vaguement vers A° = Is^çidxdaÇ^) au sens de
Césaro.

Idée de la preuve: Comme \° et les /^ 30^ des mesures de probabilités et que
À°(5'*îî) = 1, il suffit de prouver la convergence vague sur 5'*^. On applique alors comme

XI-3



dans [2] la méthode de l'équation de la chaleur. Le théorème taubérien de Karamata (voir
[18]) montre alors qu'il suffit de prouver que pour chaque a ç (^(^(îî)), a > 0, on a:

rr(AW^) f
Tr(e^) ^Js.^

quand t -> O4' , où A est un opérateur pseudo-différentiel de symbole principal a,
AO est le laplacien de Dirichlet sur îî et, les traces s'entendent au sens des opérateurs sur
•L2^. Soit y € C^°(^î) vérifiant ya = a. En utilisant le principe de "ne pas sentir la
frontière" de Kac ([9]) on montre alors que pour un e > 0, on a:

iT^A^e^0- e^)! ̂ lexp^) , < > 0
c r

On conclue alors aisément.

4. Mesures invariantes sur des billîards convexes.

R71 étant muni de sa métrique riemannienne canonique, on identifiera vecteurs tan-
gents et vecteurs cotangents à l'aide de cette métrique.

Introduisons quelques notations. Soit 0 un ouvert convexe de R" à bord C1 et soit
n = nÇx) la normale unitaire sortante sur <90. On note <9+5'*0 (resp.<9-5*0) l'ensemble
des vecteurs cotangents (a^) au-dessus de <90 tels que (^n{x)) > 0 (resp. {^n(x)) < 0),
et j l'involution de cL5'*0 U <94-5*0 échangeant un vecteur et son symétrique par rapport
à l'espace tangent à 90. On pose enfin:

5^0= 5*0 uô-5'*ou 9+5*0, et B(o)=5^o/-
où ^ identifie un point et son image par j.
Comme 0 est convexe, la trajectoire du billiard issue de (x,() ç. f?(îî) est celle d'un

point matériel partant à t=0 du point a* à la vitesse ̂  et se déplaçant dans û avec réflexions
suivant les lois de Descartes sur 50. Pour certains ouverts convexes il existe des trajectoires
du billiard qui ne sont pas définies pour tout temps t: la série des temps successifs entre
rebonds converge (voir [7]). Cependant l'ensemble de tels points est de mesure nulle pour
la mesure de Liouville (voir [10]j, on peut définir presque partout un flot (€?<) sur B(îî),
laissant invariant la projection À sur B(0) de la mesure de Liouville À; par définition îî
est un billiard ergodique si le système dynamique (B(îî), ((?<), A) l'est. Comme ((?<)
n'est pas continu en général, il est délicat de traduire le théorème 4 de propagation en
termes de mesures invariantes par le flot du billiard, c'est pourquoi nous introduirons plus
loin une classe particulière de mesures sur 9^.S*(î.

Pour t e R, Çx_, 0 e ̂ R^ posons Fi(x, Q = (x +1^ Q.
Pour a G 5^0, posons:

r±(a) = ±min{t > 0, F^) G 05*0} si a G 5*0 U ̂ 5*0, et

r±(a)=0 si aç9±5*0.
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La convexité de û permet alors de voir que r± est continue sur S11^. On considère
alors les deux applications propres suivantes:

p ̂ Û -^ 9+S^
a —> F^(a)a.

T:9^. S^^Q+S^Û
a —> poj(a)

Notons Mi l'ensemble des mesures de Radon p. sur SHÛ dont le prolongement fi° par
0 à l'ouvert S"^ U 5*0° de ^R71 satisfait à:

<^.^^0 est une mesure de Radon portée par 9^S*ÛU9+S*Û, et j(^.<9^0) = -^.c^°.
Notons MQ l'ensemble des mesures de Radon sur 9^.S*(î invariantes par T. Dans [6],

on obtient aisément la:
Proposition 6. L'application b:

^^W=-^p(^)

définit une bijection de Mi sur MQ. De plus, 6(^) = -^Qxl^\Q s * ù '

Voici un exemple fondamental d'élément de Mi: si A° est le prolongement de la mesure
de Liouville À par 0 à «S^R^ on a:

^A° = ^n{x)6a^x)da^)

Ainsi À 6 M,, et l = 6(A) est donnée par:

l{dxd^ = Wx)6ô^x)da^

Enfin, il est facile de voir que Î2 est un billiard ergodique si et seulement si le système
dynamique Ç9-^S*(î^T^l} est ergodique.

5. Utilisation de Pergodicité.

On suppose que Î2 est convexe et que le billiard est ergodique . Considérons S l'ouvert
U^R^0-!-5^) _de ^R". Pour chaque a € S, il existe un unique t = ((a) ç R tel
que Ff(a) 6 ô+^^îî, et l'application a --^ ((a) est continue. L'application suivante p:

S^Q^-S^
a-^p(a)=F<(^)(a)

est continue et p\snçi = P. Fixons une fonction y 6 C^R"), ^ 0, valant 1 près de
Î2. Posons
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(4)

rrik = -—p(^jk)

Les propositions 3 et 6, et le théorème 4 permettent de voir que:

TÇrrik) - mk — 0
À* —> 00

vaguement sur A" == ô+5'*Ù. De même, la proposition 5 entraine que:

1 N

(5) ^E^-^W
v / Â;==l

k -^ oo

vaguement sur X.
Enfin, comme /^ est une mesure de probabilité, on a:

(6) / hdmk < 1 hdl = 1
J x J x

où h = -r_ est continue > 0 sur X. Notre théorème 1 découle alors du résultat général
suivant:

Théorème 7.
Soient X un espace localement compact, métrisable, dénombrable à l'infini, T : X -^

X une application continue, et 1 une mesure de Radon > 0 finie sur X, invariante par
T. On suppose que le système dynamique (X,T,f) est ergodique. Alors, pour toute suite
(rrik) de mesures de Radon > 0 sur X vérifiant (4), (5), (6), il existe une partie infinie S
de N de densité 1 telle que:

mk -^ l vaguement sur X
k ̂  oo, k £ S
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