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EQuaTIiON DE HILL
A POTENTIEL MEROMORPHE

PAR
THIERRY RAMOND (*)

Ce travail porte sur ’équation de Hill:
(1) —u" +V(z)u = Eu

ou V : R - R est une fonction 7-périodique suffisamment réguliere et E un
parameétre réel. On reconnait dans (1) ’équation aux valeurs propres pour un
opérateur de Schrodinger périodique en dimension 1, et il est bien connu que
le spectre de ce type d’opérateur est constitué de bandes qui ne peuvent se
recouvrir qu’en leurs extrémités. Les intervalles qui séparent ces bandes sont
appelés intervalles d’instabilité, gaps ou encore lacunes. L’objet de cette étude est
d’obtenir une estimation de la largeur «,, de la n-iéme lacune afin en particulier
de déterminer si leur nombre est fini ou non.

Les résultats connus sur ce sujet sont peu nombreux et portent essentiellement sur
I'équation de Mathieu (ou V(z) = 2Xcos(2z)). Il existe une preuve tres simple,
due a Ince (1920) du fait que tous les gaps sont ouverts. Beaucoup plus récemment
(1980) J.Avron et B.Simon ont obtenu 'asymptotique de la largeur des intervalles
d’instabilité pour cette équation: v, = 8(A/4)™[(n — 1)!]7%(1 + O(n~2)) (voir [Av-
Si]). Signalons également ’étude faite par A.Grigis du cas des potentiels polynomes
trigonométriques (voir [Gr]).

Par contre il est bien connu que la taille des gaps est liée a la régularité du potentiel:
si V est C*®, on a v, = O(n™%°), alors que dans le cas réel-analytique on obtient
pour n assez grand et pour tout € > 0, v, < exp(—2(A —¢)n), ou 24 est la largeur
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de la plus grande bande du plan complexe centrée sur I’axe réel dans laquelle V
s’étend holomorphiquement.

Nous nous sommes intéressés aux potentiels réels-analytiques qui ne sont pas des
fonctions entieres et dont les poles les plus proches de ’axe réel sont simples, comme
par exemple V(z) = 1/(a — cos(2z)), ou a > 1. En reproduisant la démonstration
de Ince pour I’équation de Mathieu, on peut montrer dans ce cas particulier que
tous les gaps sont ouverts. Dans le cas géneral, notre résultat sur 'asymptotique

des 4, pour n grand montre qu’il y a une infinité de gaps ouverts pour cette classe
de potentiels:

RESULTAT:

Soit V. une fonction w-périodique, réelle-analytique qui s’étend dans la bande
B=R+i—(A4+n);(A+n)],(n >0) en une fonction méromorphe dont les seules
singularités sont des poles simples en ¢ = £iA+kn (k € Z), et soit v le résidu de
V(z) en chacun de ses péles de la demi-bande supérieure.

Pour v non-nul, il exziste deur symboles analytiques classiques ay,aq de symbole
principal 1 (voir [Ra]), un réel € > 0 et un entier N tel que, pour tout n > N on
a:

lo

1 n 1 - )n
@ | =41v]a() exp{-24n — ImvER gy (1)} + O(c= A+

n

La preuve de ce résultat repose sur la conjugaison de deux types de techniques. Il
s’agit d’une part de la méthode WKB complexe exacte qui permet de construire des
solutions dont on connait le développement asymptotique dans certains domaines
de la bande B, et dont l'introduction dans ce contexte est due a A.Grigis (cf [Gr]);
d’autre part nous utilisons des méthodes qui relévent de ’analyse microlocale
semi-classique développée par B.Helffer et J.Sjostrand (cf [Sj],[He-Sj]), qui nous
permettent d’obtenir des renseignements trés précis sur le comportement des
solutions au voisinage des poles. Nous commencgons par rappeler comment le calcul
de la taille des gaps se raméne a ’étude de la matrice d’un certain opérateur de
translation.

1.Gaps et matrice de translation

Supposons que l'on connaisse une solution w(z,E) de I’équation de Hill (1).
Puisque V' est réel sur le réel, w*(z, E), définie par w*(z, E) = w(z, E), est aussi
solution. Lorsqu’elles sont indépendantes w et w* forment une base de ’espace
S(E) des solutions de (1). Puisque V est w-périodique, on peut définir sur S(E)
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l'opérateur de translation 7 : Tw(z, E) = w(z 4+ 7, E), et la matrice T(E) de cet
opérateur dans la base (w,w*) est de la forme:

a(E) bE
) 1®=(i(5) az))

En utilisant le fait que les bornes E, E;} des intervalles d’instabilité sont exacte-
ment les valeurs du parametre E pour lesquelles il existe des solutions périodiques
ou antipériodiques pour la période 7, on montre la

PROPOSITION 1. — Soit S(E) largument de a(E). E est une des bornes d’un
intervalle d’instabilité ssi

| b(E) |
V1+|(E) [

Nous montrerons dans la suite que S(E) % —mV E et que b(E) = O(E~°). Avec
ces renseignements et la proposition précedente nous obtiendrons:

(4) S(E) = t arcsin

L 2LUE)|
"~ TS(E)

ou E, est une valeur quelconque de [E;;, E;f].

2.Solutions WKB

Parce que nous allons utiliser des techniques d’analyse semiclassique, nous posons
pour toute la suite E = 1/h?; I’équation de Hill s’écrit alors

(5) (h*D? — 1)u(z, k) + R*V(z)u(z,k) =0

On veut effectuer le changement de variable complexe

(6) 2(z,h) = /:(1 — KAV (2)) /24t

Pour ce faire, il nous faut nous placer dans un domaine simplement connexe 2
de la bande B dont ’adhérence ne contient ni pole de V' ni point tournant de
’équation (ie les zéros de (V(z) — 1/A?)). Dans ce domaine nous avons la

PROPOSITION 2. —
On peut construire des solutions de l’équation (5) de la forme
(1) wale,hy2s) = (1= BV(2))VAEED/ (2 (0 R) b 50, B)
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ot wx (., h,z4) est la solution de (5) qui vérifie les conditions de Cauchy:

@® { wi (v, h,z4) = (1 — B2V (c4)) "/ Aekiz(a )/h

De plus, si lon note QF (resp. Q) le plus grand ouvert du domaine Q pour tout
z duquel 1l existe un chemin joignant x4 (resp. x_) & = sur lequel t — Im(2(¢,h))
est strictement décroissante (resp. strictement croissante), alors on connait le

développement asymptotique de wy(z,h,zy) (resp. w—(z,h,z_)) pour tout z de
QF (resp. Q7).

En calculant des wronskiens a partir des solutions w4,w—,Tw4 et Tw—_ en des

points ou 'on connait leur développement asymptotique, on obtient le premier
résultat suivant:

PROPOSITION 3. —

i) Il existe un symbole analytique classique o de symbole principal 1 tel que

a(h) = e"i"/h ().

ii) Pour tout € > 0, on a b(h) = O(e2A=)/),

Le fait que ’on n’obtienne qu’une majoration pour les coefficients non-diagonaux
de la matrice T'(h) est directement lié & notre ignorance du développement
asymptotique des solutions dans un voisinage des poles. La suite de ce travail
va consister a retrouver ces développements asymptotiques en menant une étude
microlocale prés des poles. On commence par une premiére réduction qui nous
ramene a ’étude pres de o = 0 de I’équation:

(9) (h?2D? — Du(z, k) + K2 Vy(z)u(z, k) =0

ou Vo(z) =V(z+:4) = v/z(14+O(z)) preés de 0 (v étant le résidu de V en14). A
partir des solutions w4 de (5), on obtient des solutions wl = 7—; 4w+ de (9) dont
on connait le développement asymptotique dans certains ouverts 2%. Dans ces
mémes ouverts, on connait également le développement asymptotique des solutions
ul = et4/hy] (il suffit pour s’en convaincre de remarquer que z(z, k) = z+O0(h?)
(voir (6))). Dans la base (u%,u%) la matrice To(h) de 'opérateur de translation 7
devient

a(h) ezA/hb(h))

(10 folh) = (e—zA/hE(h) a(h)

Sur cette derniére expression on comprend l'intérét de I’étude de ’équation (9)
puisque le terme non-diagonal b(h) s’y retrouve multiplié par un facteur €24/ ce
qui, compte tenu de la PROPOSITION 3, permet de penser que ’on pourra accéder
a ce terme.
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3.Etude microlocale

Nous étudions maintenant 1’équation (9) dans un voisinage de l’origine, sous la
forme:

u+ h%u =
1) {Q + 0

ou Q(z,hD) = 7\1—,3%;5012D2 —-1), ¥(z)=140(z)

Les caractéristiques de I'opérateur @ sont {r = 0} U {£ = 1} U {{ = —1} et
sont simples en dehors de (0,1) et (0,—1) qui sont des points de branchements.
Nous utilisons alors un théoréme di a Helffer et Sjostrand pour nous ramener
microlocalement a ’étude de 'opérateur de branchement Qo(z,hD) = zhD. Nous
commengons par rappeler quelques notions d’analyse microlocale semiclassique.

DEFINITION 1. — Soit Z un ouvert de C et & une fonction continue 3 valeurs
réelles, définie sur Z. HP°(Z) est I’ensemble des fonctions f(z,h), définies dans
Zx]0,ho] qui sont analytiques dans Z pour tout h de ]0,ho] et telles que:
VK CC Z,Ye > 0,3C > 0,Y(z, k) € Kx]0, ko), |f(z, k)| < Cel2()+e)/h,

DEFINITION 2. — Soit f € HP(Z), et Z un ouvert de Z. On dit que f est nulle
dans HY*(Z), si: VK C Z,3C > 0,3e > 0,Vz € K, |f(z,})| < Cel2@=9)/k On
notera M S(f) le complémentaire du plus grand ouvert Z de Z pour lequel f =0
dans H¥¢(Z).

DEFINITION 3. — Soit ®¢(2) = (Im(z))?/2. On appelle transformation de Fourier-
Bros-Iagolnitzer (FBI) globale (ou transformation de Bargmann) l'opérateur qui a
u € L*(IR) associe la fontion (analytique en z) de L%(C,e™220(*)/% [(dz)), donnée
par

(12) Tu(z,h) = Ch_3/4/e—(z—y)2/2hu(y)dy

ou C est la constante qui rend cet opérateur unitaire.

Si Y est un voisinage réel d'un point y, de IR, on peut également faire agir
cette transformation sur des familles de distributions (up) de D'(Y’) dépendant
de h a condition que certaines normes de Sobolev de ces distributions aient une
croissance sous-exponentielle quand h — 0. On obtient alors des éléments de
H!I,"OC(Z You Z =Y X IR, dont les éléments seront appelés distributions définies

microlocalement prés de yo. On dira que (y,7) € IR? appartient au microsupport
de (up) et 'on notera encore (y,n) € MS(up) si y—in appartient au microsupport
de la distribution définie microlocalement 7 uj.

Nous énongons maintenant le théoréme de réduction (cf [He-Sj], appendice d):
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PROPOSITION 4. —

Il existe deuz opérateurs intégrauz de Fourier Ut et U™, deuz symboles analytiques
classiques F+ et F~ tels que:

u est une solution définie microlocalement prés de (0,0) de I’équation Qou = uu
(ie MS(Qou — pu) NV(o,0)y = 0, 0t V(g 0y est un petit voisinage de (0,0) dans IR?)

s1 et seulement st

Utu (resp. UTu) est une solution définie microlocalement prés de (0,1) (resp.
(0,—1)) de I’équation Qu = —h%u, avec p = FY(—=h% h) = vh?/2 + O(h?) (resp.
p=F~(=h%,h) = —vh?/2 + O(h3)).

L’étape suivante consiste bien slir en ’étude du modéle de branchement. Nous
cherchons des solutions de 1’équation Qgu = pu pour g # 0,| p |« 1. On trouve
aisément les solutions u4 et u— données par ug =| z |"*/* H(£z) ou H(z) est la
fonction de Heaviside. En utilisant la symétrie de Q¢ en z et D, on trouve deux
autres solutions vy et v— qui forment tout comme (u4,u—) une base de ’espace
des solutions distributions. La matrice de passage de la base (v4,v_) dans la base
(uy,u-) est appelée matrice de branchement et est donnée par:

h"'l“'iﬂ/h . e/,nr/Zh e—Hm/2h
(13) Byu(h) = —2—7r-—r(—l#/h) (e-—;ur/2h ohT/2h )

A partir de ces quatre solutions du modele, la PROPOSITION 4 fourni huit solutions
de notre équation, les unes définies microlocalement pres de (0,1) les autres pres
de (0, —1) et dont les microsupports sont parfaitement connus.

4.Recollements

La derniére étape de notre raisonnement consiste a microlocaliser nos solutions
WKB exactes, puis a les identifier a des combinaisons linéaires des huit solutions
données par le théoréme de réduction, ce qui permettra de déterminer la matrice

To (modulo des erreurs exponentiellement petites) a partir de la matrice de
branchement B,(h).

Il est aisé de voir que les solutions de ’équation (11) qui nous intéressent peuvent
s’étendre en des solutions analytiques dans le demi-plan inférieur. Nous définissons
alors quatre distributions solutions & partir des solutions ug,uy,7uf et Tug,
en prenant la valeur au bord de leur prolongement analytique. Apres action de
la transformation de FBI globale, nous considérons ug',uo- ,Tuf," et Tu, comme
solutions microlocales de ’équation.
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Pour identifier ces solutions a celles construites a partir du modele de branchement,
nous utilisons des renseignements précis sur leur microsupport. En particulier,
leur définition comme valeur au bord de fonctions analytiques dans le demi-
plan inférieur vérifiant certaines conditions de croissance entraine l’absence de

microsupport dans {(z,n) € IR?, > 1}. Enfin, aprés quelques calculs purement
algébriques, nous obtenons la

PROPOSITION 5. —

Il existe un réel € > 0 et deux symboles analytiques classiques «a et 8 de symbole
principal 1 tels que, pour h assez petit:

(14) b(h) = e 2AIhp=ivha(W/2y h 2 B(RY(1 + O(e /™))
Notre résultat est alors une conséquence simple des propositions 1, 3 et 5.
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