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Le problème cTAtiyah-Patodi-Sînger pour les
variétés à bord générales (non cylindriques)

GERD GRUBB

Département de Mathématiques, Université de Copenhague
Universitetsparken 5, DK-2100 Copenhague, Danemark

1. INTRODUCTION
Dans l'article fondamental [APS], Atiyah, Patodi et Singer ont étudié l'indice de certains

opérateurs aux dérivées partielles P: C°°(E) —> C°°(F) de premier ordre, où E et F sont
des fibres vectoriels C°° hermitiens de dimension 7V sur une variété C°° compacte X de
dimension n et de bord Y, avec des conditions au bord pseudodifférentiels; sous l'hypothèse
que la variété, les fibres et P ont une structure cylindrique au voisinage de Y (sont constants
dans la direction normale).

Nous étendons cet étude au cas général non cylindrique et montrons comment cela
donne lieu à un terme supplémentaire dans la formule de l'indice, et nous montrons des
nouvelles développements asymptotiques des traces des opérateurs "de chaleur" associés
aux problèmes aux limites, jusqu'au terme constant.

On trouvera des démonstrations détaillées dans Grubb [G2].

Plus précisément, il est supposé dans [APS] que sur un voisinage Xc de Y de la forme
Xc=Y x [0, c[ (de points notés x = {x1\ a^)), les fibres E et F sont des pull-back de E\y
resp. F\y (notés Ey resp. JFy), P est de la forme

(1-1) P=<7o(^+A) surXc,

où A est un opérator autoadjoint elliptique dans L^ÇEy) (par rapport à une densité dx'
sur Y), et o-o est un morphisme unitaire de Ey sur Fy. (Pour un exemple simple, prendre
X = T3 x [0,1] où T3 = S1 x S1 x S1 (donc Y = (T3 x {0}) U (T3 x {!})), et

(L2) ^0 ;)^(o -°.)̂ (-°i ;)^(° o)^^.
relié à l'opérateur de Dirac classique.) Désignant par II4" la projection orthogonale sur
l'espace propre non-négatif de A, on considère la réalisation ?n+ du problème aux limites

(1.3) Pu = f sur X, ÎI^JQU = 0 (avec 70^ = ̂ |v)-

L'opérateur ?n+ est un opérateur de Fredholm (voir Seeley [S3, Ch. VI]). Alors [APS]
montrent que l'indice est déterminé par la formule

(1-4) index ?n+ = ao — ^A, avec Y]A = ^(0) 4- dimkerA,

où r)Çs) est la fonction èta, défini par extension analytique en s du formule y/(.s) =
SA 7^0 ^jl^jl"3"1 (^es ^j étant les valeurs propres de A), et où ao est l'intégral sur X,

(1-5) CLQ = aodx,
J x
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d'une certaine fonction OQ définie des symboles de P et P* sur X. Dans le cas particulier
d'un opérateur de Dirac tordu sur une variété riemannienne de dimension paire, OQ dx
est représenté par une n-forme définie à partir des courbures associées à X et les fibres
(comme dans la formule d'indice locale, voir Atiyah-Bott-Patodi [ABP] et par exemple
Getzier [Ge], Roe [R]).

Nous considérons le cas où (1.1) est supposé d'avoir lieu seulement pour la partie prin-
cipale de P et seulement sur Y, donc

(1-6) P = ao(9^ + A + XnPi + VQ sur X^

où Pi est un opérateur d'ordre 1 dans E et ^ est un morphisme dans £'; en même temps,
X est muni d'une densité dx non nécessairement égal au produit dx'dxn sur J^c, et E et
F ne sont pas nécessairement des pull-backs de Ey et Py. Nous appelions P cylindrique
dans le cas où les hypothèses de [APS] sont satisfaites. (Pour les variétés riemanniennes on
prend pour Xn la coordonnée géodésique normale, et c^ est défini à l'aide d'une connexion
dans E.)

La réalisation ?n+ est encore définie comme l'opérateur allant de L^ÇE) dans L^{F\ de
domaine

(1-7) ^(Pn+) = [u G H\E) | II4^ =0},

pour un choix fixé de A (bien que la présence de ^ dans (1.6) permettrait d'autres choix).
On note par H^X, E) ou H^E) l'espace de Sobolev d'ordre s. L'opérateur ?n+ est encore
à indice, et nous avons d'abord un résultat assez naturel:

THEOREME 1.1. L ̂ indice de P]J+ est stable sous les perturbations suivantes: Le domaine
(1.7) est fixe, mais P est remplacé par P + P' + Q, où P1 est un opérateur continu de
H^^E) dans L^(F) de norme petit, et g est un opérateur quelconque continu de L^(E)
dans L^(F).

En particulier, Findice est stable sous de petites perturbations du symbol principal de
P, fixé sur Y, et donc

(1.8) index Pn+ = CQ - ̂ T]A,

où co est égal à ûo(Pe) pour une perturbation convenable Pc de P, telle que Pc est cylin-
drique dans un petit voisinage Xç de Y.

Cette observation permet en principe de trouver la valeur de la constante CQ, mais elle
ne dit pas assez sur la structure détaillée de CQ. On peut associer à P et P* une fonction
OQ analogue à celle mentionné dans (1.5) plus haut; alors si on définit 0,0 par (1.5), on a

(1.9) co = dQ + &o,

où &o est un nouveau terme "de frontière," qu'il reste à déterminer.
La stratégie générale pour trouver &o sera d'étendre l'analyse de [APS] à l'aide de certains

techniques pseudodifférentiels; nous expliquerons cela dans la Section 2, où nous montrons
des nouvelles formules de traces pour les deux opérateurs de chaleur associés au problème,
exp(—f(Pn+)*Pn+) et exp(—<P^+(P^+)ilc). On montre un développement asymptotique
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pour t —> 0 pour chacun des deux traces (et non seulement pour leur différence, la "super-
trace"), et on obtient comme corollaire que

60 == { /3o dx1,(1.10) 6o== f Podx'
JYY

où /3o est une fonction dérivée des symboles de P, P* et A au voisinage de Y.
Dans la Section 3 nous étudions bo en plus de détail. On trouve en général que bo est

non-nul. Dans le cas particulier des opérateurs de Dirac tordus, où on a une jolie formule
pour ao, on peut utiliser une autre stratégie (fondé sur le Th. 1.1), qui est d'analyser la
limite pour e —•> 0 de &o = ^(Pe) ~~ ^(-P) d^ manière précise. On montre (pour une
grande classe contenant les opérateurs de Dirac) comment /?o dx1 s'interprète comme une
(n — l)-forme sur Y contenant la deuxième forme fondamentale de Y dans X. Pour ces
opérateurs, &o est nul si n == 2, et est généralement non-nul pour n > 4.

Les généralisations antérieures de [APS] ont surtout traité des cas où la partie cylindrique
de la variété est remplacé par une partie conique, voir e.g. Cheeger [C], Brùning et Seeley
[BS]. [BS] traitent un cas conique à coefficients variables (appelle "asymptotically cone-
like"), où la perturbation ne donne pas lieu à un terme local supplémentaire dans la formule
d'indice, comme ici.

Nous remercions Péter B. Gilkey pour une correspondance stimulante sur les généralisa-
tions du problème APS en l'automne 1990. Nous remercions également Lars Hôrmander
pour des conversations utiles, et en particulier pour nous avoir donné accès aux notes très
instructives de son cours à Lund 1990 sur les variétés riemanniennes et les opérateurs aux
dérivées partielles associés. Quand nous l'avons consulté sur ces problèmes, il a fait une
esquisse du calcul de &o pour les opérateurs de Dirac tordus, que nous avons élaboré dans
[G2], voir aussi la Section 3 ici.

2. LA STRATÉGIE GÉNÉRALE.

Rappelions la méthode de [APS]. Le point de départ est la formule d'Atiyah, Bott et
Patodi [ABP]

(2.1)
indexPn+ == TT^(E) exp(-<2?i) - TT^(F) exp(-W^

où Pi = (Pn+rPn+, ^2 = Pn+(Ai+r;

ici (Pn+)* es^ ^a réalisation du problème adjoint à (1.3) (avec II ~ = 1 — II4'):

(2.2) P*v = g sur X, Tl-a^v = 0 sur Y

(donc î>i et 2?2 sont des réalisations de P*P resp. PP* définies par des conditions aux
limites pseudodifférentiels); et exp(-A'Di) et exp(—tT>^) sont les "opérateurs de chaleur"
associés. Les deux traces dans (2.1) ne sont pas calculées séparément; on utilise au lieu
que leur différence est proche à l'expression analogue, où P et P* sont remplacés par P° =
9^ + A resp. P01 == -Q^ + A sur Y x R+, définissant Ai = P°n- P^+, Az = P^+P°n-.

Z(t) = exp(-^Ai) - exp(-<A2),
' K{t} = Tr^(vxR^o) ZÇt)
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(E° == pull-back de Ey)- En effet, Z(t} est dominante au voisinage de Y, et plus loin de Y,
exp(—<'Z?i) et exp(—CP2) se comportent comme exp(—tP*P) resp. exp(—<PP*), où P*P
et PP* sont des extensions de P*P resp. PP*, définies dans E resp. F (extensions de E et
F à une variété compacte X de dimension n sans bord, dans laquelle X est sous-ensemble
C00).

En utilisant le fait (plus élémentaire que l'étude de Tr^(^) exp(—t'D,)) qu'on a des
développements asymptotiques complets des traces des opérateurs sur X,

Tr^ ̂  exp^P^P) ~ ̂  âij-,^0-^/2 pour t -^ 0, aij_n = / aij_nÇx)dx,

(2.4) 2 __ J6N j x

TT^F) exp(-*PP*) ~ ̂  aaj-n*0"""^2 pour < ̂  0, asj-n = ̂  a2,,-n(.r)d.r,
j€N Jx

(voir Minakshisundaram et Pleijel [MP], Seeley [Si, Sect. 2], [S2], Greiner [Gré]), [APS]
montrent que K(t) a le comportement asymptotique

00

(2.5) K(t) ~ ̂ a;,^0-^72 pour t -> 0, avec a°Q = -JT/A.
j=o

De ce fait en combinaison avec (2.1) et (2.4) et des estimations des noyaux ils tirent (1.4),
(1.5), avec ao{x) = a^j-n(x) - a^j^nÇx) (égal à 0 près de Y).

Pour traiter le cas général dépendant de Xn nous allons déterminer les deux traces
dans (2.1) séparément Pour les réalisations des problèmes aux limites, des développe-
ments comme (2.4) sont bien connus dans le cas différentiel voir [Gré] et [S2], et des
développements en un nombre fini de termes ont été obtenus pour une classe de problèmes
pseudodifférentiels de type plus régulier que î?i et î?2 dans Grubb [Gl]. Mais les conditions
aux limites qui définissent Pi et 2?2 sont pseudodifférentiels d^une manière irrégulière qui
exige un développement ultérieur.

Nous commençons par analyser les opérateurs exp(—(Ai) et exp(—^A2) sur le cylindre
Y x R+. On construit d'abord les résolvantes R^ ^ = (Ai -À)"1 et R^ = (Â2 -A)"1 pour
A £ C \ R-^.; ensuite les fonctions exponentielles sont définies par un intégral de Cauchy

(2.6) exp(-tAO=^ 1 e^R^dX,
Je

où C est une courbe convenable dans C, e.g. de la forme (avec ro > 0, OQ e]0,7r/2[):

C = { A = re^° | o o > r > r o } U { A = r^9 \ 0o < 6 < ÏTT - 0o }

U { A = re10^-^ |ro <r<oo),

entourant le spectre de AI dans la direction positive; et les traces sont évalués par des
formules analogues pour les symboles.

En considérant Ai et Â2 commes des réalisations de problèmes aux limites elliptiques
en une variable, à valeurs dans L^Ey\ où les fonctions de A sont définis par la théorie
spectrale, on montre:
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THÉORÈME 2.1. Posons
AA = (A2 - À)^, A' = A + 11°, n° = proj. ortho^. sur kerA,

AOO

G \ t l (T 1 T } — — ^-(^>i+y>i)AA -|A| / f \ î
(27) ^e,\U{X , X n ) — e 2(|A|+A^)AÂU(<W î!/r^^a!/r^î

^00

Go,Xu(x',Xn)= e-^^"^ 2(̂ |;̂ )|̂  < ,̂ j/n) rft/n.
»/0

Alors les résolvantes de Ai et Aa sur y x R+ sont de la forme

Rfx = Ç°A,+ + G0^ avec Q°^ = r+(P^ + A2 - À)-^,

G;̂  == Ge,A + G^ et G^ = Ge,A - G^x.

Dans (2.8), r"1' désigne la restriction à {x^ > 0} et e4' désigne Pextension par 0. Ici,
Q^ . est un o.p.d. dépendant d'une manière régulière de (^, A), tandis que les opérateurs
de Green singuliers G?e A et Go A on^ peu de régularité. Dans la terminologie de [Gl], Ge \
est de régularité 1 et Go,À est de régularité 0 (un o.g.s. est de régularité v essentiellement
quand le terme no. j dans le symbole est Hôldérien de degré v — j en ^f près de 0; on
permet ici des valeurs de v — j négatives). De plus, le symbole principal de (?e,A est P^
en ^ /, et celui de Go \ est impair en ^'.

Dans la construction des vraies résolvantes, ce résultat entraîne en premier lieu que

Ri^x = (î>i - A)-1 = ÇI,A,+ + G^ dans L^E\

^2,A = (î>2 - A)-1 = Ç2,A,+ + G^x dans £2^),

où Çt,A,+ = ̂ +Çi,Àe+ (de régularité +00) avec

Ç^ = (P^P - À)-1 dans L^X, Ë\

Ç2,A = (PP* - A)-1 dans L^X, F);

et GI^A et G^À sont des opérateurs de Green singuliers dépendant de A, de régularité 0,
comme o.g.s. paramétrisés, d'ordre —2. Nous définissons alors

(2.11) exp(-t0.) = Vi^Çt) + Wi(t} =^ f e-^Qi^ d\ + ̂  f e-^G^ dA, i = 1,2.
Je Je

Rappelions de [Gl, 4.2] l'importance de la régularité v. Si G\ est une famille d'opéra-
teurs d'ordre —2 et régularité v (entier), et W(t) = — F, e'^Gx cL\, alors la trace de W(t)
a un développement en n + v termes exactes; en particulier,

(i) Tr TV(t) = c-^-71/2 + ... + c-i<-1/2 + 0(t-1/8), si v = 0,

(ii) TrW(<) = c-nt-^2 + • • • + c^it-1/2 + co + 0(*3/8), si v = 1.

(Il s'agit de l'intégrabilité des termes du symbole au voisinage de ^ ==0.)
Les opérateurs Vi^Çt) sont de régularité +co et ont des développements complets comme

dans (2.4). Le fait que G^^\ et G^A sont de régularité 0 entraîne que les Wi(t) satisfont à
(2.12 i), et cela ne suffit pas encore pour déterminer l'indice, voir (2.1). Mais il est en effet
possible de faire une analyse plus fine en les comparant avec les G^ ^. Soit \ ç. (7°°([0, oo[)
tel que

(2.13) ^(a-n) ç [0, l], x{xn) == 1 pour Xn < ̂  X^Xn) = 0 pour Xn > j,

et soit \c = X^n/0)? prolongé par 0 hors de Y x [0,c].
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THÉORÈME 2.2. Les termes de Green singulier dans les résolvantes vérifient:

(2j4) G^ = ̂ Go^ + G(^
G2,x=Xc<roG^Xc+G^

où les G^sont d'ordre -3 et de régularité 0, donc de régularité 1 quand on les considère
comme opérateurs d'ordre —2.

En appliquant des formules comme (2.11) à (2.14), on obtient en vue de (2.8):

(2.15) wl{t} = ̂ -w)^ + ̂ <w)xc + wpa),
W2(t) = XcCroW^Wxc - Xc^W^t^Xc + Wf\t),

où les traces des termes W^^t) et des termes avec W^(t) ont le bon comportement comme
dans (2.12 ii). D'autre part, nous avons pour les "mauvais" termes avec Wo(t}, en vue de
(2.3), (2.5), (2.8):

Z(<) = (We(<) + ^o(<)) - W(<) - Wo(t)) == 2W,(<); donc

(2•16) Tr W^t) = ̂ (<) ~ f; ta;_^«-")/2 pour t -^ 0, avec ̂  = - ̂ .
j=o

On montre sans difficulté que

(2.17) Tr(^(<) - XcW^t)xc) = 0(<N) pour t -^ 0, tout JV.

Alors on peut conclure:

THÉORÈME 2.3. Les traces de exp(-<î?i) et exp(-<î>2) ont les développements asympto-
tiques pour t —> 0;

(2.18) TIW) ̂ -^ = ̂ -n^2 + • • • + Cl-l*"172 + Cl,0 - hA + 0(<3/8),

Tr^,(p) exp(-<î)2) = C2,-n<-"/2 + • • • + cs-i*-1/2 + C2,o + Î»?A + 0(t3^).

Les coefficients c,,j-n sont déterminés de la manière habituelle par calcul symbolique
dans des coordonnées locales. Plus précisément on a

(2-19) c,,j_n = a,,j_n + &,,,--„, pour i = 1,2, et j == 0,..., n,

où chaque a,,j_^ est l'intégrale sur X d'une function a,,j-^(a;) déterminée par les dérivées
des symboles de P et P* jusqu'à l'ordre j (et a,j_n = 0 pour j impair); et chaque &,,,_„
est l'intégrale sur Y d'une function /9,j-n(a;') déterminée par les dérivées jusqu'à l'ordre
j - 1 des symboles de P, P* et A sur V (avec ^,,_n = 0).

REMARQUE 2.4: L'estimation 0(<3/8) vient de la théorie générale de [Gl]. Pour le cas
particulier étudié ici, il paraît qu'on peut obtenir 0((1/2) en utilisant les formules explicites.

On a en particulier, grâce à (2.1):
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COROLLAIRE 2.5. Les coefficients introduits ci-dessus vérifient ci j^n = ^2 j-n pour j < n,
et

index Pn+ = GO + &o — ^A; avec

(2.20) ao = alîo "~ a2io == / a0^ dx^ a0^ = ̂ o^) "" ̂ o^),

bo = &i,o - &2,o = / W) dx1, /3oÇx') = /3^o(x1) - /?2,o(^).

Dans le cas traité dans [APS], /3i,o(^) = /?2,o(^) parce qu'ils sont dérivées du même
terme We(t) ÇW^Çt) = O^) dans ce cas), voir (2.8), (2.15).

Soulignons la conséquence de l'étude ci-dessus: Le ^mauvais" terme Wo(t) de régularité
0 dans exp(—(î?i) est précisément la moitié du terme Z(t) dans l'étude cylindrique, qui
donne la contribution èta à Vindice.

Les résultats sur les résolvantes permettent d'étudier encore d'autres fonctions de Pn+ ^
par exemple Pn+ exp(-Di) et (PiY-, on voit en utilisant [Gl, Sect. 4.4] que Tr^i)^ est
méromorphe pour Rez < 3/8 (Rez < 1/2 en vue de la Remarque 2.4).

3. CALCULATIONS DE &o-

II est maintenant intéressant d'essayer de calculer le nouveau terme &o dans la formule
de l'indice, et en particulier de montrer qu'il peut être non-nul.

Nous signalons que, bien que l'indice ne dépend que de P, les valeurs de ao et &o
dépendent du choix de P* (dans sa dépendence du choix de normes dans L^ÇE) et Z^P));
c'est seulement la valeur de ao + bo qui est fixée quand on fixe A et la norme dans L^Ey}.
EXEMPLE 3.1: Considérons le cas où

(3.1) P = Qx^ + A -h x^C^ ou bien
P = (1 + Xn}Q^ + A,(3.2)

sur Xç = Y x [0, c[, muni de la densité dx = dx'dx^^ et E = F est le pull-back de Ey sur
Xc, C étant un opérateur d'ordre 1 sur Y. Dans le cas n = 2, bo est déterminé par les
symboles d'ordre —3 de G^A et G^A près de Y. Alors on trouve par un calcul détaillé, en
utilisant la parité resp. imparité de Go,\ resp. Ge,\: Dans le cas (3.1) avec n = 2, bo = 0
si C est autoadjoint, mais autrement, bo peut être non nul, par exemple si

A - ( ° ~~~al} C - ( 0 1 °} snrY-S1

<9i 0 ;' ' V 0 0 ) ' sury-o •

Dans le cas (3.2) avec n = 2, bo i=- 0. (Là, si on remplace la densité dx^dx^ par la densité
Çl+x^^dx^dx^ sur Xc, le terme bo disparaît et toute la contribution locale des opérateurs
est contenue dans ao.)

L'exemple montre que bo est non nul en général.
Dans l'étude des opérateurs de Dirac (ou Dirac tordus) sur des variétés riemanniennes,

le choix de densité (et de norme hilbertien) est plus étroitement lié à la structure des
opérateurs.
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Décrirons ces opérateurs très rapidement (pour des exposés détaillés, voir e.g. Atiyah-
Bott-Patodi [ABP] et Roe [R]): On suppose que X est une variété riemannienne de dimen-
sion paire (n = 2fc), orientée et muni d'une structure de spin définie par un Spin(2fc)-fibré
principal P. On suppose en plus que F\ est un fibre vectoriel hermitien sur X. Alors le
produit tensoriel E\ -== S(P) 0 -Fi est un fibre de Clifford où C1(X) opère sur le premier
facteur; et E^ = E^. ® J5L, où E^ = 5±(P) ® Fi. Soit V^ une connexion unitaire sur Fi,
et notons par V^ la connexion sur E^ définie de la connexion de Levi-Civita V sur S(P)
et V^ sur jFi (par la formule ̂ ^{u (g) v) = (Vu) (g) v + u ® (V^v)); c'est une connexion
de Clifford. En composant V^ avec la multiplication de Clifford, on obtient l'opérateur
de Dirac tordu Dp^ dans C^ÇX.E^) = C°°{X,E^ © C°°(X,E^ il échange les sections
deE^

(3.1) Dp, = (̂  D^ ) , où D^ : C°°{X^E^ -. C°°(X^E^ D^ = ̂ *.

Le cas où F^ est le fibre trivial de dimension 1, donc E-^ == 5'j:(P), donne les opérateurs
de Dirac.

Puisque D~^ est principalement, au bord Y, de la même forme que les opérateurs étudiés
dans [APS, Sect. 4], la théorie précédente s'applique à P == D~^ , avec E = E^. et F = E-.

Pour le cas cylindrique (où la métrique riemannienne g est un produit, F^ est le pull-
back de Py, et la connexion V^ est constante dans la direction normale, sur un voisinage
Xc = Y x [0, c[), Atiyah, Patodi et Singer ont montré dans [APS, (4.3)] la formule suivante
pour aoÇD^) (voir (2.20)):

(3.4) ûo(P^)= / AChFi;
Jx

ici A et Ch F\ (la caractère de Chern) sont certains polynômes dans les formes de courbure
de g resp. de V^. On a la formule compacte pour A (voir [ABP], Getzier [Ge], [R]):

—, - / " ( î î / 4 7 n )
(3-5) A = J d e i ^ / }

sinh(îî/47ri)î

où Î2 est la matrice de courbure riemannienne îi^ = ^ Y - ,, ^Rmij^dx^ A dx3 les
Z ^-^^Ï,J——A,..., TA ^

R^iji étant les éléments du tenseur de courbure riemannienne. (3.5) doit être lu comme
un développement en séries de Taylor, c'est en effet un polynôme en les éléments de îî (les
puissances d'ordre > n/2 sont nuls). Par exemple,

^ r i , pour n = 2,

- ' ^ A = l 1 + è Tr[(f2/47r)2], pour n = 4.
^s.

Seulement les formes de degré n dans AChF^ entrent dans l'intégrale (3.4).
Grâce à ces formules on peut fonder l'analyse de bo sur le Théorème 1.1.
Nous considérons le cas où la métrique g n'est pas constante en la coordonnée normale

géodésique a^. Dans Xc on peut l'écrire sous la forme

(3.7) g = ((te")2 + <??,
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où gÇ est une métrique riemannienne sur Y pour chaque .r^. Nous allons comparer cette
métrique avec la métrique suivante, pour e ^ c,

(3.8) g^ = x.((^71)2 + ̂ ) + (1 - xe}g

(voir (2.13) fF. pour \s), qui est de la forme étudiée dans [APS]. Notre calcul est fondé sur
une esquisse de L. Hôrmander.

Soit P = D^ un opérator de Dirac tordu sur X avec la métrique (7, et soit Pc la variante
obtenue en remplaçant g par g^. Sur Xc = Y x [0,c[ nous identifions Fi avec le pull-back
de Fi |y, y compris la métrique hermitienne, et nous prenons la connexion V^ constante
en a;71 £ [0,c[; cette hypothèse est la même pour P et Pe. (Elle est vérifiée en particulier
par les opérateurs de Dirac.)

Soit As l'expression (3.5) pour g^. Puisque le symbole de Pc converge vers celui de P
pour e --> 0, on a, grâce au Théorème 1.1,

(3.9) index(Pn+) = / A, ChFi - ̂
Jx

pour e suffisamment petit. Donc, par (2.20),

(3.10) / A^ChFi=ao+&o,
Jx

d'où il résulte, quand on définit OQ par (3.4),

(3.11) &o = lim / AeChFi - /ff-*0 Jx Jx
60= lim / AeChFi- / AChFi.ff-*0 Jx Jx

On peut calculer cette limite en considérant le développement de Taylor de gÇ en
a^. Soit x ' = (.r1,... ..r"'""1) un système de coordonnées geodésiques dans Y (au voisi-
nage d'un point y représenté par 0), et soit x"^ comme ci-dessus, alors la métrique s'écrit
9 = 'Ej^nQjkÇx'.x^dx^dx1' avec 5 ,̂ = gnj = Opourj < n, gnn = 1, et ^(^,0) = 8jk+
0(|a;'|2), pour \x'\ et x^ < c. La deuxième forme fondamentale h = ̂  • ^<^_i hjjçÇx^dx3dx^
s'identifie à — j Z^,fc<n-i 9n9jk(x1,0)dxJdxk. Alors

(3.12) <7f= ^ ^(^^^)^d.rfc=^-2^A+0((.ry^)2);
j,Â;<n-l

nous écrivons 0(a) pour indiquer une forme à coefficients < C\a\ pour \x*\ et .rn < c, avec
C indépendante de x et de e. Par conséquent, en vue de (3.7) et (3.8),

^)-9=X(^)(2^7^+0((^)2))(3.13)
=^(^)(2^+0(^))= 1^0(6),

où on a mis t\(t) = y(t) et noté par le la fonction caractéristique de {x71 < e}. En plus,

QnÇg^ - g) - y'(^)(2/» + OQr")) + <^)0(£) - le0(l),
(3.14) Q2^ - g) = ̂ "Ç^(2h + OÇx^ + ̂ (^)0(1) + <^)0(e)

=y'(^)2/t+1.0(l),

V I I I - 9



et on a des estimations pareilles pour les dérivées en x ' ' . Dans le passage à la limite
(3.11) on trouvera que les termes composés de facteurs le0(l) vont disparaître; d'autre
part, ^"(^-) converge vers -SÇx"), où 6 est la mesure de Dirac. (Plus précisément, la
convergence prend lieu dans T>\} - c,c[), quand on laisse a;" e] - c,c[ en prenant une
extension X de X.) Nous avons aussi besoin du fait que

(3.15) ^(^)(y'(^) _ i)._ ^^^TO) pour 6^0, ^ G N .

La matrice et le tenseur de courbure pour g^ sont définis par

^ = (Çî,(e)m.\ - (\^ a^^O.^} 0^ - \^ 7?= A « A ^ 3
^ ^m,l<n~ \2^g "« )m,l<n^ " " k l - 7 . ^ijkl^ A dx3,

(3.16)
RW = 9^, - ô^ + ̂ oyr^ - rj^r^),ÎL^, = ôiT',, - ôiT^ + ̂  (r'.. '"F6. - r6."*??.

m<n

où les Ffjy et r^/ sont les symboles de Christoffel, définis en général par:

(3.17) r^ = i(c^ + 9^ - 9,g^ = r,.,, r^1 = ̂ g13^
j<n

avec {9^)1 j<n = ((^•fc)i,Jk<n)~1; voir e.g. Roe [R], Klingenberg [K].
La limite de fî^ et ses puissances sont calculées par insertion de (3.13), (3.14) ff. dans

ces formules. On trouve que y " apparaît toujours à la puissance 1 (parce qu'il est toujours
couplé avec une forme dx3 A dxn, et dx" A dx" = 0). En renvoyant à [G2] pour les détails
nous formulons le résultat:

THÉORÈME 3.2. Pour tout entier a > 1 il existe un polynôme q^ en là matrice de courbure
de Çdx^2 +gfy et certaines matrices formées de la deuxième forme fondamentale h, tel que

(3.18) (^r^^+ç^71), pour 6-^0.
Il s'ensuit que

(3.19) / (îi^)" ChFi ̂  / ̂  ChFi + / SÇx^ ChFi, pour e -. 0.
Jx Jx Jx

Désignons par Bp^ la forme obtenue de la manière suivante: Dans ACh Fi on remplace ̂
par q^, on prend la forme de degré n, et on remplace là dx1 A • • • A dx^ par dx1 A • • • A dx^1.
Alors nous avons:

THÉORÈME 3.3. Quand P est un opérateur de Dirac tordu satisfaisant aux hypothèses
décrites plus haut,

index ?n+ = OQ + bo — |̂ , où
(3.20) r ^ r

ao= / AChFi, 60= / BF,.
J x JY

Notons que bo = 0 si n = 2, simplement parce que Aç = 1 pour tout e dans ce cas,
voir (3.6). (Voir aussi Gilkey [Gi2].) D'autre part, pour n pair > 4, on peut donner des
exemples simples explicits montrant que bo ^ 0 en général (voir [G2]).

Pour éliminer l'hypothèse que la métrique hermitienne de F\ et la connexion V^ sont
constants en a:", il faut considérer (3.11) avec ChFi remplacée par une caractère de Chern
dépendant de e, et faire encore une étude de perturbation.
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