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0. Introduction.
La méthode H.U.M. (Hilbert Uniqueness Method) développée par

J.L. LIONS [7] permet d'étudier le contrôle des solutions d'équations
aux dérivées partielles. Notre discussion se bornera au cas des équations
hyperboliques. Le contrôle au sens le plus fort, c'est-à-dire l'existence de
contrôle pour des données dans des espaces fonctionnels classiques (ici
L2 xH"1 ) a été résolu par BARDOS, LEBEAU et RAUCH [2]. Mais H.U.M.
permet aussi de construire de façon implicite, des espaces de données
pour lesquelles il existe un contrôle. Ce résultat repose sur un théorème
d'unicité, (voir le théorème 3.1 de Lions). Ce théorème n'est démontré
que dans deux cas, pour des opérateurs à coefficients analytiques, c'est
alors une conséquence du théorème d'Holmgren et dans le cadre étudié
par Bardos, Lebeau et Rauch.

Nous présentons, ici, ce théorème pour des opérateurs à coeffi-
cients peu réguliers. Notre méthode repose sur une idée de RAUCH et
TAYLOR [8] reprise également par LERNER [6]. Essentiellement, ces au-
teurs démontrent le résultat suivant, si u(t^x) est solution d'une équation
hyperbolique \D] — A(x^Ds) \u(t^x) = 0 où A est elliptique, A > 0 et
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u(t,x) = 0 pour tout x 6 B(0,r), r > 0 et tout t ç. R alors n = 0 pour
tout x et (.

La méthode est la suivante. Ils posent :

^,^) = ̂ À /e-T<"+t»-t)\(<,:r)dt .
Y ^'* J

On a:
D?Î;A+AÎ;A=O et Î ;A==O

pour (t,x) 6 R xB(0,r).

On applique le théorème (Tunicité pour les opérateurs elliptiques, on
obtient que v\ = 0, ce qui implique que u = 0 car

v\(0,x) ————^u(t,x) .
À—H-oo

Notre théorème 1 est une version locale de ce résultat. On pose :

^M = \fi- F e-^^-^u^dt
Y AT* J—T

On a alors :
DÎV^+Av^OÇe-^)

et
vx = 0 pour (<, a;) € ]-T, r[ x B(0, r) .

Ce qui ne permet pas d^appliquer le théorème d^unicité. Mais on reporte
ceci dans une inégalité de Carleman, démontrée par HÔRMANDER [3], [4]
ce qui permet de prouver que v\ = 0(6"'°^). En faisant tendre À vers
l'infini, cela implique que u(to^x) = 0.

!• Résultats.
Soit fî un ouvert connexe dç Rn.

Soit A(x^Djc) un opérateur elliptique
_ n

A(x,D^) == ^ aij(x)D^D^ + ̂ ai(x)D^ + ao(x) .
n^ij^l »=1

(dij(x)) est une matrice réelle définie positive, et il existe deux constantes
strictement positives C\ et Cî telles que pour tout x 6 îî et tout ç G R",

C2\tf> ^ a^x)^>C,\tf .
n>»j>l

Les applications a»j(a?) sont (^(fî), il existe donc une constante

I r\ / \
positive €3 telle que —^—— ^ Cz pour x € ft, 1 < ij < n.Qx
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Les applications aj, j = 0,..., n appartiennent à L°°.

Soit u(t^x) vérifiant:

D^u(t,x) - A(x,D^)u(t,x) = 0
pour (t,x) 6]-T,T[xîî.

On suppose que u G H^ (]-T, T[xîî) ou que u ç C°(]-T, T[, H^ (ïï))n
C\}-T, T[, L2^ (îî)). On suppose que :

u(t, x) = 0 pour ((, x) G ]-T, T[ x B(xo, ro) ,

où .ro 6 îî, r-o > 0 et B(a;o,yo) C H.

On note |a? — y\ la distance euclidienne de F^ et d(x^y) la distance
géodésique dans îî, pour la métrique euclidienne.

On note D = Sup {d(xo^x)^ pour x 6 îi}. On suppose que D^+oo.
(Il est facile de construire des ouverts connexes de ^, n > 2 vérifiant
D=+oo).

THÉORÈME 1. H existe un réel K strictement positif ( K ne dépend que
de Ci et C^) tel que si T > KD alors

u(t,x) =0 pour (*,a:) e]-Ti,Ti[ x Sî ou Ti = T -KD .

COMMENTAIRES :

i) Ce théorème peut être appliqué d'une manière purement locale. Pour
T fixé on peut trouver un domaine de ]—r,T[ x îî sur lequel u s'annule.
En particulier le théorème 1 est faux si A dépend de t. En effet, en prenant
pour A le Laplacien positif le théorème d'ALINHAC [1] permet de trouver
uÇt^x) et a(t,x) des fonctions C°° vérifiant:

[jO?~A+a(<,.r)]îx(t,.r)=0

dans V un voisinage de (t^x) = (0,0) et Suppu = {x^ > —6\x'\2} n Y,
où x = (a;, a;'), 6 > 0. Ce qui est contradictoire avec le théorème 1.

On résume la situation dans ce schéma.
t

Domaine d'annulation de u
quand le théorème 1 est vrai
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îî) Quand A est à coefficients analytiques, (A peut alors dépendre de (),
ce théorème est une conséquence du théorème d'Holmgren. Dans ce cas la
constante K trouvée dans le théorème 1 est bien moins bonne que celle
donnée par le théorème d'Holmgren.

iii) Ces deux remarques, et la méthode de démonstration suggèrent
que Panalyticité par rapport à t est la bonne hypothèse pour obtenir le
théorème 1.

iv) Ce théorème permet de résoudre un problème posé dans le livre
de LAVRENTÈV, ROMANOV et SHISTATSKII [5], étudié par RAUCH et
TAYLOR [8] et par LERNER [6]. La question est la suivante : si u vérifie

9?u - Q^u - Q^u + a(x,y)u = 0
u L<o= ° -

a-t-on u = O?

Lerner a donné une réponse positive à cette question si les hypothèses
sont globales sur R^ ^ x R(. Le théorème 1 donne une réponse positive si
les hypothèses sont locales en (x^y^t).

Ce type de résultat permet d^aborder le problème de détermination
d'une source connaissant le signal reçu. Ainsi le cas a =. 0 a été étudié par
SYMES [9].
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