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Opérateur de diffraction pour le systeme de Maxwell en
métrique de Schwarzschild

Alain BACHELOT

Abstract - We study the electromagnetic scattering by spherical black-hole. Maxwell's
equations are written in Schwarzschild coordinates : electromagnetic tensor is replaced with
electric and magnetic fields in three dimensional absolute space. We introduce a set of wave
operators, Wz, Wj , yielding an electromagnetic field given an asymptotic behavior far from
the black-hole, Wz , and near the Schwarzschild radius, Wi , as universal time ¢ — + oo . The
long range interactions are eliminated by identifying the radial coordinate in asymptotic
Minkowski space with Regge-Wheeler parameter. After a variables separation thanks to
generalised vector spherical harmonics of Gel'fand and éapiro, the existence of scattering
operator is proved by using a Birman-Kato method , in particular, asymptotic completeness of
Wi implies Damour-Znajeck condition : near the horizon, the fields of finite redshifted
energy are described by ingoing plane waves. The Membrane Paradigm is justified :
scattering operator can be approximated by putting impedence condition on streched horizon.
We interpret these results on Kruskal universe : existence of W;_l assures the characteristic
Cauchy problem with data on past horizons is well posed in Schwarzschild submanifold, and

asymptotic completeness of W;1 allows to define the trace of the solution on future horizons.

I - Equations de Maxwell dans I’espace-temps de Schwarzschild

On étudie le champ électromagnétique hors d’'un trou noir sphérique de
rayon r, > 0, décrit par la métrique de Schwarzschild

@) ds?=a?dt? - a2dr? - r2do? +sin20 de? ,a=QA-r,r’H2 r <r,

Cette métrique présente une singularité fictive a “I'horizon” I' = R, x {r = r} x
S2 et aucune géodésique nulle n’atteint I' en un temps fini . En coordonnée de
Wheeler r_, I'équation d’'une géodésique radiale nulle est

¢)) t=tr +C , r,=r+r n@-r).

Dans le vide de Schwarzschild le tenseur de Maxwell F vérifie les équations :
3) dF =0 , d+F =0,

ou « est I'opérateur de Hodge associé a la métrique (1). On décompose F en
champs électrique et magnétique relativement au champ de vecteur u = ol 9,
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E’_l = Fu,v u’, B“=—(o F)#’v uVv.

En posant
iy = (Ef,Eé,E<?’,Bf,Bé,B‘?’) = (E, B),
ou
X=Xao.+ Xér‘169+X¢(rsin6)‘1d¢ , X=EB,

les équations de Maxwell (3) prennent la forme familiére

¢y, 0,U=-iHU , V4.E=V4,.B =0,
avec
0 - rszqne ¢ rs?nG Jg sinf
H - i(-vgxa Vyoxa) , Vgxa=| %o, 0 -%o,ra
—%69 %6rra 0

Vg.X=0r20,¢2X")+ (rsin6) [0, sin6 X%) +0,X?]

S’il n’y a pas de trou noir a = 1 et on retrouve la dynamique libre exprimée en
coordonnées sphériques dans 1’ espace-temps de Minkowski . On introduit
I'espace de Hilbert d’énergie “décalée vers le rouge” finie:

* = [L2Qr,, +ool ,x S2 ,r2 dr dw))®
et le sous espace des champs de divergence nulle :

*¥O-Uex ,vy.E=Vy.B=0}.

Comme dans le cas d’un obstacle dans I'’espace euclidien le second espace de
cohomologie est non trivial:

H2-WUe#® ,HU=-00={U=%r2,0,0,br20,0),a,be C}.

La théorie de la diffraction conduit naturellement a introduire I'orthogonal ¥
de H2 dans #©:

O - POH:, #={Ueck®,|E" drdw=]B" drdw-=0}.

On consideére l'opérateur H comme un opérateur différentiel défini au sens des
distributions
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THEOREME 1- Pour = ¥ , #O oy , H est autoadjoint sur & ,de
domaine dense D(H| ) = {Ueé , HU €&}

Le probleme de Cauchy associé a (4) est ainsi résolu par le théoréme de Stone.

La métrique de Schwarzschild admet des géodésiques fermées: tous les
grands cercles de la sphére de rayon 3r /2 appelée spheére des photons. Il existe
aussi des géodésiques nulles asymptotes a cette sphére. Les singularités des
champs peuvent ainsi rester piégées ; néanmoins il n’existe pas de solution
peériodique:

THEOREME 2 - Le spectre ponctuel de H sur ¥ est vide.

On en déduit la décroissance I’énergie locale et existence des opérateurs
d’onde. L’étude du cas scalaire a été menée par Dimock [3] .

II - Opérateurs d’onde a linfini

L’univers de Schwarzschild est asymptotiquement plat et loin du trou noir
on compare l’hamiltonien H avec I’hamiltonien de 1’électromagnétisme

classique H,, :
. 0 rot
Ho =1 ( -rot 0 )’

dans 'espace de Minkowski muni de la métrique
ds? = dt? - dp? - p%(d62 + 5in%9 dpd , 0<p.

Le fait que les géodésiques radiales nulles dans I’espace de Schwarzschild
admettent la méme équation (2) que dans I'espace plat invite a identifier petr,
On évite ainsi les intéractions de longue portée entre les champs gravitationel
et électromagnétique en choisissant

6) p=r,>0.

Plus précisement , H- H  contient encore une perturbation de longue portée,
mais par ce choix, celle-ci affecte seulement les composantes radiales qui
décroissent plus vite que le champ total; cette conséquence fondamentale de
I'invariance par rotation du systéme de Maxwell, compense l’effet longue
portée et permet de construire les opérateurs d’ondes classiques sans les
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modifications nécessaires dans le cas scalaire.On introduit les espaces usuels
d’énergie finie:

v tepf @l q F b & 2 2 .2 6
#,={U,=4EL, ES E?,BY,BY, BDe [LAR}, xS2,r2dr, dw)]%,

*,-{U,=%E,,B)e ¥, ;divE,=divB,=0}.

Etant donnée une fonction de troncature x € C*(R ;.) satisfaisant, x (r,) = 0
pour 0<r, <a,et x,(r,)=1 pour r,>b,avec 0 <a<bd, on construit un

opérateur d’identification S ;: * 0 # en posant :
IoUo=x,U, for r, 20, S U =0 for r <0.

On définit les opérateurs d’onde classiques :

+ _ . itH -itH, ”
WoU, = tﬁrg}oe Sgoe clU, dans ¥ .

THEOREME 3 - Les opérateurs Wg sont définis de ¥ , dans ¥, sont
indépendants de x,, et |[W3 | <1.

IIT - Opérateurs d’onde a I’horizon du trou noir

H dégénere quand r — r, , mais raH@ro) ! admet une limite formelle

Hy
0 h 0 O 0
H1=i 1 , h1= 0 0 _ar.
hy 0 0 0 0
s

H, est essentiellement ’hamiltonien de Maxwell dans la métrique de Rindler
qui approche la métrique de Schwarzschild prés de I’horizon. On introduit les
espaces de Hilbert:

#,-wW,-4 B9, E}, B, BY ,BD e [L2R, xS2, dr, do)1®

#:-(Ue# ;Er =B -+E9+BY-+E}-BY-0}.

Les champs de Jf‘i(') ont une polarisation gauche ( droite) et se comportent
comme des ondes planes tombant & travers I’horizon futur (émergeant de
I’horizon passé) du trou noir:

Ui =y )e, ,0)=Uctr,, o).
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Etant donnée une fonction de troncature x1€ C ®(R ».) satisfaisant x(r,) =1
pour r,<c,x(r,)=0 pour r, >d,avec c<d < 0, on construit un opérateur

~

d’identification J: * 1~ ¥ en posant
S U =G x Uy,
et on définit les opérateurs d’onde classiques:

WilU,= limetHyg ety dans # .
1= tm 1 1
Le potentiel de Schwarzschild étant exponentiellement décroissant quand r, —
-00 , on prouve par la méthode de Cook le:

THEOREME 4 -Les opérateurs W  sont définis de ¥ fdans ¥, sont indépendants
dexq et [Wil <1.

IV - Complétude asymptotique

Pour décrire le comportement du champ loin du trou noir on introduit
Popérateur

W, U= lim eltHog? e dans #,.
t—o+00
A Tinfini de 'univers de Schwarzschild, le champ électromagnétique est

asymptote a un champ libre dans I'’espace de Minkowski:

THEOREME 5 - L'opérateur W est défini de ¥ dans ¥ ,, est indépendant de
Xo € W, |l <1.

Pour décrire le champ prés du trou noir quand ¢ —» +o0o on introduit
l'opérateur
W, U= lim M1yt ey dans #,.

t—+00

THEOREME 6 - L'opérateur W, est défini de ¥ dans X7, est indépendant de
x1 et Wl < 1.

L’interprétation physique de ce résultat est la célebre condition

d'impédance de T.Damour [2] . Plus précisement le profil asymptotique des
champs satisfait la condition dissipative de polarisation gauche rentrante:
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THEOREME 7 - Soit U dans ¥ vérifiant
(6 U=Hf , felC¥Qr,, +olxSH]6.

Onnote e tH [J = t(Ef yeens B¢). Alors pour tout seR , il existe el - b® dans
C°°(Sz) tels qu’on ait les limites suivantes dans C°°(Sz) quandr—>r,, t+r =s :

Ef et ,Bf b, B0 > &9, arE? = ¢?, arB? - b9, 0rB? - b®.
De plus on a:

) - p? | ob-pf

’

®) 0 e + (sin) ™ [0(sind ) + 9, e%1 = 0 .

Remarquons que le théoréeme 2 assure que I'’espace des données vérifiant
(6) est dense dans ¥ . Ainsi ’horizon du trou noir est analogue a une sphere de
résistivité 377 ohms (impédance du vide) dans l’espace euclidien: (7)
correspond a la condition d’impédance et (8) a la conservation de la charge. On
a un résultat analogue quand r —» o : il existe el ,..,b% dans C®(S 2y tels
qu’on ait les limites suivantes dans C*(S?) quand r »o0, t-r, =5 :

r2Ef > ef 2B bf,rEé—> eé,rE‘?’—» e‘A",rBé—e bé, rB® - b®.

De plus le profil asymptotique du champ satisfait la condition de radiation
sortante de Sommerfeld :

d - p® , e? - b0 .

La preuve de ces résultats repose sur le découplage du systéme par
séparation de variables & 1’aide des harmoniques sphériques vectorielles
généralisées de Gelfand et Sapiro qui raméne le probleme a I'étude

b

d’équations d’ondes avec des potentiels & courte portée; on emploie alors les
méthodes de Birman et Kato.

Nous pouvons maintenant introduire l'opérateur de diffraction S en
posant

W xX,-% , WULUY=W{U +W;U,,

W: #-Hix%, , W) =(WU,WU),S=WW :X]x¥, > XxL,.
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THEOREME 8 - W ~ est une isometrie de Hix X, sur X ;W est une isomelrie
de ¥ sur Jf“{x?fo; S est uneisometriede ¥ x ¥ , sur inx]é’o.

V - Paradigme de la membrane

Le paradigme de la membrane [4] assure que I'on peut décrire de fagon

approchée la diffraction par un trou noir, en remplagant celui-ci par une
sphére dissipative de rayon r,+¢ , 0 < ¢, appelée “horizon élargi”.

Considérons le probléme mixte pour les équations de Maxwell (4) dans
Ir +e,+00[ X S 2 en imposant sur 'horizon élargi I' =R, x{r=r+ & x S2 qui
est de genre temps, la condition d’impédance ‘
©) E9-_B® , E?-BY.
C’est un probleme hyperbolique dissipatif classique dont la solution est donnée
par un semi-groupe V (¢) opérant sur 'espace de Hilbert 78 = [L2C|r + €, +oo[ .
X Sg) ,r2drdw))® . Pour 0 <e<a on définit I’ opérateur de dlffractlon

S U,= lim etfogrv @2t g ol  dans X,

€ o t—+o0

THEOREME 9- S cestdéfinide¥ dans ¥ , est indépendant de x j et Sl < 1.

La diffraction a l'infini par le trou noir réel est décrite par 'opérateur S,
donné par:

VUe*,, S ,U,=11,S0,U))
ou IT , est le projecteur de ¥7 x ¥ , sur ¥ , . Le résultat suivant est la

justification mathématique de ce paradigme:

THEOREME 10 - Pour tout U jdans ¥ ,, S, U, tendvers S, U, dans ¥,

quand ¢ — 0.

Du point de vue de I'approximation numérique, la condition d’impédance (9)
est une condition transparente sur la frontiére artificielle I',, appelée
condition de radiation de Silver-Miiller dans le cas euclidien. Ainsi ce

théoréme fournit une méthode de calcul déja utilisée dans [4] .
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VI - Probleme de Cauchy caractéristique

Tous les résultats précédents peuvent étre interprétés en termes de
problemes de Cauchy caractéristiques sur la variété de Kruskal [1].Par le
changement de coordonnées

u=-2r, e ET2ro ) = 2r, 20 £ —9 Arctgu , & +=2Arctgv

la métrique de Schwarzschild devient
1 1 o _rir
=7 -2 ¢ g’
4 cos2t /2 cos?E /2 T K

ol ds?{ est la métrique

3
dsf( =dé,. dE_—-4 ::— e"o cos?E J2 cos?E_/2 (d6%+ sin26 do?)

sur la variété compacte
K=[0, nlg, x [-7, 0];_x S .

L’espace-temps de Schwarzschild est alors représenté par le diagramme de
Penrose:

Diagramme conforme de Penrose pour l’ espace—-temps de Schwarzschild
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Nous avons introduit les notations classiques pour lesquelles:

surH* t=+o00,r=r, ou §.=0

surl*,t=+o00,r=+00 ou {,=+m.

Si (E, B) est un champ électromagnétique sur l’espace-temps de
Schwarzschild on pose :

fE, ,E,0,0)=arE",E° E° B, B’ B%.

Les équations de Maxwell étant conformément invariantes et dszy et ds% étant
confomément équivalentes , f est solution d’'un systéme hyperbolique ¥ et

d’'une équation de contrainte de divergence libre & équivalents aux équations
de Maxwell sur (K, ds%)

(10) L@, » 0, 9, 0)f =0, D, , 0% ,0,0)f=0 .

Nous définissons le probléme de Cauchy caractéristique. Pour t€R on
introduit

VI={E,,E ,w ;g€ /2.18¢ /2) > -4r, tg(¢,/2) | (tg(€_/2) = —e!'?r%}
VO=A{CE,,E ,w) ;g /2.t8¢ I2) < -4r? , 1g(£,/2) | (tg(t_/2) = —e 20}
V,=VouVv}.

Pour feC°K) on note
If] villewy = ICE, B) Dl

Il villewyy = Ix(r) (E, B Dlig -

Etant donnés ®°, ®!, respectivement définis sur I~ et H ~ on appelle solution

du probléme de Cauchy caractéristique de données sur les horizons passés
(@°, ®1), toute solution f de (10) telle que

an I, &, @) - L E, @y ly— 0,1~ ~o0
(12) IfE,,E ,w) - P° (E+,w)||x(vg)—> 0, -0 .
On dira que f admet une trace sur les horizons futurs s’il existe ¢} tels que
13) IfE, . &, @) = Ly, @lyyly— 0,1 +oo0
(14) IfCE, , & ,w)-d0(E_, “’)||1(V§)__’ 0,t—- +c0.
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On a vu que (E, B) posséde des profils asymptotiques polarisés a droite si t— o,
r-r, ou t - +oo, r- +00, et polarisés a gauche sit » -o00, r - +00, out — +oo,
r- r, . On introduit alors les espaces de Hilbert #® #xL de fonctions
respectivement définissur H™,I* et H*,I :

#E = (@ =90, &, e?, 0, b°, b9) ;

¢, €%, b9, b% L20-n, 0[;_x SZ, du(t_, o)), &= b%, €= -b%)

JZL = {(I)= t(O’ eey e(P, 0’ be) b(P) ’

&, e, b0, b¥e 1200, nl;, x S2, du(t, , ), &= -b¥, e¥= b%

du€, , w) = 't—ngTz_”g £,/2|d¢, do .

L’existence de W %! implique que le probléme de Cauchy caractéristique
est bien posé pour des données sur les horizon passés et la complétude
asymptotique assure que la solution admet une trace sur les horizons futurs :

THEOREM 11 - Pour ®le#® et ®%e#L il existe une unique solution f de
(10) satisfaisant les conditions au bord caractéristiques (11) (12) et

VEeR, IIf| v3wy= 1915 + 19%2L .
De plus il existe dlexl, d%c#® vérifiant (13) (14). Lapplication linéaire
S: (@, 9% - (@1, 99

est une isometrie de X% x #L sur #Lx #E .

Enfin nous interprétons le paradigme de la membrane . On note I,
I’horizon élargi

Fe={C€,,{ ,0);r+e=1}

K.={¢,,¢_ ,w);r+ex<r}.
On impose sur I', la condition d’impédance pour f donnée par:
(15) . Ef--pB°, E°-B°

Le théoreme 9 implique que le probléme mixte caractéristique est bien
posé dans K, et la solution admet une trace sur 1*:
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THEOREM 12 - Pour ®%¥L il existe une unique solution f¢ de (10) dans K,
satisfaisant (12) (15) et

VIeR , If “l vk lewnky < 192 ,L -

De plus il existe ®%¢e#F vérifiant (14).

Le Paradigme de la Membrane assure que ®%¢ approche la trace sur I* de

la solution dans K avec donnée caractéristique nulle sur H * ,égale a $° sur
I™:

THEOREM 13 - Avec les notations du Théoréeme 11 on a
®%¢ — S0, ¢ dans *¥%,e-0.
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