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Deuxième microlocalisation et problèmes aux limites

PATRICK GÉRARD ET GILLES LEBEAU

UNIVERSITÉ DE PARIS-SUD

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES

91405 ORSAY CEDEX, FRANCE

I. Introduction
On s'intéresse ici au calcul de l'onde diffractée par un coin en

dimension deux d'espace pour l'équation des ondes avec condition de
Dirichlet. Plus précisément, soit îî un ouvert de R2 qui localement près
de l'origine est le complémentaire de :

F = [{x,y} ; x ^ 0, b(x) < y ^ a{x)\

où a et b sont deux fonctions analytiques près de l'origine vérifiant
a(0) = 6(0) = 0, 6'(0) < 0 < a'(0).

(1)

^

On note A+, A- les demi-courbes y = a(a'), y = b(x) et 7^ les
angles de A± par rapport à l'axe horizontal; on a 7-(- — 7- 6 ]0,7r[,
7 + > 0 , 7,<0.

Soit u ( t ^ x ^ y ) la solution locale près d e ( = a : = î / = 0 d u problème
d'évolution

(2)
(ô?-A)u=0 dans fî x R(

u\ôa = 0

U\t<0 = UQ
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où l'onde entrante UQ vérifie (9^ — A)^o = 0 au voisinage de l'origine,
UQ ç H^ , {support (uo) m < 0} C îî X R( et UQ conormale sur une
hypersurface S lisse telle que :

s n * = o = S o = {x^0(y),e(o)=0f{o)=o\ .
On cherche alors à calculer les singularités de u dans t > 0 petit pour
(^y)6^
(3) îî^ = [ x = rcos0,y = rs in0; r >0,0 G ]7++ £, 27r + 7- ~e[ l .

Lorsque le coin est droit, i.e. lorsque les fonctions a et 6 sont linéaires,
ce problème est résolu depuis longtemps. Voir GARNIR [l], CHEEGER-
TAYLOR [2], VARENNE [4], ROULEUX [3] et les bibliographies de ces
articles. Dans le cas général analytique, on dispose des résultats de
UCHIDA [5] (qui ne calculent pas Pasymptotique de l'onde diffractée).

On se propose d'indiquer ici comment la stratégie micro-hyperbolique
de déformation sur les problèmes elliptiques permet de calculer l'asymp-
totique de l'onde diffractée par le coin dans Oe •

II. Régularité 2-microlocale pour le problème de Dirichlet
Dans ce paragraphe, on énonce le théorème clé qui va permettre de

faire le calcul par déformation.

Soit M = ^ ( x ^ t ) ^ x ç. R", \x\ < a, 0 < t < 1 \ qu'on considère
comme variété analytique à bord 9M = M n < = O e t P = D] +
J2(t, a*. Dx) un opérateur différentiel d'ordre deux à coefficients analytiques
sur M, de symbole principal p = r2 + r(<,a*,^) réel. On pose T*M =
T*9M U T*M muni de la topologie naturelle et ro(a*,^) = r(0,a*,^) ; on

suppose —— (.r, ̂ ) ̂  0 pour ^ 7^ 0. Les régions elliptiques E , glancing G ,

hyperboliques H de T*9M \ 9M = t*9M sont définies par ro > 0 {£),
ro = 0 ((?), ro < 0 (7^). Soient po = (xo^o) € T*9M et s une fonction
analytique réelle définie près de po, homogène en ^ vérifiant :
(4) 5(po) = 0, ds(po) et ^odx libre ; {ro^s}(pQ) > 0 .

On note V = ^^(O). C'est une variété involutive régulière de codimen-
sion 1 dans T*ÔM, transverse en po à Hro. Si g € 'D'(cîM) on notera
SSy (g) le deuxième micro-support analytique à croissance de g le long de
Y. C'est un fermé conique du fibre normal à V dans T*9M , Ty{T*9M)
orienté ici de sorte que (po^l) ^ SSy (ff) entraîne SSÇg)n(^zs > 0) = çi>
au voisinage de /?o •

o
Soit /(<, a*) une distribution prolongeable sur M vérifiant :

(5) F / = 0 dans Ù .
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DÉFINITION. On dit que / est Y-sortante en po ssi

i) sl Po € ^ pas de condition

ii) si po ç T-L et si 7^ sont les deux demi-bicaractéristiques de p passant
au dessus de po et contenues dans M on a 74. ou 7- ^ SS{f)

iiî) si po € ^5 il existe £ > 0 tel que 0 ^ t <^ e, |p — po\ <, e et ^(yo) < 0
entraîne (/?,<, r) ^ SS^Çf) où ^^ est le front d'onde analytique au bord.

THÉORÈME. 5oî< / distribution prolongeable sur M vérifiant P f = 0
dans M, Y- sortante en po. On suppose (po,-l) ^ SS^Çf^o). A^

.2,1 W| \^-^^(lU-
Lorsque po € ^ U H, l'hypothèse y—sortante entraîne l'exis-

tence d'un o.p.d analytique elliptique d'ordre 1 en po tel que po CE

"(t(/l,..)-g ,..) et le théorème est alors conséquence du fait

que les o.p.d. sont 2-microlocaux. Le cas po 6 G se traite par déformation
micro-hyperbolique.

III. Le calcul de Ponde diffractée
Dans ce paragraphe, on indique les grandes lignes du calcul de l'onde

diffractée. Le résultat qu'on va obtenir peut se décrire par le film suivant
des singularités de u à t = cte



Les singularités de n[oo dans Çlç sont concentrées sur E^ (cône issu
de l'origine), S^ (singularités réfléchies par A^, et S (hypersurface
incidente) ; u est conormale sur S^ U S^ U S. (On remarquera qu'on ne
décrit pas les singularités réémises tangentiellement à A^.) On a u ç. H 3 / 2

surS , \ (S^US7) .

1ère étape : réduction au bord
On note 6^ les masses de Dirac sur les demi-courbes A^, v^ les

dérivées normales v^ = 9nU\^ ; on a :

v± € L\^ (t)(A± x Rt) et support (v±) C {0 < x < cte<} .

Soit u le prolongement de u par zéro dans îî°. On a :
(6) Du = v^.6^. + v-6^
d'où en posant u = u + UQ^ support (u) C t >. 0 et

(7) î^D^+^+î;^,) .

La connaissance de v^ détermine donc u et (1:4-5 v-) vérifie le système
2 x 2

ô^o |
ÔA,=^- ̂ ^

^ -i ^°
(8)

OnU A- = V- - •-5—
an A-

2èine étape : réduction 2-microlocale
Soit A± le prolongement des demi-courbes A±, paramétrées par

l'abscisse curviligne s de sorte que A± = {5 > 0}. Dans T^A^ x R(), on
note y± l'involutive d'équation 5 = 0 . On va effectuer un calcul microlocal
près de la feuille de V^

(9) i ^ = { ( 5 = 0 , < = 0 ; < r , r = l ) } .

Notons u± les ondes de données UQ dans le passé et vérifiant u±|-r = 0
et posons :

(10) W± =V±-(Ônlt±) |^ '1,^0.

On a alors :
(11) w± 6 L\^ (<)(A± x R() , support w± C {0 < s <, ctet}

et pour tout €o > 0, il existe e\ > 0 tel que :

(12) SS(w^) n L > 0 ; t < ei ; r = il C |cr + 1| <n ^ 5 > 0 ; « £ i ; r = l ^ C | < 7 + l | < e o

Si /» = (a = 0, t ; <7, r = 1) , < <, £1 on a

(/>,+1) i SS^{w±) pour |<7 + 1| < eo .
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En effet (12) est conséquence du théorème de propagation analytique
de J. Sjôstrand et (13) du théorème du §.II. On a toujours (/),-!) ^
SS^{w^) car support (w±) C (s >_ 0). On réécrit alors le système (8)
avec les inconnues proportionnelles à w± :

(14)
f+={ôy-al(x)9^[u-u+}

f-=(b'(x)ô,-ay)[u-u.}
A+

A-

et on obtient le système 2 x 2 suivant où les données /i± se calculent à
partir de UQ

(15) /+ - l^o(Ç+/+ + 5+,-/-) = h+
f- - l^o(Ç-/- + S-,+f+) = h,

Q+U(x,t) = ̂  f €•(——') ̂ -^ (- -^

(^îî^) W^dx'dt'd^dr

( ̂ ^yi , ̂  = [(i+^_^_^i/2 ^ ̂ ^ ^o

(16) <

(18)

Ç-/-(^,<) = ̂  f^-^W^r (__ + ̂

Cï^)/-^*')^^^^(17)

^^'^^^^((l+^Xr-iO^^^Im^^O

^ 5+,-/-(^<) = ̂ ;;eir«-<')+•^.-( '̂.^)

(l - ̂ () f-Çx'^dx'dt'd^dr

^=^(r-i0)2-e]l/2 ,
Im^o ^ 0 , ^+,_ = (a; - .r')^ + [a{x) - b(x')}(o

(19)

' S-,^U(x,t) = ̂ ;;e<^(t-t')+•^.+(-^^)

(l+^)^(^^)^^^^

. ^-,+=(a--a;')^-(6(a-)-a(.r'))^o .

Sème étape : Transformation de F.B.I
On utilise la transformation de Bargman suivante :

(20) Tf(z,w,\) = fexI^-x^(w-t)2f{t,x)dtdx
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pour f ç. L2^^ x R<) , on a alors la formule d'inversion

(21) f{t,x) = (-^ f e-xxz^x^^(t^w)2Tf(w,z)dwdz

o ù S = < w = f — î'a, z = x — i6^ (o',^) G R2 ^ est orienté de sorte que
dwdz = dad0 et où l'intégrale est oscillante.

Ici, on travaille près de wo = —i, et on pose yo{w) = - (Im w)2 . Pour
Lt

a ç. [0,1] on construit une chaîne d'espaces de Banach Ha de fonctions
holomorphes d'une variable z comme suit.

Soit Çl(y l'ouvert du plan complexe

(22) \ - Al"".

R«.z

de sorte Oy C n<y' pour a < <T', dist (îîy,îî^) c± (o-' -<r)C'o, (Co > 0),
èff = (TOI + (1 - a)6o, (0 < 61 < 60 petits), dist(î,îî<^) > Ci > 0,
dist ([i(l - £o),-i(l + £o)],^) > Ci > 0 où £o est petit. On définit
alors Hy comme l'espace des fonctions holomorphes / sur îïo., localement
bornées jusqu'au bord L2 sur les demi-droites munies de la norme :

11/H, = sup { \f{z)\ ;^€î î . , M<5}
(23)

+sup{(J[oo|/(pe•a)|2dp) l /2;ae^+^.^-^]}.

On note H ^ ^ w ^ H y ) l'espace de Sjôstrand des fonctions f(w,z,\) holo-
morphes en w près de wo, z ç. Oy telles que :

sup ||/(w,., À) e-^"0 I I < cte À"1 .
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D'après (11), (12) et (13), on peut supposer

(24) (T/±)(w,cos7^,À) €^(w,^)

pour tout a G [0,1], pour w près de WQ .
On introduit aussi les opérateurs pseudo-différentiels sur H^ à

valeurs dans les opérateurs sur la chaîne Hy de la forme :

(25) Op(p)<7(w,. ,À) = ^Je^^^p^w'^^gÇw^^X^dw'dr

où p c± '̂ À^p^w, w', r, À) , pn étant un opérateur qui envoie H^ dans
n>o

H^ pour tout a < a1 et tel que

n"
(26) |P«L,^AB'^_^

avec A,B indépendants de w,w',r ,A.
En utilisant des développements asymptotiques dans Re z < 0,

l'estimation a priori (24) et (12) et le principe du maximum on obtient :

(27) T [l^>o Q± /±] = J-1 Op (ç±) J(T/±) mod e-^ dans ̂  (., ̂ )

(28) q±-^>~nq±,n•,q±,n{a)

= E ̂ 72^Jm^ô^±^^a^
J+A;=n

avec

-(è-^CT^)-

-(é-^^)
où J est la transformation canonique

(29) J(f){x}=^fe-x^f{x+y}dy^^^Quf{x}
27r7 •'^ ' ^^-^A^^!

(30)

^l(^)=/è/^^+î/)^-E^,92^)•
En utilisant la formule de Cauchy, la structure de cr± et une inégalité de
Hardy on vérifie que ç±,n(^) vérifie des estimations de type (26). De plus
on a ç±,o = 0.

On obtient aussi :

(31) T[l^o5+,-/-]= Op(î4-,~)T(/-) mode-^ dans H^H^ .
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(32)

r î+,-=E^~nî+,-,"o-^)i (-i)*^
-tra= s/

-^ 1.—— •'

.^B?+,-," = 27r[^+^(e+û+^)]fc+ l ' lx=o

. - ôi. [e^ 91 Tu{x' - i(^ b, ̂ o)] ,, ̂

j+fc=n'

1

7îj • L J jC —U

a+ = a'(0) ; 6, = ̂ (O)

B(.r,r^,À) = e-^+^t^)^] fl ̂  a^K^L ço J

/2

^)==-^--^o[&(^)-^&-]

et la formule analogue pour T la;^o*S~,+/-H = OP (î-,+)ï'(/+)-

Ici il est important de remarquer qu'on peut choisir le profil des bords
9!îa de sorte que ç+,-,n envoie HQ dans H^ (i.e. ç+,-,n régularise en
variable z ) et vérifie

(33) Iç+.-nL^AB^!

où A et B sont indépendant de r,À (pour r assez près de 1).
Les intégrales dans (28) et (32) sont calculées sur une déformation du

contour en ^

(34)
——^-

--(
^~——ï——— ^\——i • *————^————

+^t

Le système (15) se réécrit alors, avec a^ = J(T/±), 6± = J(Th^)^
sous la forme :

f35) î a+" OP(î+)a+^<70P(^+^)<7 '" la- =6+
v / la - -Op(^)a--JOp( î - ,+)J- l a4-=&-.

En utilisant (29), (30) et (33), on peut écrire J Op {q±^) J~~1 = Op (ç^^)

[1 21en restreignant les valeurs de a dans la chaîne d'espaces à a G — , - ;
3 3J

le système (35) devient alors un système pseudo-différentiel ordinaire sur
H^w^Ha) et on est ramené à vérifier que son symbole principal est
inversible.
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4ème étape : Inversion du symbole principal
Le symbole principal du système (35) est l'opérateur sur [Hy]2 (avec

^ = iz 6 ifîa)

(36)
0 fId - A = Id -

oS 0
COS 74.

avec p = ———— et S est l'opérateurcos 7-

(37) ^(0=

^)(

7/ •cos 7 — — sm 7
^o >

n i /• . •/ /• . • \ i ̂ w» / — — o-ii-i- r i v('n)d'n^ Jr^+^rfcos^+riosm^) \ ' rjo ' } v / / /

où F est contour de type (34). Soit Ra l'opérateur de rotation -Ra(^) =
^(e^^). Posons Sa = RaSR-.a', alors 5a est défini par (37) avec
770 remplacé par r]a = (e^210 — y?2)1/2 et on a de plus Ra ° Sv 6
Fourier (^(R^)) pour v ç: Ha pour a > 0 assez petit. Posons aussi A^ ==
RaAR^a. Alors pour fc assez grand A16 R^.a envoie Fourier (I^R^))
dans 23i. Enfin l'équation

(38) (1 - Aa) w
v^

est équivalente à la résolution du système à coefficients constants
f (A+e-2 '0)^^ dans

R2 \ {y = a+x, x > 0} U {y = b.x, x >. 0}

^|»-a+î:=0+ = ̂ |»-o+i=0-

(39)
^|»-6-a;=0+ = ̂ 1»-t_ï=0-

n-u- ^ n+n- ^Da u ~ ~2 ' Db u ~ ~i
y=Z?^-P^-£7, W^Df;U-D{U

y (v^TT^Q = v(o ^ (^"T^^) = y(o
w {vn~y^ = w(o ^ (^T^^) = v»(o

^ = 9y - a9x\y-ax=±0

(40)

^^ f ̂ a = 9 y - a0x\y-ax=±0

\ Df = 6Ôy - Qx\y-bx=±0 •

On vérifie alors que le système (39) où {<f>,ip) est la donnée et (V,W)
l'inconnue est bien posé dans [^(R-)-)]2 . Donc 1 — Aa est inversible et on
écrit l'inverse de 1 — A sous la forme :

(42) (1 - A)-1 = 1 + A + ... + A* + A^_<,(1 - A^)-1 R^A .
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