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1. Introduction.

On se propose de décrire, dans cet exposé, certains résultats récents
concernant I’existence locale et la régularité des solutions du probléme de
Dirichlet pour des équations de Monge-Ampere du type

(1.1) det (uij + aij(z,u, Vu)) = K(z) f(z,u, Vu)
0%u

ou u est une fonction réelle, u;j = ———
axia(l: J

, aij, K, f sont des fonctions
réelles et f(z,u,p) >0 V(z,u,p).

On s’intéresse soit au probléme local au voisinage de zo € R™, soit
au probléme de Dirichlet dans un ouvert régulier 2 i.e.

(1.2) u|p0=0 .

I1 est bien connu que ce type d’équations intervient dans le probléeme du
plongement isométrique local des variétés Riemaniennes dans R® (alors
n = 2) ainsi que dans celui de trouver des bouts de variétés Riemaniennes
a courbure de Gauss donnée.

Bien évidemment ces problémes ont été abondamment étudiés et pour
n’oublier personne nous renvoyons le lecteur a I’abondante bibliographie
de l’article de CAFFARELLI-NIRENBERG-SPRUCK [C.N.S].

Passons en revue les principaux résultats classiques de la théorie.
Concernant le probléme local il est connu depuis longtemps que 1’équation
(1) admet des solutions régulieres lorsque K(zg) # 0. Les études plus
récentes concernent donc les cas ou la courbure peut s’annuler.

Quant au probléeme de Dirichlet I’article mentionnné ci-dessus [C.N.S]
a été le point d’orgue d’une longue série de travaux dus a différents au-
teurs. Rappelons en le contenu.

Soit © un ouvert borné strictement convexe & bord C* et K(z)

une fonction C®(Q) telle que K(z) > 0 sur . Le résultat principal de
[C.N.S] est alors que le probleme

(1.3) | { det (u;;) = K(z)

U | o= ¢ € C(30)
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admet une solution unique, strictement convexe, u € C*(f).

Pour motiver un peu 'objet de notre étude, notons que ce résultat
est étendu dans [C.N.S] au cas ou le second membre de (1.3) est de la
forme f(z,u,Vu) > 0 pourvu que le probléme correspondant posséde une

sursolution & € C*(Q) i.e.
{ det (’l—[,'j) > f(z,@,Va)
T pq=9 -

Une telle sursolution existe si |f(z,u,Vu)| < C(1 + |[Vul*)*/2, ce qui
n’inclue pas le cas de la courbure de Gauss ou f(z,u,Vu) = K(z)-(1+

|Vu|r")'"_'2ﬂ . En effet dans ce cas TRUDINGER et URBAS [T.U] ont montré
qu’une condition nécessaire (et suffisante) sur K (K > 0 dans Q) pour
que le probléeme admette une solution pour toute donnée ¢ est que

a) /S;K(x)d:c < wp

b) K =0 sur 09

ou wy, est la mesure de la boule unité. Il est donc d’un certain intérét
d’étudier les équation (1.1), (1.2) lorsque K > 0 dans Q et K = 0 sur
onN.

Passons maintenant aux résultats plus récents.

En dimension n = 2, C.S. LiIN [L1], [L2] a étudié les deux cas
suivants :

i) K >0 prés de zg
ii) K(zo) =0, dK(z0)#0.

Il a démontré P’existence de solutions H® mais dans des ouverts {2,
qui diminuent avec s ce qui empéche de prendre s = +00.

En 1987 j’avais montré en collaboration avec J. HoNG [H.Z1] com-
ment en dimension n quelconque on pouvait avoir des solutions C*® dans
le cas i). Dans cet exposé je voudrais décrire le cas ii). Le résultat obtenu
est le suivant :

THEOREME 1.

Supposons que K, a;j, f soient C*° de leurs arguments prés de x,
et que

K(xo) =0 y dK(.’L‘o);éO

le probléme (1) admet alors une solution u C™ au voisinage de .

Concernant le probleme aux limites voici I’énoncé du résultat obtenu
en collaboration avec J. HONG.
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THEOREME 2. (J. HoNG-C.ZUILY)

Supposons que K, a;j, f soient C* dans Q et que
K>0 dans 2, K=0 sur 00 dK#0.
Soit u une solution conveze du probléme (1.1), (1.2) telle que

(%) 0N soit non caractéristique .

Alors si n =2 (resp. n>3), u € C*(Q) (resp. u € C*(Q)) implique
u € C(N). ‘

Concernant le théoréme 2 remarquons qu’il n’est pas clair de pouvoir
supprimer la condition (*). Cependant si { est strictement convexe (au
sens ou le Hessien est 3> 0) 0 est non caractéristique pour toute solution

u € C3(Q) du probléme de Dirichlet avec ¢ = 0.

Il reste cependant un trou entre les meilleurs résultats d’existence de
[T.U] i.e. u € C=(2)NC%»(N) et le résultat énoncé ci-dessus. Enfin, la
raison de la différence du seuil de régularité sur u imposé entre n = 2 et
n = 3 est qu’en dimension n = 2 on dispose d’une meilleure linéarisation
du probléme fournie par la transformation d’Ampere.

2. Quelques idées de preuve.

La preuve du théoréme 1 est basée sur un résultat récent de
J. GOODMAN-D. YANG [G.Y] qui est une extension au cas non linéaire
d’un résultat de DUISTERMAAT- HORMANDER [D.H].

Rappelons tout d’abord qu’un opérateur différentiel linéaire P est dit
de type principal réel en z, si il existe un voisinage W,;, = W tel que toute
bicaractéristique nulle de p passant par un point de W quitte W dans les
deux sens en un temps fini. (Remarquons que cette notion est plus forte
que celle qui requiert que dp ne soit pas parallele au champ radial comme
le montre ’exemple p = zn — y¢£). DUISTERMAAT et HORMANDER ont
montré que ces opérateurs étaient semi-globalement résolubles (i.e. globa-
lement résolubles dans les ouverts W,, ci-dessus) dans le C et ont
construit des parametrixes.

J. GOODMAN et S. YANG [G.Y] ont alors prouvé ce qui suit.
Considérons une équation non linéaire
(2.1) F(:c,u,Vu,...,D"u)|a|5m = g(z) .

Supposons que ’on puisse trouver ug € C* tel que le linéarisé L,, en ug
de ’équation (2.1) soit de type principal réel en zo. Alors il existe k € N,
6 > 0 tel que Vg € C* avec

“g— F(:DO)uO" ",Dauo)”k < 6

P’équation (2.1) admet une solution locale u € C*® pres de zy.
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La preuve de ce résultat est basée sur ’algorithme de Nash-Moser.
La chose importante étant de construire un inverse a L, pour u pres
de ug. Le point clé de ’argument de [G.Y] est le suivant : Soient p et
po deux symboles de type principal réel proches i.e. ||p— po| < € dans
une norme de symboles convenable. Il existe alors une transformation
canonique globale qui transforme py en p (et pas seulement microlocale).

Le théoréme 1 résulte alors du :
LEMME 3.

Si K(x9) =0, dK(zo) # 0 il eziste ug € C™ ‘tel que Lyo soit de
type principal réel en zo.

Nous renvoyons a [Z] pour les détails de ce lemme.

Passons maintenant aux problémes aux limites. La preuve se fait en
deux temps. On commence par prouver que toute solution u € C?(2) est
C?** pour a > 0 puis, & partir de cela que u est C*°. Aprés plusieurs
réductions du probléme et en utilisant la transformation d’Ampeére en
dimension deux : u = z;, v = y (ol z est une solution de Monge-
Ampere) et une transformation faisant intervenir la solution et destinée
3 redresser les caractéristiques du linéarisé (en dimension n > 3) on se
ramene a étudier un opérateur du type

L=D2+y) ajD;Dy+y Y a;D;Dj+» b;Dj+bDy+c
=1 i,7=1

N . . Sn+1
ou les a;j, aj, b;j, b, c sont des fonctions, continues dans R, = dans
I’étape 1 et C* dans la deuxiéme étape, constantes hors d’un compact de

1 . e "
R—:f et la matrice (a;;j) est définie positive.

On commence par montrer une estimation maximale dans les espaces
L? : Tl existe C >0 t.q. Vu € C§°(ﬁ"+1), Vp € ]1,+o0[
2 1/2 2
|D3ull, + |[v2ADyu|| |+ lvA?ull,,
L M
Lr LP

< C(ILullgs + llullzs + llu(z, 0)llwes)

o C dépend de sup {/(z,y) € suppu} et A a pour symbole (1+]¢[*)1/2.
On montre ensuite une estimation analogue ol les L? sont remplacés par
les C* (espaces de Holder tangentiels). Les détails sont assez techniques
et se trouvent dans [H.Z2]. Notons que des résultats de ce type dans les

espaces de Besov B*? s > 0 et dans les Holder, ont été obtenus par
EL BARAKA [B].
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