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Propagation de la régularité microlocale pour
des problèmes de Dirichlet non linéaires (Tordre deux
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CENTRE D'ORSAY, BÂT. 425
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!• Introduction.

Dans ce travail, on étudie la régularité microlocale des solutions pour
des problèmes aux limites non linéaires, le résultat est analogue à ceux
obtenus pour les problèmes linéaires et semi-linéaires [3], [4], [5], [6], [7].

Soit îî C R^1 un ouvert à bord défini par y> >, 0 où y? est de classe
C°°. Nous considérons une solution réelle u ç. Jff^(fî) {s > 5 + — ) de

2i
l'équation suivante :

(1) F(y^u^u)=0

où F est une fonction réelle C°°. On désigne par :

(2) .L(y, Dy) = ̂  (^ F) (y, 9^u(y)) 9°-
|a|<2

l'opérateur différentiel linéarisé de F en u. Nous supposerons toujours
que 9SÎ est non caractéristique pour L et que son symbole principal
Lo(y^) est de type principal réel.

Dans un voisinage de XQ ç. 9SÎ, par un changement de variables \\ de
classe C°°, on peut supposer que fî et 9SÎ sont respectivement définis par
x\ > 0 et a-i = 0. D'après une proposition de SABLÉ-TOUGERON, pour
u ç. H^(fî) solution de l'équation (1), on peut définir, de manière invari-
ante, " u est microlocalement de classe H9 au point a° ", (noté H^Q )
où a° = (:ro,^) € T*aîî\{0}, s' <2s^2-r-. Comme Lo{y^) 6 C\on

Zt
peut définir, comme dans [4], les ensembles des points elliptiques, hyper-
boliques et de glancing (notés E^H et G), et aussi G = Gd U G g U G3,
où Gd est l'ensemble de diffraction et G g l'ensemble de gliding. Le com-
portement de la solution u dans les régions elliptiques, hyperboliques,
de diffraction et de gliding est bien étudié par SABLÉ-TOUGERON [8] et
LEICHTNAM [5].

Nous allons donc étudié le comportement de la solution près des points
de G3. Remarquons que, en général, on ne peut pas définir G^ pour
k > 4, comme dans [4], car on a LQ € C3 seulement.
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Nous cherchons maintenant des conditions sur G3 pour l'existence et
l'unicité locale d'une courbe bicaractéristique généralisée (cf. [4]).

Suivant HÔRMANDER [4], le champ de vecteur

(3) H ^ = H ^ + ( H Î ^ / H Ï L , ) H ^
tangent à G est appelé le champ de vecteur de gliding. H^ est
indépendant du choix de y . Comme LQ 6 C3 est de type principal réel,
H^ est un champ de vecteur de classe C1 et non nul. Ceci permet de
montrer que le champ de vecteur H^ définit un feuilletage de G par les
courbes intégrales de H^ . Maintenant, pour tout a° ç. G3, il existe une
unique courbe de gliding /?ao(t) avec /3a°(0) = a° définie sur 1 = J-i-UJ- ,
où Jd= est un demi-voisinage de 0 dans R. Nous donnons la définition
suivante :

G* = <{ a° € G3 ; fonction t ̂  H^y(f3^(t)) est

monotone respectivement sur 1^. et J_ \ .

On a alors :

LEMME 1.1.

Soit F = {7(^)51 6 R} une courbe de bicaractéristique généralisée de
LQ . Supposons que T H {G3 \ G*} = (f>, T est alors déterminée par un
quelconque de ses points.

Notre théorème principal est le suivant :

THÉORÈME 1.1.

Sait u G fffoc(îî), s > 5+rm9 u \a^ C°°, une solution réelle du
Zi

problème de Dirichlet non linéaire pour Inéquation (1). Soit s' < 2s— — —
1 ^ 2

4 — — . Supposons que u soit microlocalement de classe H3 en un point
Zà

de T. Supposons aussi que, pour a ç. T H Gd, la projection sur la base de
HLo(xQ^Q,\^r)o) soit non nulle, où a = (a-o^o; T?O € ̂ ^n \ {°^ À!
racine réelle double de LQ^XQ^Q + Ai 770) • Alors en tout point de T, u est
microlocalement de classe H9 ~6 (pour tout 6 > 0).

REMARQUE.

Le théorème de propagation de J-M. BONY [3] à l'intérieur et le
théorème de réflexion près des points hyperboliques du bord ([2], [8]) cor-
respondent à l'indice s ' < 2s — 2 — — . Dans l'énoncé précédent, il y a

u

donc une perte de 2 + 6 + — par rapport à ces résultats. Les indices deté
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E. LEICHTNAM dans [5] ne sont pas corrects, car pour obtenir l'équation
paradifférentielle canonique du Théorème, on doit utiliser la paracomposi-
tion, et cela entraîne une perte d'un cran de régularité (l'équation (5) de [5]
n'a pas lieu). Mais, à partir de l'équation canonique, la démonstration de
[5] est correcte. On utilisera donc les résultats de [5] avec cette correction
d'indices.

2. Paralinéarîsatîon tangentielle de Inéquation.

Nous étudions maintenant l'équation (1) dans un voisinage de
XQ ç. 9(î. Le fait que 9SÏ soit non caractéristique et le théorème des
fonctions implicites assurent l'existence d'une carte de bord 04. (c Ri)
dans laquelle l'équation (1) s'écrit sous la forme suivante :

(4) ^u+GOr,..,^,...)==()

où |a| < 2, a^ (2,0,...,0), G est une fonction réelle C°° à support
compact en x . Comme pour t > -, < + ( ' > — , ( + 2t1 > -, H^'(R^z z z
est une algèbre, on a alors, avec T= s — 2 — - — e (pour tout e > 0),

£f

u e jr-^-^) c ̂ ^(04)
où p = s — 2 — — . En utilisant la paralinéarisation tangentielle ([8]), on

Zf
a obtenu une équation paradifférentielle tangentielle :

n

(5) % " + S n^ ô,, 9^ u + Ë(x, D ' ) u + n^ 9^ u = g
j=2

OÙ

îî{x, D') = f^ n^, 0., ̂  + f; n^. ̂ , + n ^ ,
j,k=2 j=2

g ç ffs+t-2,-î+p^ ̂  ̂  ^ ̂  ç Jï^-2'-^). n' est le paraproduit
tangentiel (défini en [8]). Pour utiliser la méthode de démonstration du cas
linéaire, on doit éliminer les termes croisés dans (5), et mettre l'équation
(5) sous forme canonique.

Nous considérons d'abord les problèmes de Cauchy suivants :

Qgk , v*^,— Qgk n^+I>^=° sura;

9k\^o=g°k k=2,...,n

où g^ € (^^(R""1) est égale à xie dans un voisinage de l'origine de R""1,
û4 = an R^, bj[ € H'-^-2'-^) des prolongements de b^ .
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On définit maintenant :
(6) 0 : u S ^ ^ , 6{x^x1} = (yi,!/)

avec î/i === a:i, î/y = ^j(a:), j = 2,..., n. En utilisant l'estimation d'énergie
et la propriété d'algèbre de H^ , on peut démontrer le lemme suivant :

LEMME 2.1.

i) 6 est un difféomorphisme de la classe H3^-2^

iï) Suit PQ^X^) le symbole principal de l'équation (5), et \ = 0~~1, on a
alors :

Po(y. ̂  = Pô (x(!/), ̂ (x(!/))^)

(7) n

=^+ S C i j k ( y ) r ) j T ) k
jk=2

f f
où djk € H9^ 31 (^) y et ajk | indépendant du choix des pro-
longements des b j k .

Nous allons construire un opérateur de "paracomposition" \*. Comme
dans [l], il conserve la régularité microlocale de la solution et qui con-
jugue l'opérateur paradifférentiel tangentiel de (5) en un opérateur paradif-
férentiel tangentiel de symbole principal pg défini en (7). On va démontrer
le :

THÉORÈME 2.1.

Soit u 6 H8-^^^) la solution de (5), P l'opérateur paradifférentiel
tangentiel de symbole p défini à l'aide de II'. On a alors

P^u} = / € H9^3^^) ,
pour tout e > 0.

3. Paracompositîon dans le demi-plan R^.

Soit \ ç. H7'^ un difféomorphisme de a; dans a?, avec \ = (xijX')^

Xi{y) = yi pour T > ^ , T + T ' > - ; O n pose p(r,r1) =
• f 1 , , n i . , 7 i - l 1 n-1

m i n ^ T - ^ , T + T -^ si T 7^-3— ; P(r,rl)<r-^ si T ' = — ^ — .

Supposons toujours p(r,r') > 1. Nous considérons, comme dans [1]
et [8], deux systèmes de couronnes dyadiques :

i) Les petites couronnes Cp, c'y avec les décompositions 8p, 6 ' , , s?, 5-
et 8ppf , Sppi ;
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iî) les grandes couronnes Cp, C * , avec les décompositions Ap, A',, Sp ,
Spf et App/, 5pj/.

Les distributions u ç. £'(o?) seront découpées selon le système de pe-
tites couronnes, u = ^^ 8ppi u = ^ ^ ^pp/. Pour un compact K C a;

PJ>' pp'
donné, les grandes couronnes vérifient la condition suivante : pour y voisin
de ^(^(K) , ^ e C y , on a t\f{y) ^ 6 Cj. Les distributions î; 6 e\<jj} seront
découpées par le système de grandes couronnes.

On notera, pour v ç e1 (a?), [v}ppi = Sî^y , où la somme est étendue à
tous les indices j et j9 pour lesquels le spectre de vjji rencontre CpC\C11.
On remarque que, dans les doubles décompositions dyadiques, il existe
seulement les termes Uppi avec p1 <, p + NQ , pour certain No > 0 fixé,
parce que si p ' > p + NQ , on a Cp H C-, = (f>. Soit n G ^(^) avec
supp u C K ; on pose :

(8) X^(^=E^(^°^^
P'P

où ^i 6 C^°(u}^ î^i = 1 dans un voisinage de ^"^(.Rr).

La définition de \** fait intervenir une troncature ^i, un système
de couronnes Cp n Cy et une "recoupe'5 [ • } p p i . Lorsqu'on change ces
éléments, \** sera modifié par un opérateur qui envoie -H^oînp (-^0 (lans

jp^+p-i-^ p^^ ̂ ^ .§, 5' 6 R avec 5' ^ 0, s ' + p(r, r1) - 1 > 0, s > 1-,
4U

«s + 5' > — . On a aussi, pour \o : u^o -^ u}\, ^i : o/i —^ 0:2 deux ff1'»1"'-
^

difféomorphisme de type précédent. On a alors (^ G ^^(^i)? ^ = 1 en
XÏ\K)).
(9) x3'^xr(")) = (xi°xor(u)+Aiu
OÙR, : H^m^H9'91^-1-^

Pour la conjugaison, si h(x^) € S^^^) et u € ^'(^Oi supp u C AT,
on a (V»i € C'̂ ° 6 (ûî), ^i = 1 près de K\
(10) x^W^} = n'^. x^") + Rhu

m
où h* ç.^ avec < = min{t,r- 1), P = min {f +t- t,r' + r - 1 -<},

t,?
et Rh envoie ff^p(A:) dans fi^â•i''+^<'•?)-m-e pour tout s' < 0,

1 y»

s'+p(f,?)>0, 3>^ , s+5'> ^,et

n'fc"=^(^-No,p'-No^)(^-D)«pp' .
ppl

En utilisant la caractérisation des espaces H 9 ' * de [8], la démonstration
de (9) et (10) est analogue à celle de [1]. Pour la linéarisation, on a :
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LEMME 3.1.

Soit u 6 H3'9'^), suppu C K , s > - , s + s l > r - + l , •
^ Zi

T + T ' + S ' > -, s + s ' +T' > -; s' <0 , r ' < 0 et s'+/)(r,r')-l >0,
Zà Z

r'+cr > 0, on cr = min (/?(.§,,§')—l,/5(r,r')), on a a/or^ pow ^ = 1 pré^
^ X-W ••
(il) ^x = x"(^) + n^^x + <?
avec ^ G ̂ ^^+^-1^ + Jf^^+^ .

Maintenant, pour u G fi'aïa'(c<?4-) avec supp u C K^. CC G^-^ et
^ 6 H^ (o;-(-) un difféomorphisme de a?-|- dans a?4- du type précédent,
on définit :

(12) xW=xr(^i)L,
où ^i 6 5'̂ '̂  (a/), lAi 6 ff5^ (a?) sont des prolongements de \ et u.

D'après (11) les différents prolongements de \ et u ne modifient ^*
que par une fonction de classe H9î8f~}~p~l'~'€+HTfTf'^lT, et si u 6 JP^aLi-)?)
-^7' ^ \ , on a alors

^OïÇo^

X-(«) € H-'^) n {̂ ,,;, + <^-- + H^}
/ Qui \

où (yo.rio) = \y~~l(xo), ^7(^0)^0] •

Donc pour démontrer le théorème 2.1, il suffit de combiner les
équations (5), (7) et (10). Finalement, à l'aide du calcul paradifférentiel,
on peut aussi éliminer le terme Tl'^ , et obtenir une équation parad-
ifférentielle canonique
(13) Pv=DÏu+R(x,D')v= f^ 6 fi^-3-^) .

On va donc démontrer le théorème 1.1 pour cette équation.
DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.1:

Dans u}^., le symbole principal p(x^) de P est égal à ^ — r(x^1),
Q^r

et G = {a;i = ^i =0} ; en posant rjÇx9^') = ——~(0,^',^), on a encore :
Qx\

^={(0,^,0,0; r o = 0 , ri(^,0>o},

G, = {(0,^,0,0 ; r o = 0 , ri(^,0<o},

G3 = {(0,^,0,0 ; ro(^,0 = n(^,0 = 0} ,

^G = -^rosur G, et ri(^o(f)) = Jf^(/^o(<)) = e((). Pour a° G (3*,
e(<) est alors monotone dans un voisinage de R+ , et la proposition 24.3.8
de [4] donne la :
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PROPOSITION 4.1.

Soit 7(<) un arc de bicaractéristique généralisée^ 7(^0) € G*. On a
alors sur chaque demi-voisinage de to, ou bien ^ao(t) 6 G g U G* avec
7(<) = /^o(( - <o), ou bien ^o(f) ç G^ avec -f(t} = exp((fip)7(<o).

Cette proposition donne aussi l'existence et l'unicité locale d'une
bicaractéristique généralisée issue des points de G*.

Soit F une courbe bicaractéristique généralisée avec ^ ^ { G f 3 \ G Î * c } = < ^ ,
ao, a e F. Supposons v ç. H^ où ,s'<25-4-^--, v ç. Hs'}'pî~~p{u}^),

£.1 2l

v ( 0 ^ x ' ) ç. H^ÇQu}^). On va démontrer v ç. H^~~6. Supposons que a est
proche de OQ , d'après la proposition 4.1, on a ( [ao, a] désigne un intervalle
de F ) l'un des cas suivants :

(i) [ao,a]cT^4-

(îi) [aoîO] est un arc de courbe de gliding
o

(iii) [ao, a] \ a C T*U}^. , et dans ce cas là, on a :

a) a e H
b) a G Gd
c) a € G* et ^(*) 6 Grf pour ( > 0 petit.

Pour (i), on utilise le théorème de J-M. BONY [2], pour (ii) et (iii) b)
les théorèmes 2.7 et 2.10 de [5] (avec l'indice correct). Pour (iii) a), on
applique le théorème de [8].

Il nous reste à étudier le cas (iii) c). D'après la proposition 4.1,
7(<) = exp(tHp)a. Notons 7^(() = exp(fffp)^(e), e > 0. Comme
p ç. C2, il résulte de la théorie des équations différentielles ordinaires que
7e approche uniformément 7(<) quand e —> 0. D'autre part, u ç. H^ ,
V étant un voisinage conique de OQ : il existe alors CQ > 0, et <i > 0
tels que 7^0 (*i) € V- Puisque /?a(£o) € Gd^ (iii) b) implique u € H 8 , 6 .
(pour 6 > 0) ; on applique ensuite le théorème 6.5 de [5], et la régularité
se propage le long de la courbe de gliding de /3o(£o) à /?a(0) = a.

Nous avons finalement démontré le théorème.
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