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Effet de Kato pour un problème extérieur relatif
à une équation de Schrödinger avec un potentiel

non borné

Luc Robbiano Claude Zuily
Résumé

On montre que les solutions d’une équation de Schrödinger à coefficients
variables dont le potentiel est non borné à l’infini dans un domaine extérieur
est, localement en temps et en espace, 1

2 fois plus régulière en espace que la
donnée initiale.

1. Introduction

L’effet régularisant de Kato se traduit par le fait que, localement en espace, la
solution d’une équation de Schrödinger est 1

2
fois plus régulière que la donnée initiale.

Mathématiquement cela se traduit par l’inégalité suivante.

∀χ ∈ C∞
0 (Rn) ∃C > 0,

∫
R
‖χ(I −∆)

1
4 e−it∆u0‖2

L2dt 5 C‖u0‖2, ∀u0 ∈ L2(Rn),

où ∆ est le Laplacien dans Rn. Ce gain inattendu d’une 1
2

dérivée a été découvert
par T. Kato [K] au début des années 1980 sur l’ équation de KdV et démontré pour
l’équation de Schrödinger à la fin des années 1980, indépendamment par Constantin-
Saut [C-S], Sjölin [S], Vega [V]. C’est un outil qui s’est avéré utile dans le traitement
des équations non linéaires correspondantes. Initialement démontré dans le cas du
Laplacien plat dans Rn, cette inégalité a été étendue dans plusieurs directions en
réponse aux questions suivantes : quelles sont les parties principales acceptables ?
quelles perturbations d’ordre inférieur sont-elles admises ? peut-on traiter des pro-
blèmes avec obstacle ? C’est à ces questions que nous proposons des réponses. Nous
commençons par décrire les résultats obtenus puis les comparerons à ceux préexis-
tants.
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2. Enoncé des résultats

Soit K un obstacle compact (éventuellement vide) dont le complémentaire Ω est
un ouvert connexe régulier. On considère un opérateur différentiel de la forme

P =
n∑

j,k=1

Dj

(
ajk(x)Dk

)
+ V (x), (2.1)

où les ajk et V sont à valeurs réelles et C∞ sur Ω.
Nous ferons deux types d’hypothèses. Les unes structurelles les autres géométriques.

Pour les énoncer il sera commode d’introduire la métrique de Hörmander g =
dx2

〈x〉2
+

dξ2

〈ξ〉2
et la classe de symbole correspondante SΩ(M, g) composée des fonctions a ∈

C∞(Ω× Rn) telles que

|∂β
x∂

α
ξ a(x, ξ)| 5 Cαβ M(x, ξ)〈x〉−|β|〈ξ〉−|α|, ∀(x, ξ) ∈ T ∗(Ω).

1) Hypothèses structurelles

(H1) (ajk(x)) = C0Id, ∀x ∈ Ω,

(H2) ajk ∈ SΩ(1, g) et ∇ajk = o(
1

|x|
), |x| → +∞,

(H3) V ∈ SΩ(〈x〉2, g) et V = −C.
2) Hypothèses géométriques
Soit Φt le flot bicaractéristique généralisé au sens de Melrose-Sjöstrand [M-S]. Sous
les hypothèses précédentes il existe pour tout temps t ∈ R. On supposera,

(H4) Ce flot est non captant i.e.

∀(x, ξ) ∈ T ∗(Ω), lim
t→+∞

|π(Φt(x, ξ))| = +∞.

où π désigne la projection de T ∗(Ω) sur Ω.
(H5) Les bicaractéristiques généralisées n’ont pas de point "glancing" d’ordre infini.

Sous les hypothèses structurelles P admet une et une seule extension autoadjointe
à partir de C∞

0 (Ω) (c’est l’extension de Friedrichs ). On la note PD (D comme Diri-
chlet). Le problème 

i∂tu+ PDu = 0
u(0) = u0

u = 0 sur Rt × ∂Ω

admet alors, pour u0 ∈ L2(Ω), une et une seule solution u ∈ C(R, L2(Ω)). Le résultat
principal de ce travail est le suivant.

Théorème 2.1. Soit P défini en (2.1) vérifiant les hypothèses (H1) à (H5). Soit
T > 0 et χ ∈ C∞

0 (Rn). Il existe alors C > 0 telle que pour tout u0 dans L2(Ω) on a,∫ T

0
‖χP

1
4

De
−itPDu0‖2

L2(Ω) dt 5 C‖u0‖2
L2(Ω).
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Ici P
1
4

D est défini par le calcul fonctionnel des opérateurs autoadjoints.

Remarque 2.2. 1. Lorsque Ω = Rn, P = −∆+V et V ∈ L∞, le résultat ci-dessus
est dû à Constantin- Saut [C-S], Sjölin [S], Vega[V] indépendamment (voir aussi
Yajima [Y]).
Toujours lorsque Ω = Rn et sous les hypothèses ci-dessus ce théorème est du à
Doï [D4] qui a également montré la nécessité de la condition (H4) (voir aussi
[D1, D2, D3]).
Enfin dans le cadre ci-dessus mais avec des hypothèses de décroissance à l’infini sur
V ce résultat a été démontré par Burq [B2].
2. Ce résultat peut être étendu au cas où P possède des termes d’ordre un et égale-
ment au cas où les coefficients de la partie non principale dépendent également de t.
3. On ne peut pas espérer, en général, d’effet régularisant global en temps à cause
de la présence possible de valeurs propres de P .

3. Eléments de preuve

La méthode générale de preuve consiste à montrer l’inégalité désirée par l’absurde
en utilisant les mesures de défaut semi-classiques. L’idée d’une telle stratégie remonte
à Lebeau [L] mais il faut également citer les travaux de Gérard-Leichtnam [G-L],
Burq [B3], Burq-Gérard [B-G] et Miller [M].
En fait on montre par l’absurde une version localisée en fréquence de l’inégalité.
Soit θ ∈ C∞(R) telle que supp θ ⊂ {1

2
5 t 5 2}. Soit T > 0 et χ ∈ C∞

0 (Ω). On
montre par l’absurde l’inégalité suivante.

∃h0 > 0, C > 0,∀h ∈]0, h0[,
∫ T

0
‖χh

1
2 θ(h2PD)e−itPDu0‖2

L2dt 5 C‖u0‖2. (3.1)

Ici θ(h2PD) est défini à l’aide du calcul fonctionnel des opérateurs autoadjoints.
D’autre part sur le support de θ, h

1
2 est équivalent à P

1
4

D . Le théorème se déduit
alors de (3.1) et de la théorie de Littlewood-Paley.
Maintenant si (3.1) était fausse, en prenant h0 = 1

k
et C = k, on trouverait des

suites hk et u0
k telles que, en posant wk = h

1
2
k θ(h

2
kPD)e−itPDu0

k, on ait∫ T

0
‖χwk(t)‖2

L2dt = 1 et ‖u0
k‖2

L2 5
1

k
. (3.2)

Posons

Wk = 1Ω1[0,T ]wk. (3.3)
On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.1. La suite (Wk) est bornée dans L2(R, L2
loc(Rn)).

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 3.2. Il existe une sous-suite (Wσ(k)) et une mesure de Radon µ sur T ∗(Rn+1)
telles que pour toute a ∈ C∞

0 (T ∗(Rn+1)) on ait

lim
k→∞

(
a(x, t, hσ(k)Dx, h

2
σ(k)Dt)Wσ(k),Wσ(k)

)
=

∫
T ∗(Rn+1)

a(x, t, ξ, τ)dµ.
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Posons,

Σ = {(x, t, ξ, τ) ∈ T ∗(Rn+1) : x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], τ + p(x, ξ) = 0}.
Dès lors la stratégie de la preuve est la suivante. On montre successivement les
points ci-dessous.
Point 1. Le support de µ est contenu dans Σ. De plus il est invariant par le flot
bicaractéristique généralisé de Melrose-Sjöstrand [M-S].
Point 2. La mesure µ n’est pas identiquement nulle.
Point 3. La mesure µ est nulle près des points "rentrants".
Point 4. Soit ρ ∈ Σ. Il existe alors s0 > 0 tel que le point Φ−s0(ρ) soit "rentrant", où
Φt désigne le flot bicaracteristique généralisé.
Les points 1,3,4 impliquant que µ = 0, on obtient une contradiction qui prouve
l’estimation (3.1).
Voici quelques indications sur ces différents points.

• Point 1.
Soit m0 = (x0, t0, ξ0, τ0), x0 ∈ Ω, t0 ∈ [0, T ], un point tel que τ0 + p(x0, ξ0) 6= 0. On
considère la quantité

Ik =
(
a(x, hkDx)χ(t, h2

kDt)φh
2
k(Dt + P (x,Dx)Wk, φWk

)
(3.4)

où φ localise au voisinage de x0, a ∈ C∞
0 (Rn

x × Rn
ξ ) est à support près de x0 et χ ∈

C∞
0 (Rt×Rτ ). Par le calcul pseudo-différentiel semi-classique on voit que lim

k→∞
Iσ(k) =

〈µ, (τ + p)aφ〉. D’autre part comme (Dt + PD)wk = 0 on montre que lim
k→∞

Ik = 0.
On en déduit que m0 n’est pas dans le support de µ. Le cas où x0 ∈ ∂Ω est un peu
plus délicat mais semblable.
La propagation du support de µ le long du flot bicaractéristique généralisé est plus
difficile. Cependant sa preuve est très proche de celle du cas de l’équations des ondes
que l’on peut trouver par exemple dans Burq [B1]. Donnons en quelques éléments.
Posons M = Ω × Rt puis T ∗b M = T ∗M \ {0} ∪ T ∗∂M \ {0}. On écrit suivant
Melrose-Sjöstrand, T ∗∂M \ {0} = E ∪ H ∪ G où E ,H,G sont respectivement les
points elliptiques, hyperboliques et "glancing". La propagation dans T ∗M n’est pas
difficile. On considère l’expression h−1

σ(k)Iσ(k) où Ik est défini en (3.4), on commute
l’opérateur Dt+PD avec la quantité aχφ, on fait tendre k vers l’infini et on en déduit
que la mesure µ vérifie l’équation Hpµ = 0, ce qui prouve que son support, dans
T ∗M , se propage le long des bicaractéristiques usuelles de p. Pour ce qui concerne
les points de H ∪ G, la preuve est beaucoup plus délicate et on utilise les travaux
de Gérard-Leichtnam [G-L] et Miller [M]. Pour les détails on renvoie le lecteur à
Robbiano-Zuily [R-Z] ou au texte de Burq [B1].

• Point 2.
Le fait que µ soit non identiquement nulle résulte essentiellement de (3.2) qu’il faut
localiser en fréquences. Soit A = 1, R = 1,ΨA ∈ C∞

0 (R),ΦR ∈ C∞
0 (R) telles que

ΨA = 1 si |τ | 5 1,ΦR = 1 si |t| 5 1. On montre la Proposition suivante.

Proposition 3.3. Il existe des constantes positives A0, R0, k0 telles que∫
R
‖ΨA(h2

kDt)ΦR(h2
k∆)χWk(t)‖2

L2(Rn)dt =
1

2
,

pour tous A = A0, R = R0, k = k0.
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• Point 3.
On prolonge l’opérateur P à tout Rn (de manière que P = −∆ sur une grande
boule contenant l’obstacle K). Le fait que µ soit nulle près des points rentrants est
exprimé par le résultat suivant.

Théorème 3.4. Soit m0 = (x0, t0, ξ0, τ0) ∈ T ∗(Rn+1) tel que ξ0 6= 0, τ0 + p(x0, ξ0) =

0, |x0| = R0 et
n∑

j,k=1

ajk(x0)x0jξ0k 5 −3δ|x0||ξ0| (pour un certain δ > 0 assez petit).

Alors m0 /∈ suppµ.

Idée de la preuve du théorème

Tout d’abord il est facile de voir que si l’on pose e0 =
n∑

j,k=1

ajk(x)xj
ξk
〈ξ〉

il existe alors

des constantes positives R,C0, C1 telles que, Hpe0(x, ξ) = C0|ξ| −C1, pour |x| = R.
En utilisant l’hypothèse de non capture on montre le lemme suivant.

Lemme 3.5. Il existe e ∈ S(〈x〉, g) et des constantes positives C,C ′, R′ telles que

(i) Hpe(x, ξ) = C|ξ| − C ′, ∀(x, ξ) ∈ T ∗(Rn),

(ii) e(x, ξ) = e0(x, ξ), si |x| = R′.

Le problème que pose cette "fonction fuite" e est que le commutateur de l’opéra-
teur pseudo- différentiel qu’elle définit avec la perturbation quadratique V ne donne
pas un opérateur borné sur L2. Il faut donc en construire une meilleure. On procède
de la manière suivante.
Soit Ψ,Ψ0,Ψ1, χ des fonctions de classe C∞ sur R ainsi définies.

Ψ(t) = 1, t = 2ε, supp Ψ ⊂ [ε,+∞[, Ψ′(t) = 0, ∀t ∈ R,
Ψ0(t) = 1−Ψ(t)−Ψ(−t)
Ψ1(t) = Ψ(t)−Ψ(−t)
χ(t) = 1, t 5 ρ

2
, suppχ ⊂]−∞, ρ], ρ petit.

Posons alors, pour ν > 0 arbitrairement petit, et M0 assez grand,

−λ =
(
e

〈x〉
Ψ0(

e

〈x〉
)− (M0 − 〈e〉−ν)Ψ1(

e

〈x〉)

)
χ

( 〈x〉√
(p(x, ξ)

)
.

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.6. Il existe un symbole Φ ∈ S(1, g) tel que 0 5 Φ 5 1, et

(i) supp Φ ⊂ {(x, ξ) ∈ T ∗(Rn) : |x| = 2R0, a(x, ξ) 5 − δ
2
|x||ξ|, |ξ| = |ξ0|

4
}

(ii) {(x, ξ) : |x| = 5R0

2
, a(x, ξ) 5 −δ|x||ξ|, |ξ| = |ξ0|

2
} ⊂ {(x, ξ) : Φ(x, ξ) = 1}

où a(x, ξ) =
n∑

j,k=1

ajk(x)xjξk

(iii) Φ(x, hξ) = Φ(x, ξ) lorsque |hξ| = |ξ0|
2

et 0 < h 5 1,
(iv) HpΦ(x, ξ) 5 0 sur le support de λ,
(v) λ(x, ξ) = 0 sur le support de Φ

De plus si on pose λ1 = λΦ2 on a
(1) λ1 ∈ S(1, g)
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(2) [P,Opw(λ1)]− 1
i
Opw(Hpλ1) ∈ OpwS(1, g)

(3) Il existe M0 > 0 tel que pour tout ν > 0 il existe des constantes positives C et
C ′ telles que

−Hpλ1(x, ξ) = C〈x〉−1−νΦ2(x, ξ)(|x|+ |ξ|)− C ′Φ2(x, ξ). (3.5)

Ici Opw(a) désigne le quantifié de Weyl du symbole a.
Soit alors b ∈ C∞

0 (V(x0,ξ0)) telle que b(x0, ξ0) = 1. On peut trouver une constante C
positive telle que |b(x, hξ)| 5 CΦ(x, ξ), pour tout (x, ξ) dans T ∗(Rn) et tout h dans
]0, 1]. Soit b1(x, ξ) = b(x, ξ)|ξ| 12 . Soit φ0, ψ dans C∞

0 (R), φ1 dans C∞
0 (Rn) telles que

φ0(t0) 6= 0, ψ(τ0) 6= 0, φ1(x) = 1, si |x| 5 4R0

3
, suppφ1 ⊂ {x : |x| 5 3R0

2
}.

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.7.∫
R
‖φ0(t)ψ(h2

kDt)b1(x, hkDx)(1− φ1(x))Wk(t)‖2
L2(Rn) dt = o(1)

pour k → +∞.

Il résulte de ce lemme que le point m0 = (x0, t0, ξ0, τ0) n’appartient pas au support
de µ, ce qui fournit la preuve du point 3.

• Point 4.
Par hypothèse de non capture on peut trouver s0 tel que |x(s)| = 3R0, pour s 5 s0.
Pour s ∈]−∞, s0] posons

F1(s) =
n∑

j,k=1

ajk(x(s))xj(s)ξk(s), F2(s) = 3δ|x(s)||ξ(s)|, F (s) = F1(s) + F2(s),

En calculant la dérivée de la fonction F on voit facilement qu’il existe un point s1

tel que (x(s1), ξ(s1)) soit rentrant, ce qui termine la preuve du théorème 2.1.
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