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Effet de Kato pour un probleme extérieur relatif
a une équation de Schrodinger avec un potentiel
non borné

Luc Robbiano Claude Zuily

Résumé
On montre que les solutions d’une équation de Schrodinger a coefficients
variables dont le potentiel est non borné a l'infini dans un domaine extérieur
1 . 3 BN
est, localement en temps et en espace, 5 fois plus réguliere en espace que la
donnée initiale.

1. Introduction

L’effet régularisant de Kato se traduit par le fait que, localement en espace, la
solution d’une équation de Schrédinger est % fois plus réguliere que la donnée initiale.
Mathématiquement cela se traduit par 'inégalité suivante.

Vx € CF(R") 3C > 0, / IX(I = A)ie ™ yg|2adt < Clluo|?, Yuo € LA(R™),
R

ou A est le Laplacien dans R™. Ce gain inattendu d’une % dérivée a été découvert
par T. Kato [K] au début des années 1980 sur I’ équation de KdV et démontré pour
I’équation de Schrodinger a la fin des années 1980, indépendamment par Constantin-
Saut [C-S], Sjolin [S], Vega [V]. C’est un outil qui s’est avéré utile dans le traitement
des équations non linéaires correspondantes. Initialement démontré dans le cas du
Laplacien plat dans R", cette inégalité a été étendue dans plusieurs directions en
réponse aux questions suivantes : quelles sont les parties principales acceptables ?
quelles perturbations d’ordre inférieur sont-elles admises ? peut-on traiter des pro-
blemes avec obstacle ? C’est a ces questions que nous proposons des réponses. Nous
commencons par décrire les résultats obtenus puis les comparerons a ceux préexis-
tants.
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2. Enoncé des résultats

Soit IC un obstacle compact (éventuellement vide) dont le complémentaire 2 est
un ouvert connexe régulier. On considere un opérateur différentiel de la forme

n
P =% Dj(a™x)Dy) + V(x), (2.1)
k=1
ot les aj; et V sont a valeurs réelles et C°° sur Q.
Nous ferons deux types d’hypotheses. Les unes structurelles les autres géométriques.
2
Pour les énoncer il sera commode d’introduire la métrique de Hormander g = W +
x

de? . .
—— et la classe de symbole correspondante Sq(M,g) composée des fonctions a €

(€)?
C>(2 x R™) telles que

070 a(x,€)] < Cop M(x,){x)”7(&) 7, ¥(x,€) € T*(Q).
1) Hypotheses structurelles
(H1) (a’*(2)) = Cold, V€ Q,
(H2) a’* € Sq(1,g) et Va'* = o(|1|), |z| — +o0,
x
(H3) V € Sq({z)%,g9) et V = —C.
2) Hypotheses géométriques

Soit @, le flot bicaractéristique généralisé au sens de Melrose-Sjostrand [M-S]. Sous
les hypotheses précédentes il existe pour tout temps ¢t € R. On supposera,

(H4) Ce flot est non captant i.e.
Ve, €) € T (@), lim_|x(@(z, )| = +oo.

ot m désigne la projection de T*(Q) sur Q.
(H5) Les bicaractéristiques généralisées n’ont pas de point "glancing" d’ordre infini.

Sous les hypotheses structurelles P admet une et une seule extension autoadjointe
a partir de C5°(€2) (c’est 'extension de Friedrichs ). On la note Pp (D comme Diri-
chlet). Le probleme

10w+ Ppu =0
u(0) = ug
u =0 sur R; x 09

admet alors, pour ug € L*(Q), une et une seule solution u € C'(R, L*(Q)). Le résultat
principal de ce travail est le suivant.

Théoréme 2.1. Soit P défini en (2.1) vérifiant les hypothéses (H1) a (H5). Soit
T >0 et x € C(R™). Il existe alors C' > 0 telle que pour tout ug dans L*(Q) on a,

T F
| P P us |y dt = Cluollfaqey-
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1
Ici P est défini par le calcul fonctionnel des opérateurs autoadjoints.

Remarque 2.2. 1. Lorsque Q =R", P=—-A+V etV € L*>, le résultat ci-dessus
est di a Constantin- Saut [C-S], Sjélin [S], Vega[V] indépendamment (voir aussi
Yajima [Y]).

Toujours lorsque 2 = R™ et sous les hypothéses ci-dessus ce théoréme est du a
Doi [D4] qui a également montré la nécessité de la condition (H4) (voir aussi
(D1, D2, D3]).

Enfin dans le cadre ci-dessus mais avec des hypothéses de décroissance a l'infini sur
V' ce résultat a été démontré par Burq [B2].

2. Ce résultat peut étre étendu au cas ou P posséde des termes d’ordre un et égale-
ment au cas ou les coefficients de la partie non principale dépendent également de t.
3. On ne peut pas espérer, en général, d’effet régularisant global en temps a cause
de la présence possible de valeurs propres de P.

3. Eléments de preuve

La méthode générale de preuve consiste a montrer I'inégalité désirée par 1’absurde
en utilisant les mesures de défaut semi-classiques. L’idée d’'une telle stratégie remonte
a Lebeau [L] mais il faut également citer les travaux de Gérard-Leichtnam [G-L],
Burq [B3], Burq-Gérard [B-G] et Miller [M].

En fait on montre par ’absurde une version localisée en fréquence de 'inégalité.
Soit § € C*(R) telle que suppf C {3 <t <2} Soit T > 0 et x € Cg°(R2). On
montre par 'absurde I'inégalité suivante.

T .
Elh() > O, C > O,Vh E]O, ho[, / ||Xh%0(h2PD)€_ZtPDU0||%2dt é CHU()HQ (31)
0

Ici O(h*Pp) est défini a laide du calcul fonctionnel des opérateurs autoadjoints.

1
D’autre part sur le support de 6, h3 est équivalent a Pj. Le théoreme se déduit
alors de (3.1) et de la théorie de Littlewood-Paley.
Maintenant si (3.1) était fausse, en prenant hy = ¢ et C' = k, on trouverait des

1 .
suites hy, et u telles que, en posant wy, = hZ0(hiPp)e Pyl on ait

T 1
| @ ladt =1 et fuglit < - (3.2

Posons

Wk = 191[07T]wk. (33)

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.1. La suite (W},) est bornée dans L*(R, L} (R")).

loc

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 3.2. [l existe une sous-suite (W,)) et une mesure de Radon p sur T*(R™ )
telles que pour toute a € C°(T*(R™Y)) on ait

lim (a(z, £, howyDa, b2 D) Wity Woir)) = /T ey A5 B E )R

k—o0
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Posons,
S={(e,t,§7) eT"R"™) 12 €Q, t € [0,T], 7+ p(x,£) = 0}.

Des lors la stratégie de la preuve est la suivante. On montre successivement les
points ci-dessous.

Point 1. Le support de p est contenu dans . De plus il est invariant par le flot
bicaractéristique généralisé de Melrose-Sjostrand [M-S].

Point 2. La mesure p n’est pas identiquement nulle.

Point 3. La mesure p est nulle prés des points "rentrants'.

Point 4. Soit p € X. Il existe alors so > 0 tel que le point ®_, (p) soit "rentrant’, ol
®, désigne le flot bicaracteristique généralisé.

Les points 1,3,4 impliquant que g = 0, on obtient une contradiction qui prouve
I'estimation (3.1).
Voici quelques indications sur ces différents points.

e Point 1.
Soit mg = (o, to, &0, T0), To € Q, to € [0,T], un point tel que 79 + p(zg,&o) # 0. On
considere la quantité

Iy = (a(x, heD2)x(t, B3 D) b3 (Dy + P(x, Dy) Wi, oWy (3.4)

ou ¢ localise au voisinage de xg, a € Cg°(R}; x Rf) est a support pres de zp et x €
C° (R, xR,). Par le calcul pseudo-différentiel semi-classique on voit que klim Iogy =
—00

(i, (T + p)ag). D’autre part comme (D; + Pp)wy = 0 on montre que klim I, = 0.

On en déduit que mg n’est pas dans le support de u. Le cas ou zy € 02 est un peu
plus délicat mais semblable.

La propagation du support de p le long du flot bicaractéristique généralisé est plus
difficile. Cependant sa preuve est tres proche de celle du cas de I’équations des ondes
que l'on peut trouver par exemple dans Burq [B1]. Donnons en quelques éléments.
Posons M = Q x Ry puis TyM = T*M \ {0} UT*0OM \ {0}. On écrit suivant
Melrose-Sjostrand, T*0M \ {0} = EUH UG ou &€,H,G sont respectivement les
points elliptiques, hyperboliques et "glancing'. La propagation dans T*M n’est pas
difficile. On considere 1'expression h;(lk)]a(k) ou [j est défini en (3.4), on commute
lopérateur D, + Pp avec la quantité ax¢, on fait tendre k vers I'infini et on en déduit
que la mesure p vérifie I’équation H,p = 0, ce qui prouve que son support, dans
T*M, se propage le long des bicaractéristiques usuelles de p. Pour ce qui concerne
les points de H U G, la preuve est beaucoup plus délicate et on utilise les travaux
de Gérard-Leichtnam [G-L] et Miller [M]. Pour les détails on renvoie le lecteur a
Robbiano-Zuily [R-Z] ou au texte de Burq [B1].

e Point 2.
Le fait que p soit non identiquement nulle résulte essentiellement de (3.2) qu’il faut
localiser en fréquences. Soit A =2 1, R 2 1,V4 € C{°(R), Pr € C°(R) telles que
Uy=1si|r|<1,&r =1s5i|t| < 1. On montre la Proposition suivante.

Proposition 3.3. Il existe des constantes positives Ag, Ry, ko telles que

1
LA D) @RUEAN WA (D)2t 2 .

pour tous A = Ay, R = Ry, k = k.
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e Point 3.
On prolonge l'opérateur P a tout R™ (de maniere que P = —A sur une grande
boule contenant 'obstacle K). Le fait que p soit nulle prés des points rentrants est
exprimé par le résultat suivant.

Théoréme 3.4. Soit mg = (o, to, &0, 70) € T*(R™) tel que & # 0,79 + p(x0, &) =

0,|wo] = Ry et > a’*(wo)wojéon < —30|wol|&o| (pour un certain § > 0 assez petit).
jk=1
Alors mg ¢ supp p.

Idée de la preuve du théoreme

Tout d’abord il est facile de voir que si I'on pose eg = > a’* (av):z:jék> il existe alors
jk=1

des constantes positives R, Cy, C; telles que, Hyeo(z, &) = Col&| — Cy, pour |z| 2 R.

En utilisant 'hypothese de non capture on montre le lemme suivant.

Lemme 3.5. [l existe e € S({x),g) et des constantes positives C,C", R telles que
(i) Hye(z,§) 2 Cl¢[ = ¢, V(z,§) € T*(R"),
(ii) e(x,§) = eo(x,€), silz| 2 R.

Le probleme que pose cette "fonction fuite" e est que le commutateur de I'opéra-
teur pseudo- différentiel qu’elle définit avec la perturbation quadratique V ne donne
pas un opérateur borné sur L2. Il faut donc en construire une meilleure. On procede

de la maniere suivante.
Soit ¥, Wy, Wy, x des fonctions de classe C'™° sur R ainsi définies.

x(t) =1
Posons alors, pour v > 0 arbitrairement petit, et M, assez grand,
e

A= (mwip — (Mo <€>_”>‘I’1(<f>>>x< <§;,5>>'

On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.6. [l existe un symbole ® € S(1,q) tel que 0 < P <1, et

(i) supp @ C {(x,8) € T*(R") : |z = 2Ry, a(x,&) < —4|z[l¢], [¢] = L2}
(ii) {(2,€) : o = 252, a(w,€) £ —dla[l¢], [¢] 2 51} € {(z,€) : @(2,€) = 1}

n

ot a(x, &) = Z ajk(ﬂv)fjfk

jk=1

(11i) ®(x, h€) = ®(x, &) lorsque |hE| 2 % et0<h =1,
() Hy®(z,&) <0 sur le support de A,

(v) Mx,&) 2 0 sur le support de

De plus si on pose \y = A\®? on a

(1) /\1 € S(lvg)
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(2) [P,Op*(\1)] — 0p” (HyMi) € Op©S(1, g)
(8) 1l existe My > 0 tel que pour tout v > 0 il existe des constantes positives C' et
C' telles que

— Hy\(2,8) 2 Cla) ™ 70 (x, &) (x| + [¢]) — C"®*(x, ). (3.5)
Ici Op*(a) désigne le quantifié de Weyl du symbole a.

Soit alors b € C§°(Vig.e0)) telle que b(zg, &) = 1. On peut trouver une constante C
positive telle que |b(z, h§)| = CP(z,§), pour tout (z, &) dans T*(R™) et tout h dans

10,1]. Soit by (x, &) = bz, €)[€]2. Soit ¢o,10 dans CS(R), ¢y dans C°(R™) telles que

) 4R, 3R
¢0(t0) # 0, WTO) # 0, ¢1($) =1, si \SU| < 707 supp ¢, C {:c : |$| < 70 .
On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.7.
/]R @0 (t) (R De)bi (0, ke Dy ) (1 = 61(2)) Wi (8) |72y dt = o(1)
pour k — +o00.

Il résulte de ce lemme que le point mg = (o, to, &0, 70) n’appartient pas au support
de u, ce qui fournit la preuve du point 3.

e Point 4.
Par hypothese de non capture on peut trouver sy tel que |z(s)| = 3Rp, pour s < sq.
Pour s €] — 00, 59| posons

n

Fi(s) = D a™(a(s))aj(s)6u(s), Fa(s) = 38|z (s)IE(s)], F(s) = Fi(s) + Fals),

k=1
En calculant la dérivée de la fonction F on voit facilement qu’il existe un point s;
tel que (z(s1),&(s1)) soit rentrant, ce qui termine la preuve du théoreme 2.1.

Références

[B1] Burq, N.: Mesures semi classiques et mesures de défaut, Séminaire Bourbaki,
Astérisque n°2, 45 (1997) 163,178.

[B2] Burq, N. : Smoothing effect for Schrédinger boundary value problems, Duke
Math. J. 123 (2004) 403-430.

[B3] Burq, N. : Semi classical estimates for the resolvent in non trapping geome-
tries, IMRN n°5 (2002) 221-241.

[B-G|] Burq N., Gérard P. : Condition nécessaire et suffisante pour la contrélabilité
locale exacte des ondes CRAS Paris, 325 (1997) 749-752.

[C-S] Constantin, P., Saut, J-C. : Local smoothing properties of dispersive equa-
tions, Journal American Mathematical Society (1988) 413-439.

[D1]  Doi, S. : Smoothing effects of Schrédinger evolution group on Riemannian
manifolds, Duke Math. J. 82 (1996) 679-706.

[D2]  Doi, S. : Smoothing effects for Schrédinger evolution equation and global
behavior of geodesic flow, Math. Ann. 318 (2000) 355-389.

XI-6



[D3]  Doi, S. : Remarks on the Cauchy problem for Schrédinger type equations,
Comm. in pde, 21 (1996) 163-178.

[D4]  Doi, S. : Smoothness of solutions for Schrédinger equations with unbounded
potential., Publ.Res.Inst.Math.Sci 41 (2005), 1, 175-221.

[G-L] Gérard P.- Leichtnam E. : Ergodic properties of eigenfunctions for the Diri-
chlet problem, Duke Math. J. 71 n°2 (1993) 559-607.

[K]  Kato T.: On the Cauchy problem for the (generalized) KdV equation, Stud.
Appl. Math. Adv. Math. Suppl. Stud. 8

(1983) 93-128.

(L] Lebeau, G. : Equation des ondes amorties , Algebraic and Geometric methods
in Math. Physics. Math. Phys. Studies, Kluwer Acad. Publ. Dordrecht 19
(1996) 73-1009.

[M-S] Melrose R.B., Sjostrand J. : Singularities of boundary value problems I,
Comm.on pure and Appl. Math. 31 n°5 (1978) 593-617.

[M]  Miller L. : Refraction of high frequency waves density by sharp interfaces and
semi classical measures at boundary, J. Math. Pures Appl. (9) 79 n°3 (2000)
227-269.

[R-Z] Robbiano L., Zuily C. : The Kato smoothing effect for Schrédinger equations
with unbounded potentials in exterior domains. To appear.

[S] Sjolin P. : Regularity of solution to the Schrédinger equation, Duke Math. J.
55 (1987) 699-715.

[V]  Vega L. : Schridinger equations, pointwise convergence to the initial data,
Proc. Amer. Math. Soc. 102 (1988) 874-878.

[Y]  Yajima K. : On smoothing property of Schrédinger propagator, Lectures
notes in Math. 1450 Springer Verlag (1990) 20-35.

MATHEMATIQUES, UNIVERSITE PARIS SUD, F-91405 ORSAY
Luc.Robbiano@math.u-psud.fr
claude.zuily@math.u-psud.fr

XI-7


mailto:Luc.Robbiano@math.u-psud.fr
mailto:claude.zuily@math.u-psud.fr

	 1. Introduction
	 2. Enoncé des résultats
	 3.  Eléments de preuve
	 . Références

