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Inversion de la transformation de Pompéiu locale

R. GAY

Dans cet exposé nous allons résumer le contenu des articles [1] [2] [3] faits
en collaboration avec C.A. BERENSTEIN ou C.A. BERENSTEIN et A. YGER.

I - Introduction.

Nous nous intéresserons au probléme, connu comme le "probléme de
Pompéiu", dont voici une version suffisamment générale :
Soient D un ouvert non vide de R", E p-Epn une collection de compacts

non vides de R™ de mesure de Lebesgue strictement positive et M(n) le

groupe des déplacements de R™ . On suppose que chacun des ensembles ouverts
de M(n) :

G/D) = {ge M) : gE, D)

est non vide (15j<N). On appelle alors "transformation de Pompéiu" (relativement
a ces données) l'application :

P:CD) > D c@G;D)
1<j<N

définie par P(f) = (P I(f),...,PN(f)) et

P, = | fdx gG,D) (1<j<N)
gEj

(si X est un espace topologique C(X) désigne l'ensemble des fonctions
complexes continues dans X).

Si D = R™ on parle de transformation globale et on parle de
transformation locale dans le cas contraire.



Si l'on désire un support intuitif on peut imaginer que les EJ sont des

instruments de mesure que l'on installe de toutes les fagons possibles dans D
afin de mesurer le "signal" f en le moyennisant sur les déplacés gE; de E it

On se pose maintenant deux questions :

(1) - L'application P est-elle injective ? ou encore : si l'on sait que toutes les
mesures P g (f) sont nulles, peut-on affirmer que f est nulle ?
Si la réponse est oui on dira que la collection E,,,...,Ey  posseéde la

propriété de Pompéiu, globale ou locale, selon que D = R" ou non.

(2) - Peut-on restituer f a partir des mesures Pj(ﬂ ?

Avant d'aborder le cas local nous allons rappeler, trés briévement, les
points principaux des résultats globaux.

II - Un bref rappel des résultats globaux.

Comme il est bien connu, l'histoire commence avec D. Pompéiu qui pose le
probléme global 1) pour un seul ensemble E et qui affirme que la réponse est
oui si E est un disque. Ce n'est que plus tard que Chakalov donna un contre-
exemple dans ce cas. Néanmoins Pompéiu prouve que, sous l'hypotheése
additionnelle de l'existence de la limite de f a l'infini, la seule fonction continue
f dans R? dont les intégrales sur les déplacés d'un carré sont nulles est la
fonction nulle.

Vers les années 1972 paraissent deux articles fondamentaux dans ce genre
de questions ([6], [8]). L'étude du probléme (1) y est placée dans son cadre
naturel de l'analyse harmonique et le théoréme de synthése de L. Schwartz
apparait comme l'ingrédient obligé auquel on se raménera d'une maniére ou
d'une autre. Rappelons que ce théoréme affirme qu'un idéal sans zéro de (&'(R))»
est dense dans cette algébre.

A titre de prototype des nombreux résultats obtenus, nous nous contentons
de citer :

a) Dans le cas de la question globale (1) et pour un seul ensemble E :

Si E est une région polygonale ou bien si E est un ensemble convexe

ayant au moins "un coin", alors E posséde la propriété de Pompéiu globale.

b) Dans le cas de la question globale (1) et pour plusieurs ensembles
E Ey :
1"---' N .
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Si O<r,<r, et siles transformées de Fourier des deux distributions
radiales y Blo.r) et XBio,r) n'ont pas de zéro commun dans C" , alors
E, =B(0.r;) et E, = B(0.,r,) est une collection de deux compacts de

R"™ possédant la propriété de Pompéiu globale (théoréme des deux
disques).

Rappelons que la condition ’721'3'(o.r1) et QE(O.r 2) ont sans zéro commun se lit
directement sur les rayons r; et r, des boules de la facon suivante : il en est

ainsi si et seulement si r; /r, est distinct de tous les quotients A/ des zéros
positifs de la fonction de Bessel J, /2 qui forment un ensemble exceptionnel

Z,(ces zéros admettent le développement asymptotique (2k+1)n/2
+2. .’21 +1)r/4 + O(1/K)).

La question (2) de déconvolution globale n'a, a notre connaissance, suscité
que peu de travaux, ayant tous un lien direct avec ([6]). Ce qui est prouvé est,
essentiellement, dans le cas de deux boules '1'3'(0,1'1) =E; et 'E(O,rz) =E, ou
O<r,<r, sonttels que r; /r, soit mal approché par les éléments de Z, (ce
qui signifie qu'il existe C>0 tel que Ir, /r, -A/W 2C/IW 2 pour tout A/peZ,).
I'existence et 'expression explicite de deux distributions radiales v; , v, d'ordre
majoré par 6 a support contenu dans —E(O,rz) et B(O.r ;) respectivement telles

que:
d=V;*ABor) * V2 *XBlor) -

Observons que la condition arithmétique traduit la condition nécessaire et
suffisante de Hérmander :

e-sl Imé|

(a+&hH®

XB0r) © +X50m ©® 2C e

pour que % Blo,r;) (€) et iﬁo,r 2) () engendrent (&'(R A |

III - Deux précisions techniques.

Dans ce paragraphe nous précisons, dans le but d'un usage ultérieur, la
notion de distribution inversible et la transformation de Fourier-Bessel.

a - Une distribution Te &'(R™) est dite inversible si la condition : Se &'(R"™) et

N~

S/T est une fonction entiére dans C" implique que cette fonction entiére est
S

éléement de (8'(R™)A de la forme R pour une Re&'(R™ vérifiant S = T*R.
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Cette propriété est exprimable par l'inégalité : Il existe a>0 tel que, pour tout
EeR™

sup{lfl\‘(C)l :1¢-8 <alog2 + &) 2 —2

(aslE)?

b - Nous conviendrons d'écrire un "petit zéro" en indice pour indiquer que nous
ne considérons que des éléments radiaux. Ainsi S'(R") o Uésigne l'ensemble des

distributions radiales dans R™ et (8'(R "))‘:, désigne la sous-algebre de l'algébre
&'(R™~” constituée des fonctions invariantes par O(n) (i.e. FAQ)) = F(E) pour
. Ae®(n)) AE+in) = A(E)+iAMm) pour { = E+ineC*=R ™ +iR"). Il est bien connu que
la transformation de Fourier & réalise un isomorphisme de &'(R"), sur
(E'R™M), (F (M) = <T, e avec (l) = 5 x,8).
1<j<n

Soit s l'application de (8'(R™); sur (8'(R)); définie par
SF(t)=F(t,0.,...,0). Cette application est bijective et d'inverse S’ déterminée par
(! D) = g3 +..4+L2) 1/2). La transformée de Fourier-Bessel FB: &'(R",

—)(8'(]12))'(\, est alors la transformation So&¥. L'opérateur B qui rend commutatif
le diagramme suivant est dit opérateur de transmutation :

3‘ A
&'R"Y, y (&'(RT),

B FB S

¥ v

&' J(R) — ('R

Si ¢ est une fonction radiale, on a :

FBO)Y) = olt) = (2r)"/2 J¢(P)]n-2/2 Y p™ldp (teC)

avec j,(z) = J2)/z¥ ou J, est la fonction de Bessel d'indice v . Plus
généralement, si Te 8'(R™) ., ona:

FBOM) = TH) = <T,. ], ol teC.
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IV - Question d'injectivité - cas local.

La difficulté principale que l'on rencontre dans 1'étude locale est la perte
de la possibilité de l'utilisation immeédiate de la structure de groupe ramenant au
théoréme de Schwartz. Afin d'illustrer une méthode possible nous allons donner,

dans le cas trés particulier des deux disques, les étapes essentielles de la
démonstration du résultat suivant :

Théoréeme ([1]) -
Soient (u jlip1 une suite de distributions radiales et R > 0 tels que

1) U, soit inversible et telle qu'il existe C > O pour laquelle }Tl t=0
implique |Imtl <C log2 + Itl).

2) St CV(supp(u ) = E{O,rj) (i=1) alors :

r +§gp rJ<R

3)  {leCipy(0)=0;:j21}=0.

Alors la seule distribution Te £°(0,R) telle que K *T soit la distribution
nulle dans B(O,R-rj) (i21) est la distribution nulle.

Pour donner une idée de la preuve, considérons O<r,<r,<R avec r,/ro¢Z, et

O<r;+r,<R et soit feC™ (B(O,R)) telle que :

b,* D= | fax=0
Bx.r)

pour IxI<R-r; (i=12).
(On se rameéne aisément au cas C™ par régularisation).

Pour démontrer que f =0 il suffit de prouver que les moyennes Ay, (f.y/2) de

f sur les sphéres de centre y/2 et rayon lyl/2 passant par 0, yeB(0O,R), sont
toutes nulles. On achéve alors en utilisant l'injectivité de la transformation de

Radon par les sphéres de Mc Cormack et Quinto ([ ]) qui assure que la nullité de
ces moyennes implique la nullité de f.

Désignons par © p la mesure uniformément répartie et de masse 1 sur la

sphére 09B(0,p) de telle sorte que la moyenne de f sur 0B(x,p) s'exprime par :
kp (fx) = (op* ) % .

Convenons d'écrire Ky, POUT XEqop - Ona [ t)=C,in /2 (r,t) avec C = n2 n-2/2
I'n/2).
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Nous désignerons par (A;) ., les zéros de ;7” . Nous introduisons alors les
distributions radiales, a support compact, T, définies par (A+k?c ) Ty =- K, ce
qui est équivalent encore a (t2 - x% ) Ty () = Ky, (t). L'ellipticité de A + l?c
assure que supp(T, ) €B(0.r,),

A laide des T, (k> 1) nous établissons une équation de division, pour
toutp>0:

Cp=Vpth,* S

p P

ou v p est donnée explicitement par l'une des deux expressions :

T tAH (M
vp ® = ';)( o 2url 2
k21 lk?k()“ k) te- 7"k

et supp( S p)CE(O,Max(p.r 1)-r;) comme on le voit a l'aide du théoréme des

supports. (On observera que ’\7P
t? assurant la convergence dans &'(R™ 0 )

interpole S, sur les A . les facteurs ?»%c et

P

On approche a présent f dans C™(B(0,R)) par une suite d'exponentielles-
polynomes Pj solution de Kr *f=0 dela forme:

P, ®)= Z Cem e (XI5 e.m)
Am

avec C; , eC et Cj,;e,mecn tel que :

[ Cj“e'm)llz + ...+ ( Cj.l,m)nlz':}\?e

A
de telle sorte que "f‘ W€ j.4.m ) = T, ,) soit nul si £#k et non nul si k=£. On
obtient, pour Ixl <R -r; :

~d
(Tt D =Um 5, Gy Tyt ) €t
Am

o~
=T, ) l C 104G cm),
pLU j_{{} 2 ‘jk,m €

m
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»

En convolant par R, » qui est tel que ﬁrz (A,) # 0, on obtient, pour
Xl <R-r; -1y

~ Az
(T % * D) = 0 =ty (YT ;) lim \é Crrem € XG5
Aussi (T, *f)x) =0 pour Ixl<R-r, -1, .

On observe alors que (A+ l%c) (T, * Dx) = -(u n* filx) =0dans Ixl <R -1,.

Alors, par analyticité provenant de l'ellipticité de A+A% ., on trouve que
(T *Hx) =0 pourlxt<R-r1; .

Enfin, en utilisant Cp=V,y+H, * Sp on arrive a :

A, (£3) = (6, D) = (v,* Ox) = O

pour Ixl <R -1, et p + IxI <R (ne pas oublier que supp(Sp) CB(0,Max(p,r,)-r,) d'ou
il découle directement que f{x) = 0 si IxI <R -r, en faisant tendre p vers zéro

et k(y) /2(f,y/2) = 0 pour lyl < R, ce qui permet d'utiliser les résultats de Mc
Cormarck et Quinto pour conclure, définitivement, a f=0 .

Pour finir le paragraphe concernant l'injectivité de la transformation de
Pompéiu locale nous allons considérer le cas d'un seul ensemble compact E .

Il est évident que pour espérer la propriété locale pour E celui-ci doit
vérifier la propriété globale.

On dispose du résultat suivant :

Théoréeme ([4].[7]).
Soit Q un ouvert borné a frontiere lipschitzienne tel que Q° soit connexe.
Une condition nécessaire et suffisante pour que E = Q vérifie la propriété de

Pompéiu globale est qu'il n‘existe pas de valeur propre (strictement positive) du
probléme de Neumann surdéterminé :

Au+ou=0 dans

u

Un corollaire immédiat est qu'une boule ne vérifie pas la propriété de
Pompéiu.
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Un corollaire beaucoup moins immeédiat ([7]) est que, pour un ouvert tel
que ci-dessus, si dQ n'est pas une hypersurface analytique réelle alors Q

posséde la propriété de Pompéiu globale.

Ceci nous a conduit a chercher si des ensembles E = Q du type suggéré
par le dessin ci-dessous n'aurait pas la propriété locale de Pompéiu :

. I
LN

>

Pour un tel ensemble de "rayon extérieur" r on introduit la "radialisée" :
¢elp) =0 p(E ﬂaB(O.p)) O<ps<r.

Des conditions géométriques naturelles conduisent & un développement limité :
¢ep) =L + B(r - p)* (1 + ¥(p))

pour O<a<p<r avec o>0, L>0, B>0, y assez réguliére telle que v(r) = 0 qui
~
permettent une étude précise du comportement asymptotique de ¢, prouvant

que la distribution radiale ¢ est inversible et a ses zéros dans une bande
logarithmique I|Imtl < C log(2+Itl). En faisant alors intervenir la suite des

distributions radialisées des distributions D%, dont les transformées de

Fourier sont sans zéro commun comme conséquence du fait que E vérifie la
propriété de Pompéiu globale, on prouve :

Théoreme ([2]).
Soit Q un ouvert borné tel que E = Q posséde la propriété de Pompiéu
globale et tel que sa radialisée s’écrive :
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¢glp) = L+ B(r- p)* (1 + y(p)) Osasp<r

avec o>0, L=>0, B>0, y de classe ck+1 avec k = [a] telle que y(r) = O et vy
possédant une dérivée d'ordre k+2 intégrable. Alors Q posséde la propriété de
Pompéiu locale dans toute boule D = B(x,R) (R>2r) (xe R") .

Un corollaire amusant dont nous ne connaissons pas de preuve
élémentaire est le suivant (petit théoréme de Morera) :

Soit T wun triangle dont le rayon du cercle circonscrit est r>0. Soit,
d'autre part, f : B(O,R) - € une fonction continue telle que, pour tout
déplacement ge M(2) tel que gTCB(0,R) on ait (avec R>2r) :

[ 9 az=0.
gT
Alors f est holomorphe dans B(O,R).

V - Question de déconvolution - Cas local.

Dans l'état actuel des choses nous sommes seulement capables de

reconstruire fe € *(B(O,R)) dans le cas des mesures prises a l'aide de deux
disques de rayons r; et r, tels que O<r; <r, .r; / roeZ, et R>r;+r,ou
bien dans le cas de mesures prises a l'aide d'un seul carré de coté 2a tel que

2v2a < R ([3]).

Notre reconstruction se fait par approximation, avec estimation de
I'erreur, de chaque coefficient du développement en harmoniques sphériques de

weS™! '—> flrm)

pour chaque re[O,R[ ; elle utilise le résultat que voici :

Théoréme ([3]) .

Soient R>0, O<ry <r,, r; / ro¢E_, ri+ry<R. Soit (R}) . une suite
croissante de nombres réels telle que : 0 = R,< 1 +ry< R;< Ry<... et qui
converge vers R . Soit S, une harmonique sphérique normalisée de degré m .
Pour tout k21 et re[R. ;. Ry [ on peut trouver deux suites de distributions

(U ) 45 €t (V) ,5 radiales et explicites telles que :

i) supp(U ,) €B(O,R- 1) et supp((V JCB(O.,R- r,);
ii) on ait les inégalités, pour tout £21 et toute fe C*(B(O,R))
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| ’[ . fro)S(w)do ;(w) - <U ,., Hp* B-<v, Mo * Bl
Sh-

<¥ _1 1 _ Max ID%(x)l
24 (R-r)N r™3/2 lokN )
<R

avec Yy=1r,.r,, R n,R;)>0
N=[ D+13 141
2
Rp=2R+1R, .
k=3 3k

Voici les étapes principales de la preuve de ce théoréme :
Il existe un polynome harmonique homogéne H,, de degré m tel que:

KW™S_(0)=H_ &

avec x = Ixlo , ®eS™! . L'intégrale

a, () = »[.-1 fro) S, (@) do, (@)
S

(O<r<R) s'écrit encore comme l'action de la distribution H_, c,q/rm sur f.On

observe alors que H o, /r=vy,H_ (58-) (T, ) ou
X

T m®) = €2-512™ ¥ 5o 6
de telle sorte que

a () =y, <H_ (:;?;) T, . &

avec
(_ 1 ) mr2-n-m

m = 2™l (m-1)1272)™"2Mn/2)

L'idée consiste a écrire, explicitement;
Tm= }&n”(px* R v Ve* By

avec supple ,)CB(0.R-ry) et supp(y JCB(O.R-r,) .

Pour réaliser cet objectif on passe aux transformées de Fourier-Bessel :
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Tom O = @0Y2 2™ @@ ™22y )
Tlt) = Cp 3y D)

et on "divise", explicitement, j, 5, ; (rt) par Ins2 r, et] n/2 (cyt):
~ ~
Jn/2+em1 @) = }L’i‘w{jnﬂ ;) RM) +5, 1) V,e(t) }
avec controles sur | L), v ) et sur la difference j, 9,m.; () - {9 (ry
~d ~
H,(t) + Jn2 1) vl(t)).

On part de la formule de Cauchy :

1 jn/2+m-1 (rC) jn/2+m_l(rt) Itl(p
2in =10 >0
2% |tj=p g-t >

en y introduisant la fonction :
ek(O = jn/2 (rl 0j n/2 (r2 4 jn/2+m-1 (ek(rl+r 2)0

avec R, = (1+(g;)) .

La fonction 6, est correctement minorée sur les ensembles {I|= p ) v {IIm{l =2 1}

(ou (p ) s>1 e€st une suite convenable de réels qui tend strictement vers + <) par
des expressions de la forme :

Al -1/2(3n+1+2m) e RdIm{| .

On écrit :

J'n/2+m-l(rc) =jn/2+m-1(r0 quk(c)'tqek(t) +t90, () jn/2+m—1(ra
-t %,(0) -t S PN

avec q=n+3 si n estimpair et q =n+4 si n est pair.

On considére les fonctions entiéres :

Jn/2+m-10C%60, (0%, (1) d

H, bt =-L1 ¢ teC
A on |§|'=[p . 0,0 (L-0)
) tqek(t) jn/2+m_1(rC)

(tI>p
2ir  ygzp, §I0K(OE-D g
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qui interpolent j, 5, ;(rt) sur les zéros de t90(t) et dont on montre qu'elles
forment une suite convergente dans (6'(R))'; Vers jioem- ;) .

Le théoréme des résidus donne alors p, et v, sous la forme :
~
by @ =1t95p,, ()83 W+t 0, E4lr +ro)tig, (1)

ﬂ;z O = tTnj0im1 Exlr+rdtg; [O+PWO Jn/o €1)] n/oem1 (14T et

oa
1 (ra) insalrit)
gl,l(t) = 3 - jn./2+m 1 .:In/2 1
lod<p » ¢ Jns2ra®lin 2.4m1 Ex(T1+T2)0) rin/2(r @t-o)
ng(ﬁw=0

et g, , et g3 , ont des expressions analogues et

£l 92 491

£%,(0

Finalement, on peut exprimer successivement p, et y, en inversant par
Fourier et l'opérateur de transmutation, on obtient :

(-1)mr™ d
U,= H_[=] (Ixd
4 rien™?my2) ™ ox e ()
= (-1)™rm d
v, = H_[—]v, (x).
r2en"m/2) ™ ox ¢

Dans le cas particuliérement intéressant de n = 2 (puisqu'il traite du domaine
de l'image) la suite des approximations des coefficients de Fourier :

21
2L [fre®)e*™de  m21 re[R,, Ry
T o

peut étre écrite :

(< Ur,m.,e'url*f>+<vr.m,l'ur2* £>) e

avec
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Jm(ra) p
nry  0<a<p py asﬁk J1r1094,( rzalj'm(/ika) P
Jm (B 2)=0

1 (B2 -11%)m™1
2™ (m-1)1x pam

XBo) *

Jm(re)
O<a<p, 0Ty (r10) j(Brca) i) (ry0)
J1(roo)=0

l’ll.oz,rz ]

1 (B% ™! N
2 m-I(m_ 1 )Iﬂ' ﬁ%{m B(Ovﬁc)

5 Jm(ra)

0<a<p , oz5r1 Jq( rza)jm(ﬁka)jll(rla)
Jplryo=0

ul.a,rl ]

B, (B% ™!

+[S,-T,A+U,_ A2
ko Tk k ar3 2™ (m-1)183m

XB0,5) ]

zs+§z4+...+§5

]
Cajl ("1§U1 (rgClim(ﬂkC)

S, + T, z2+U, z%= Rés T
k k k t=o Um( C)
et

1

p
Hm,a,plf) = - gnll—g Xiop) © [ @122 [ 1-£9™1/2 coslate-pt) &l dr.
T r t/p
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