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Introduction.

Dans ce travail, on s’intéresse au systéme d’Euler incompressible, c’est a dire au
systéme d’équations suivant dans R!*¢ :

—I—)—v = -Vp
E Dt
(E) diveo=0
v|t=0 = %o

\ D d
ou 55; =0y + Dy viOz;.

Ici v est le champ des vitesses des particules du fluide, p est la pression. On suppose
que d vaut 2 ou 3. De plus, on introduit la matrice tourbillon Q = dv —! dv. Notons deés
maintenant que, vu que div v = 0, on peut calculer v a partir de €2 par :

(0.1) o) = o [ 2T Lay

|z — y|¢

Un fait capital en dimension deux d’espace est que

0 -1 D
sz(l 0) et que szO (w = Og,v2 — Oz,v1) .

Avant toute chose, il convient de relier la pression au champ des vitesses. En différenciant
I’équation et en prenant la trace de la relation obtenue, il vient

d
(0.2) Ap = |dv*(= Y 8:,;0:;vi)

i,5=1
Dans toute la suite on notera
d
(0.3) p(v,w) = AN (dvldw)(= ) 8z,v;0;;w;)
t,j=1
Nous utiliserons dans ce travail les propriétés suivantes de p,

Si v est un champ de vecteurs a divergence nulle, alors on a :

(0.4) IVp(v, w)llz2 < ClIVollzee ]z
(05)  Si d=3,0>1;]p(v,w)llcr < ColllVollzmlwllce-1nzs + [ Vellz= lollce-1)
(0.6) Si d=2,0>0||Vp(v,w)llze < ColllVollzellllzre + [ Veollzoo o] ar)
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et si, de plus div w = 0, alors

[p(v, w)llz2 < Cllvf|pellwllzs -

Ces propriétés, faciles & démontrer, le sont dans [10]. Notons d’une maniére générale que
nous ne donnerons ici qu’une idée de la démarche. Pour les démonstrations détaillées, nous
renvoyons a [10].

L’objet de ce travail est la description trés précise de la régularité de la solution de

(E) ; on va démontrer une propriété de régularité 2-microlocale des coefficients du champ

des vitesses par rapport a la variété involutive A = {(¢t,z;7,£)/7 + (v|{) = 0}. Cette
propriété de régularité 2-microlocale aura deux conséquences :

¢ la premiere est l'inclusion du front d’onde C* des coefficients du champ des vitesses

dans A.

¢ la seconde est la régularité des trajectoires de ce champ ; plus précisément, ses trajec-
toires sont des courbes C*°.

Cette régularité 2-microlocale est a rapprocher de celle obtenue dans [5] pour les
équations scalaires d’ordre 1. La variété involutive A était alors la variété caractéristique du
linéarisé. Or, la partie principale du systéme d’Euler incompressible est (0,+Z?=1 v;0;,)1d,
le gradient de la pression s’interpréte comme un opérateur pseudodifférentiel non linéaire

d’ordre 0.

Le plan sera le suivant :

¢ dans un premier paragraphe, nous énoncerons quelques théorémes d’existence pour le
systeme (E).

e dans le deuxiéme, nous étudierons la régularité 2-microlocale du champ des vitesses.
¢ dans le troisiéme, nous en déduirons des propriétés de régularité sur le flot du champ

des vitesses.

1) Théorémes d’existence.

Comme souvent dans ce travail, on distinguera les cas de la dimension deux et celui
de la dimension trois.

Théoréme 1.1.— Sid =3, et si vg € C" N L? avec r > 1, alors, il existe § > 0 tel qu’il
existe une unique solution v du systéme (E) dans L>([-6,6]; C") N C([-9, 6]; L?).

On résout le schéma itératif suivant :

d
at'vn+1 + Z vn,iaz;vn+l = —VP(Un, vn+1)

=1

(1.3)

Un+1fe=o = V0

On va démontrer que, pour 6 assez petit, ceci définit une suite bornée de L>°([—6,6]; C")N
C([-9,06]; L?) qui est de Cauchy dans C([—6, 8]; L?), ce qui assurera clairement le résultat.
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Soit v, € C([-6,6];C"), un champ de vecteurs a divergence nulle ; on désigne par 1
le flot de vy, et on désigne par F, I’application suivante :

(1.4) Fy(w)(t,z) = vo(v(—t,z)) + /0 —Vp(v,d)(7, (T — t,z))dr

ou u(t,z)=w(t,¢P(-t,z)).

D’apres (0.5), F, envoie contintiment C([—8,6)]; C™ N L?) dans lui méme ; de plus, comme
%@ ler S1+C(M)E| ot M = ||v||o(-s,607) »

il en résulte que, pour § < C,(M), F, est contractante dans C([—6,6];C™ N L?) ; d’ou
’existence d’une unique solution de (1.3) dans cet espace. Il vient alors

14 C(M)6

1.5 n e ([-6,6};CT < T
(1.5) lontllzeq-s.mcmnis) < llvolloar: 7= 377

d’ou le résultat en prenant classiquement M = 2||vg||crnrz €t @ tel que 1 + C(M)0 <
2(1 - C(M)9).

Reste a démontrer que la suite (v,),eN ainsi définie est une suite de Cauchy dans
C([-6,6); L?). En effet, le fait que div v, = 0 pour tout n assure, par intégration par
parties standard :

1
(1.6) §3t||vn+2 —vngallZ2 < IVonllzee [vnsr — vallz2llvnts — vasa 2

d’ou le théoreme.

Remarquons que les théorémes d’existence habituels (voir par exemple le survey
de A. Majda dans [12]), supposent vy, € H*® avec s > g Avec ce théoreme, dont la
démonstration utilise les caractéristiques des champs, on a voulu souligner une parenté
qui apparait a nouveau au deuxiéme paragraphe, entre le systeme d’Euler et les équations

scalaires quasilinéaires du premier ordre.

Cas de la dimension deux.

Dans ce cas, I’hypothése vy € L? est trop forte. En effet, soit v(z) = (—z2f(r), z1f(r)),
ot r = (22 + 22)'/2, un calcul trivial montre que div v = 0 et que 3., v;0:,v = —Vyg
avec g(r) = [ pf?(p)dp. 1l en résulte que v est une solution stationnaire de (E). De plus,
il est aisé de vérifier que w(v)(r) = 2f(r) + rf'(r).

Soit f(r) = % [, pw(p)dp avec w € C§°(R), positive.

Il est clair que |v(r)| = —f— pour r assez grand, donc v n’est pas dans L?(R?). Le bon
cadre consiste donc & étudier des perturbations L? de telles solutions stationnaires.

Définition 1.2.— On appelle tourbillon stationnaire (régulier) tout champ de vecteur o

de R? tel que o(z) = (—z2f(r), 21 f(r)) avec w(o)(r) € C(R\ {0}).
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Remarquons qu’il est trivial de vérifier que 0 € C*>® et Vo € H*™.

Théoréme 1.3.— Soient o un tourbillon stable (régulier), et vo € L? telle que w(vo) €
L* N L? avec q < 2 ; il existe une unique v dans C}(R?*) N C(R ; L?) telle que vjy—g = vo
et o + v soit solution de (E).

Remarques :

(a) Si g est un champ de vitesses tel que w(y) € L (c’est par exemple le cas des plaques
de tourbillon, ou vortex patches, ou w(%y) est la fonction caractéristique d’un ouvert
borné), il existe un tourbillon stationnaire tel que &y — o € L2.

(b) Par rapport au cas de la dimension trois, on exige beaucoup plus de décroissance des
dérivées ; mais beaucoup moins de régularité, (vo n’est pas nécessairement lipschitzi-
enne). :

(c) Dans [13], Yudovich démontre le méme résultat dans le cas du systéme d’Euler sur un
ouvert borné.

Démonstration : On suppose préalablement que vy appartient & H*® avec s > 2, et on
résout 'itération suivante :

2
(1.7) Bivns1+ Y (0i + ni)0z,0nt1 = —VD(0 + vn, 0 + Vpt1) + Vp(0,0)

=1

Untlj-o = Vo. Les techniques standard assurent ’existence et l'unicité d’une solution
continue a valeurs H?®, 3 temps petit, grace a (0.6). Dans le cas ou o = 0, la solution est
globale (voir [2]). Ici, on utilise une inégalité du type de celle de Beale-Kato-Majda, (voir
[3]), démontré dans [9] :

Ve / w(y)(lw =y)dylle < C{lloflze + (1 +log™ (IVollae/llwll o)l e}

z—y|

+
avec s > 5 et Log(X) = sup(log X, 0).

L’estimation hyperbolique, jointe au fait que Tl))?“’ = 0 assure alors ’existence globale

d’une solution C(R; H*).

Soit (vo,n)neN C H* telle que vg p L, vo, et ||w(vo,n)|lLe + |lw(von)llze < C. 11
existe alors (vn)neN C C(R; H?) solution de :

(18) atvn+1 + vnvvn-l—l = —Vpn
et telle que :
(1.9) lw(wa)llzee + [lw(va)llze < €

Il en résulte que (v,) est une suite bornée de (N,c, <00 LZ(R; W) N C(R; L?) et
Ipall Lo m;z2) < C.
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Pour démontrer que (v,)nen est de Cauchy dans C(R;L?), on suit la méthode de
Yudovich (voir [13)]) :

Par intégration par parties et inégalité de Holder, on obtient :
1 2
50l(vn = on)(t, M1z < VoR(t )l llon = vnllze |(vn — var)(2, N

D’aprés (1.9) ||vg||Leo(rsy < C, d’ol1 en posant % =1-— )\, il vient :

1 -
(1.10) 50llvn = 3 (8, )32 < [VvallLin C*Xlon — vw (8, ) 7e
La théorie de Calderon-Zygmund (voir par exemple [11]) assure que l'on a :

1
(1.11) IVvallpia < CiA™Y pour tout A > p

d’ol, en posant ||(vy — var)(t,.)||22 = 2, il vient z' < C;AT1C?*21~* et, par intégration
2(t) < ((2(0))* + Cyt)% ; vu que (vn)nen est de Cauchy dans L2, on a le théoréme.

2. Régularité 2-microlocale de la solution.

Elle est décrite par le

Théoréme 2.1.— .
(a) Sid =3 et sivg € L2NCT avec r > 1, alors Ia solution v de (E) vérifie (%)Jv €
Lip ([-8, 6] x R?) pour tout entier j et tout € > 0.

(b) Sid=2etsivg € 0+ L? w(vg) € LN L? avec ¢ < 2, (0 étant un tourbillon
stationnaire), alors la solution v de (E) vérifie (£)'v € C'~¢(R?®) pour tout entier j et
tout ¢ > 0.

Démonstration :
Nous ’esquisserons uniquement dans le cas d = 3. On introduit les espaces suivants :

7 > 007 = {u € L([-0,01,0° N I)/Vj € {1, k}( o Vu € L2[-6,6],C7 N L*}

YOk = {u € I¥((-6,65 I/ € (L, K} )i € (16,6} 1))

D . ; o
o >0V = {u € L®([-,8);C7)/Vj € {1,-- ok} (5;) € L7[-6,6,C%}
On proceéde par récurrence : Supposons que, pour tout entier j < k, on ait (%)j v €
L>°([—6,6]; C" N L%). On observe alors tres facilement que, pour tout j < k, et tout o > 0,
on a

(2.1) y_",if}OJ C ZO,J' et l/_v,jzc,j C ZU,J' )
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Le point important (et plus délicat) est que, si a € C*®°(R3) telle que |0%a(€)| < Cyq
(14 [gf?)mlebr2,

alors :

(2.2) a(D)Y°? Cc Y°~™I pour tout j, ettout o>0 telque o—m >0

(2.3) si m<0 e o>0, alors a(D)l—)"’k c ye-mk

La démonstration de ce point nécessite 'usage du paraproduit de Bony (voir [4]). En effet,
T désignant un paraproduit sur R?, on démontre que V7 (resp.V”’) est I’ensemble des

u de L*®([—6,6]; C° N L?)(resp L>®°[—0,6];C°) tel que

3
B+ T.,0:,)u € L=([-6,6];C° N L?)(resp L=[-6,6];C7)

1=1

Ce type de technique a été développée par S. Alinhac (voir [1], et par I'auteur (voir [5], [6],
[7], et [8]) pour I’étude de la propagation de singularités conormales dans les systémes ou
équations hyperboliques non semi linéaires. Le cas ol nous sommes ici rajoute la variable

t, qui apparait comme un parametre, ce qui modifie peu les techniques. (voir [10] pour les
détails).

_ Tl résulte facilement de (2.1-3) que, si v € V™ alors —VA~!|dv|? aussi, d’ott F;v €
Yk dou v € Yk,

Il reste maintenant & démontrer que ’on a, pour tout k
. D . :
(Pe)V™* C V* = {u € Lip ([-6,6) x R*)/Vj <k — L (5 u € Lip([-6,6] x R%)} .
On procede bien siir par récurrence :

Supposons w € Y™!.0n a alors 8w + vVw € L>([—-6,6];CT1).
Or Vw € L*°([-6,6]; C™™') donc ,w € L>([—0,6];C™!) C L>([-0,6] xR?) ; d’ot P(1).

Supposons (Py) ; soit w € yrk+1 i1 vient alors, d’aprés (Pr)
6tw + vVw € Zr’k C 17""1 d’ou (Pk+1),

et ainsi le théoréme.

Corollaire 2.2.— Sous les hypothéses du théoréme 2.1, alors
WEF(v) C A= {(t,z;7,§)/7 + (v[¢) =0}

Pour démontrer ce théoréme, il suffit d’appliquer le théoréme 2.2.2 de [5].
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3. Régularité du flot d’une solution du systéme (E).

Proposition 3.1.— Soit v un champ de vecteurs Cp.-*(R'*?) ; alors, si (£&)v €

Ciz® (R'™?) pour tout entier j et tout ¢ > 0, si o est une courbe C' solution de
a'(t) = v(t, a(t)) alors a est lisse.

Avant de démontrer cette proposition, nous rappelons qu’un champ de vecteurs C!~¢
n’a pas nécessairement la propriété d’unicité de la solution.

Pour démontrer cette proposition, il suffit de régulariser v. Soit x € C§(R*?),
valant 1 prés de 0, on pose vy, = x(AD)v. On procéde par récurrence : soit (Ri) : a €
CE-*(R)Ve > 0.

(R2) est vraie d’apres I’équation vérifiée par a.

Supposons (Rg),k > 2. Posons a)(t) = fot va(7,a(r))dr. D’aprés (Rg), on a :

k D
o} = (5 Moalt, a(®)) -
b D \k-1 . P
D’apres [5], on a ||(55;)" 'vallgr- < C; d’on

a()‘k) est borné dans C*t1~°Ve > 0

d’ou la proposition.

Corollaire 3.2.— -
(a) Sous les hypothéses du théoréme (2.1) (a), le flot ¢ de la solution v est C*°([—6,6]; CT(R?)) 1

(b) Sous les hypothéses du théoréme 2.1 (b), le flot 3 de la solution v appartient, pour
tout 6 > 0, 4 C°([—6,6];Ce™*").

Démonstration : Le point (a) est clair d’aprés la proposition 3.1. Le point (b) résulte
de l'argument donné par Yudovich dans [13], que nous rappelons briévement. Vu que
v € L®(R; C!) il existe C; > 0 telle que :

v(t,2) — v(t,y)| < Cilz —y|(1 + |log|z —y| |) -

Soit 21 et 23 deux solutions de z'(t) = v(t, 2(t)). Si z1(0) — 22(0) est assez petit, on a, pour
t assez petit :

alzl - 22'2 S 01|z1 - 22|2 log IZ] - 22!2

d’olt |21 (t) — z3(t)| < |21(0) — 22(0)|¢” """ d’olt Pexistence d’un flot et la régularité annoncée
dans le corollaire, d’apres la proposition 3.1.
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