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ONDES HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES GLOBALES.
P.GODIN

0. INTRODUCTION

Dans cet exposé, on va décrire des résultats d'existence globale d'ondes
régulières par morceaux, solutions d'équations hyperboliques non linéaires
du second ordre. On va s'intéresser ici à deux types d'ondes :
a) ondes de choc solutions d'une loi de conservation quasi-linéaire,

b) ondes progressives continues, dont le gradient présente des discontinuités,
solutions d'une équation semi-linéaire.

La théorie d'existence locale des ondes a) et b ) , pour des systèmes généraux, a fait

l'objet de nombreux travaux (cf [ 8 , 6 , 5 ] et la bibliographie de ces articles).
Cet exposé est divisé en 3 parties: dans la première partie, on rappelle les
résultats globaux de Klainerman [ 3 , ^ ] concernant les ondes lisses (sans singula-
rités); dans la deuxième partie, on décrit certains résultats correspondants
pour des chocs (cf [ 1 ] ) . Finalement, dans la troisième partie, on donne des
résultats sur les ondes progressives semi-linéaires ( [ 2 ] ) .

NDans la suite, on désignera par x=(x , . . . , x ) €HR la variable d'espace,
par Xç ou t la variable de temps, et par 9 . la dérivation 3/3x., 0 ̂  i ̂  N.

1. Le cas sans singularités (cf [3,^]).

On considère la problème de Cauchy

(1)Du=Zf lJ(u')82.u+Zf i(u')^.u si t > 0. x EB^
—J A

(2) ^useu. , j=0,1, si t = 0, x 63R11,
" J

N
oùD^S2-^2 et f^f31; f111,^ € C°° dans un voisinage de 0 € ffi11'1'1,

. . ] ' • '
flt)(0)=fl(0)=0, u'=0 u,9 u), u ,u € C^ÛR1^), et e > 0 est un petit paramètre.u x u ' u
Si e est assez petit, il est bien connu que le problème ( 1 ) , ( 2 ) possède une

solution C°° pour t assez petit. Posons T =sup{t > 0, ( 1 ) , ( 2 ) possède une solution

C ^ C O . t C x K ^ L O n a alors
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THEOREME 1. ( [3 ] ) . Pour £ assez petit, on a les résultats suivants, où C et A

sont des constantes > 0 :

1) Si N ^ U, T =+oo

2) Si N=3, T^ ^ Ce^6

3) Si N=2, T ^ C/e2
c

^) Si N=1, T >_ C / e .

La preuve du théorème 1 est basée sur un principe de prolongement des solutions

La méthode classique de l'énergie montre que si u est une solution de ( 1 ) , ( 2 )

pour 0 ^ t < T, satisfaisant |u'| ^ M (assez petit), alors

(t

(3) sup l|u'(s)ll, i Cllu'(0)ll, exp(cj |u"(s)|ds),
O t̂ '0

Je 2 Noù II I I , est la norme de l'espace de Sobolev w * OR ). Si donc |u' | reste assez
. ^petit et [ j u ^ s î i d s reste borné quand t + T, il en est de même du premier

^ O
membre de ( 3 ) » et on peut prolonger la solution pour des valeurs de t supérieures

à T. L'idée de Klainerman [3,^] est d'introduire des espaces adaptés où une

inégalité telle que (3) est vraie» avec un second membre borné quand T ne

dépasse pas les bornes inférieures données par le théorème 1. Dans [ 3 » ^ ] »

Klainerman introduit les champs de vecteurs L. .=x.9 . -x .3 .» 0 < i » j ^ N,,, ij i j j i
L^.=t3.+x.a. , 1 < j < N, S=t3.+Z x.3..' " ' J J J ' 0 — — t ^ J J

Soit IC l'espace vectoriel réel engendré par 3., O ^ j ^N, L.., O ^ i < j ^,N, S.
j 1J

3C est une algèbre de Lie. Pour des fonctions v(t ,x) , on définit les normes

pondérées II v(t)IL - Z l^vd)!!, . , , | v ( t ) l , =
5 l^llk L'ÛR") 3K5k

a a. x

Z I I P v(t) l l „ , où r^r, ....r.,r ,...,r. étant les générateurs de K .
|a|^k L^Cur) l ' ' '
On peut démontrer une estimation correspondant à (3) (cf [3]):

(3-) llu'(t)l^l Cllu.(O)!^, e,p(cjju>(.)^,(^,)^,âs),
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si k ^ 1 et sup [u^s) ! ^ M. Le point-clé est alors l'estimation de
O^sit Kjj]

Sobolev à poids, due à Klainerman [4,3]:

N
( 4 ) si k > — et si v(t ,x) est à support compact en x pour tout t, alors

|w(t.x)| ^cd+lt-lxlli^^d-n+lxD^-^iiwd)!^^ .

La preuve du théorème 1 s obtient en combinant ( 3 1 ) et ( U ) .

2. Ondes de choc ( [5 ,1 ] )

On considère une loi de conservation hyperbolique

(5) E ^(H1^' ))=0,

, 00

où H G C . On s intéresse à des chocs, c'est-à-dire à des solutions faibles

de (5 ) continues, définies sur un ouvert ft c]R x ]R , et qui ont la structure

suivante: il existe une hypersurface S transverse aux plans t=constante,

divisant f2 ^ S en deux parties Î2"",SÎ ,telle que
^ /y» +•(i) cp-=<p[^ e c (tr).

(ii) S est non caractéristique pour les opérateurs linéarisés

- Z(^,H i+^^ j)((4)±) î)^2 . .
J -*- ij

On va en fait se limiter à étudier certaines petites perturbations d'un choc plan.
N + +

On se donne donc deux fonctions yr(t,x)=E aTx., aï Ê K , et on pose
r\ J J J

ÎT={(t ,x) e^ x]R , ^"'"(t.x) < cp""(t,x)}. Pour que (yT,^) définisse une

solution faible, la condition de Rankine-Hugoniot

(6) ^(a^-H^a^^-a^O

doit être satisfaite. On suppose que a^a., afin que S={(t ,x) € K"*' x E ,

ïp (t,x)=(p (t,x)} soit transverse aux plans t=constante. Ce n'est pas une
. • • ^ • •

restriction de supposer que a^ < a,,. On pose h^ =-•(&. 1^+9. H1) (a"") et on fait
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alors les hypothèses ( H 1 ) , ( H 2 ) , ( H 3 ) que l'on va décrire maintenant (cf [5]) .

(H1) Hyperbolicité: Zh111?. . est hyperbolique normal de signature ( 1 » N )
— Ij

et h^° > 0 ;

(H2) Stabilité uni dimens tonnelle: S est une surface d'espace pour Zh^S. . et
^•J

une surface de temps pour Zh "S.. .

On va perturber les données initiales de 4>" et essayer de construire un choc

(4>~î4> ) dont les conditions initiales si 1=0 sont 9" (p , 0 ^ j ^ 1 dans îî
u

et 3° (p +0). dans îi , où les œ. € c7^\(î2 n {1=0} ) sont "petites". On va0 J J \^ )
rechercher une surface de choc proche de S qui soit d'espace par rapport à

Zh^B. .. Cela conduit à prendre ip =cp . Si on pose cp=<p -<p , on se ramène à
^•J

trouver une surface de choc S, donnée par une équation ^=0, divisant

B x ]R en deux parties U »U correspondant à y) »y) » et à déterminer cp dans U .

Oe est donc ramené au problème mixte suivant :

(7) E^H^a"-^1)^ dans \^~,

(8) ^(^((cp'î '-^'î-^î^î'ÎS^O sur S,

(9) S^a0^- CP^-O). dans U"̂  n {t=0}.
u u J

Pour de petites perturbations du choc plan, 3^4> sera ^ 0, et comme 4>=0 sur S,

il en résulte que (8) peut être remplacée par

(8 ' ) Z(H i((cp") ' -y) ' )-H i(((p~) '))^^4)=0 sur S={cp=0).

Pour résoudre le problème ( 7 ) , ( 8 ' ) , ( 9 ) on redresse S par une transformation de

l'hodographe partielle (cf [5]): si ( t»y) ^ ( t » y 1 » v ( t , y ) ) est l'inverse de

l'application (t ,x) ^ (t,x',(p(t ,x) ) (qui sera inversible), le problème ( 7 ) » ( 8 ' ) ,

(9) se transforme en un problème mixte hyperbolique pour v dans t > 0, y,, > 0.

On impose alors la condition
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(H3) Stabilité multidimensionnelle: quand (jû = 0). = 0, le problême mixte pour v

correspondant à ( 7 ) » ( 8 ' ) , ( 9 ) satisfait la condition de Lopatinski uniforme

par rapport à y-, > 0 quand y^O.

Sous les hypothèses ( H 1 ) , ( H 2 ) , ( H 3 ) » et sous des conditions de compatibilité

naturelles des données sur l'arête t=y^==0, il découle des résultats de [5] que

le problème ( 7 ) » ( 8 ' ) , ( 9 ) possède une solution C°° pour t petit. Pour obtenir une

solution globale» on se ramène facilement, après un changement de variables,

à l'étude des solutions globales du problème mixte

(10) DusZf^u^a^.u si t > 0, x^ > 0,

( 1 1 ) Bu^g^u'ÎB.u si t > 0, x^ = 0,

(12) 3^=1;. , j=0,1 si t = 0, x,. > 0,
u J l'I

où f^r31; f10, g0 € C00 dans un voisinage de 0 € K^1, ^(0)^(0)^0.

Les U. € C^^ÛR ) sont petites et satisfont les conditions de compatibilité
J Y ^ / • ^

naturelles sur l'arête t=x«=0. B^Zb^. est un champ de vecteurs à coefficients
0 J

constants tel que {D,B} satisfasse la condition de Lopatinski uniforme par

rapport à x^ > 0 si x^=0.

Pour le problème ( 1 0 ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , on peut prouver une estimation d'énergie

correspondant à (3) . A cause de la présence du bord x,,=0, les espaces II IL. , de

la section 1 ne semblent pas commodes à utiliser. Soit A l'espace vectoriel réel

engendré par 3., 0 ^ j ^ N-1, L. ., 0 ^ i < j ^ N-1 (cf. section 1). ^ est une
J —J

algèbre de Lie. Si À est un grand paramètre > 0 et s ^ 0, posons x( s)= =

minîd+s2)1 7 2 , X^-ir172), et ip^(x')=mx( | x ' | /m) si m > 0 et x ' = ( x ^ , . . . ,x^ ).

Si 0) > 0 et D' ={ ( t , x ' ) 6 3R4' x]R ~\ ip ^ (x' ) < t < ^ (x' )}, une analyse des

arguments de [h] montre qu'on peut prouver des inégalités qui remplacent ( U ) ,

pour l'algèbre ^, dans les domaines 5" . Posons alors E(e)=sup{t > 0, le problème

(10) , (11 ) , ( 1 2 ) possède une solution u € C°°([0,t[ x]R^) pour toutes données

initiales infiniment compatibles telles que Z - . 1 IIA^'tO)!! o ^ < £ » A . CÀ} .
N^^ L2^) J

11-5



Posons T =supE(e). En intégrant par rapport à x-, les estimations associées à /^ qui

remplacent (^)et en utilisant l'estimation d'énergie» on obtient alors

THEOREME 2. [1 ] . Pour £ petit, on a (avec des constantes A,C > 0)

I ) T =+œ si N ^ 5

2) T^ ^ Ce^6 si N=U, T^ ^ C/c2 si N=3 .

A partir du théorème 2, on obtient facilement des chocs globaux solutions de

( 7 ) , ( 8 ) , ( 9 ) si N ^ 5.

3. Ondes progressives semi-linéaires [8,6,7,2]

On s'intéresse ici à des solutions faibles u du problème de Cauchy

( 1 3 ) Du=Zfl(u')^.u si t > 0, x 63R11,

( 1 4 ) 3^u|^Q=eu_ si 1=0, x E^,

"î 00 1
où f € C dans un voisinage de 0, f (0)=0 et c > 0 est une petit paramètre.

On suppose qu'il existe un ouvert borné V C]R , à bord 9V € C , situé localement

d'un seul côté de 3V, tel que

(H1) u^u^O hors de V, uj ̂ =0; uj^, uj^ € C°°(V).

Il résulte alors de [8,6] que si c est assez petit, ( 1 3 ) , ( t U ) a une solution u

pour t petit, u est continue, u' est bornée et C°° par morceaux avec des sauts

seulement sur les deux surfaces caractéristiques de D, issues de 9V. Désignons

par E la surface caractéristique sortante issue de 3V (c'est-à-dire la surface

4>=0 solution de S.4>^|3 4>|=0 telle que 4>L^=^ si SV^'^O) et ^ < 0 dans V,
u X u—U

^ > 0 hors de V).0n fait l'hypothèse

(H2) V est convexe.

On voit qu'alors E est .globale dans le futur. On suppose que
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^ k
(H3) O^-E-g^ 8.) u(o,x) -»• 0 si x € V tend vers 9V et k € W

U

dont il résulte que les solutions de ( 1 3 ) , ( 1 U ) sont singulières seulement sur Z .

On suppose encore que

(H4) La courbure totale de V dans la direction normale est i- 0 en tout point.

Soient 3^={(s,x) € Z,s=t} et V. la composante connexe bornée de ({ t} x •55^) ^ ^

Finalement soit D = U V . Désignons par T le supremum des t > 0 tels que
0<s<t c

le problème ( 1 3 , ( 1 U ) possède une solution C([0,t[x K^ 0 C°°(D ). On a alors let

résultat suivant (sous les hypothèses ( H 1 ) , ( H 2 ) , ( H 3 ) , ( H 4 ) :

THEOREME 3 ( [ 2 ] ) . Pour c > 0 petit, on a (avec des constantes A,C > O ) :
1 ) T =+00 si N ̂  4,
2) T^ ̂  C eA/e si N=3.

La preuve du théorème 3 se fait dans l'esprit de celle du théorème 1 . Elle est
basée sur une estimation d'énergie. Pour contrôler les termes sur Z, on utilise
l'hypothèse ( S U ) . On peut aussi montrer le résultat suivant (sous les hypothèses
( H 1 ) , ( H 2 ) , ( H 3 ) ) , qui généralise des exemples de [ ? ] . Posons f^pîsZf^p)?..

THEOREME k ( [ 2 ] ) , Supposons qu'en un point a € 3V, il y a au plus deux courbures
principales non nulles dans la direction normale à 3V. Si | f ( p ) | > c | p | 2 , (C > 0 ) ,
on peut trouver u ,u^ telles que ( 1 3 ) , ( 1 U ) ne possède pas de solution globale
quel que soit € > 0.
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