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Résonances multiples en limite semi-classique

NOUREDDINE KAIDI ET MICHEL ROULEUX

Introduction.
On considére opérateur de Schrodinger semi- classique sur LZ2(R™) :

P=-h*A+V(z) (h—0).
Si V € C=(R™;R) vérifie :
lim V(z)=Ey> —o0,

| 2| —oo
P admet une extension auto-adjointe naturelle a partir de Cg°(R™) comme
opérateur non-borné, et L2(R") = H,, ® H,, ol H,, est la somme des
espaces propres (états liés) correspondant au spectre purement ponctuel

opp(P) et H. P'espace des états libres associé au spectre continu o.(P) .
Le seuil Ey est la borne inférieure du spectre essentiel :

info.(P) = E, .

En particulier, si Ey > 0, il n’y a que du spectre discret pres de 0
et pour z € C assez petit, la résolvante R(z) = (P — 2)™! est une fonc-
tion méromorphe dont les poles (nécessairement simples) sont les valeurs
propres (réelles) de P.

Si Ey < O, R(z) est une fonction holomorphe dans les demi-plans
Imz < 0 et Imz > 0. Sous certaines conditions, R(z) se prolonge
a travers l’axe réel dans 'autre demi-plan en une fonction méromorphe
dont les poles sont appelés résonances. Dans les théories désormais clas-
siques d’Aguilar-Combes [Ag.Co], Balslev-Combes [Ba.Co], et Helffer-
Sjostrand [He.Sj], le prolongement de R(z) apparait comme la résolvante
d’un opérateur non auto-adjoint, et ses poles n’ont plus de raison d’étre
simples. A.G. Ramm [Ra] a étudié la stabilité de la multiplicité algébrique
g d’une résonance pour 'opérateur de Schrodinger. J. Sjostrand [Sj], dans
le cadre semi-classique, a obtenu par perturbation AV (z, k) d’un potentiel
radial V en dimension 2, ’existence d’un pole double pour la résolvante de
P = P+ AV , i partir d’une résonance de multiplicité géométrique égale &
2. On se propose de généraliser cette propriété en montrant, sous certaines
hypotheses, que toute résonance A(h) de multiplicité ¢ (pole simple de la
résolvante) peut donner naissance, sous ’effet d’une légere perturbation
du potentiel, & un pole d’ordre ¢, ou en d’autres termes, que la matrice de
P relative au sous-espace caractéristique dérivé de Ker(P A(h)) , a une
partie nilpotente a 'ordre ¢. Notons que ce résultat est en accord avec le
fait bien connu qu’il est en général impossible d’estimer a priori la norme
de la résolvante (P — z)~! par une puissance déterminée de la distance
de 2z au spectre de P, si P n’est pas auto-adjoint.
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Nos résultats concernent loscillateur harmonique P, = —h2A —
| z |2 en dimension 2 , ainsi qu’une classe tres générale de potentiels
a symétrie sphérique en dimension 3. On montre au passage que les poles
de la résolvante d’un tel potentiel sont nécessairement simples, et que la
dégénérescence est diie par conséquent a une rupture de symétrie. On
verra aussi comment la multiplicité des résonances est limitée en général
par le nombre des harmoniques sphériques associées a un méme moment
orbital ; en ce sens le cas de l'oscillateur harmonique est une exception,
spécifique a la dimension 2, qui nous permet cependant de construire de
facon assez simple des exemples de résonances multiples.

Ceci est le résumé d’un article a paraitre. Les auteurs remercient
J. Sjostrand pour de motivantes discussions, e¢ Mme B. Barbichon pour
Passistance TeX.

1. Matrice de perturbation.

On étend un peu dans ce Chapitre les constructions de [Sj] . Soit P =
—h%A + V Topérateur de Schrodinger sur LZ(R™) avec V € C*(R™;R)
vérifiant :

(1.1) V est analytique sur R™ et dilatable analytiquement, i.e. V admet
un prolongement holomorphe dans :

G={re€eC":|Imz|<C < Rez >}.

(1.2) V est radial (V(z) =V(|z|?))et V(z) <0, 8|,V <0 pour
z#0.

(1.3) V(0) =0 et V admet un maximum non dégénéré en = =0.
(1.4) lim V(z)=Ey <0.

| z | —o0,z€G
Soit p(z,€) = €2 + V(z) hamiltonien classique associé a P, et K C
p~1(0) ’ensemble des trajectoires captées de p, i.e. :
Vp € K : exptH,(p) /4 o0 quand t — oo .

Alors les hypothéses (1.1) a (1.3) assurent que K = {(0,0)} . Cer-
tains des résultats de cette section subsistent si I’on relache un peu les
hypotheses ci-dessus, notamment celle de la symétrie sphérique, mais elles
suffiront aux besoins de notre étude.

Dans le formalisme de [He.Sj] les résonances sont définies comme les
valeurs propres d’une famille d’opérateurs

P = Pt :H(AtG,mo) —)H(AtG,rﬁo) .

Ici les Ayg, pour 0 < |t| < to sont des variétés I-Lagrangiennes,

32 ’ . 2n
que Pon peut considérer comme des déformations complexes de R |
associées a une “fonction de fuite” G(z,£) et des “fonctions d’ordre”

mo(z,€), Mo(x,€). Pour nous, mg = 1 et My = 72 | avec 7(z,{) =

1

(€2 4+ r(2)?)2. Ici r € C™(C™) est définie par r(z) = r(Re z) et vérifie
r>1, |V(z)] < Co(r(z))? . On peut prendreici r =1 et r(z,£) =< £ >.
Les espaces de Hilbert H(Atg,mo) et H(A_ig,mo) sont duaux l'un
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de Pautre pour la dualité usuelle L?2(R"). Les résonances pour ¢t > 0
sont appelées résonances “physiques” ou “sortantes” ; les autres sont les
résonances “entrantes”.

On considere aussi l'opérateur Py = —h%2A — |z |2? qu'on ap-
pelera, par abus, “oscillateur harmonique”. Les fonctions propres ou
“résonnantes” de P, associées aux résonances sortantes

(1.5) Ao(h) = —ih(20+ n), o €N

sont les combinaisons linéaires des fonctions d’Hermite
(16)  $a= CahGotm/AE (2, h)eis*/2h

ot « €EN" ) |a| =o0,et @, est un polynéme d’Hermite. Les résonances
entrantes de P, sont alors :

po(h) = ih(20 + n)
et les fonctions résonnantes associées :

¢a = prolongement holomorphe de g,(z) , z € R" .

La constante C, € C est déterminée par la condition de normalisation
(pa | p%) = 1 pour la dualité entre H(A:g,1) et H(A_;g,1). On sait
alors ([Sj],[B.C.D]) que pour tout Cyp > 0 tel qu’aucune des valeurs (1.5)
ne tombe sur le bord du disque D(0,Cph) , et pour tout h > 0 assez
petit, il existe des bijections b* = b*(h) de I’ensemble des résonances de
I’oscillateur harmonique :

I'E(h) = {xh(20 + n) | o € N} N D(0, Cyh)
sur 'ensemble T'*(h) des résonances de P (comptées avec leur multi-
plicité) dans D(0,Cyh) telles que :
(1.7) b*(E)— E = 0O(h*?) (h—0)
(en fait on a ici O(h?) a cause de la symétrie sphérique).
Si Fx C H(A¢g,1)(resp.F; C H(A-4G,1)) est I'espace des fonctions

résonnantes associées a A(h)(resp.u(h)), alors Fx L Fysi A(h) # p(h) et
Fy\ = (F;)* si A(h) = jg(h).
Si g9 > 0 est assez petit, et D = D(A¢(h),e0h) ,on sait que :
V2€dD:(P,—2)'=0(1):H— H
uniformément pour h > 0 assez petit, avec H = H(Aq, l)etﬁ =
H(A¢g,7%). Ici on a relaxé microlocalement au voisinage de 0 € C" la
norme de H(A,g,7?) (cf [Sj]). Si¢: H — H désigne I'injection canonique,
alors t=0O(h™'):H > Het (P,—2)"'=0(h™'): H— H . Soit :
1 -1
II= Z;I’- aD(Pt-—Z) dz:H —- H
le projecteur sur la somme des espaces caractéristiques de P; dans le
disque D. Pour g9 > 0 assez petit, le rang de II est égal a la multiplicité
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go = (21°71) de Ao(R). On fait alors ’hypotheése suivante sur (k) €
T*(h) :

(1.8) 36 >0,3N >1 t.q. D(A(h),26RN)NT+(R) = {A(R)} .
On montre alors facilement le :

LEMME 1.1. 3N; > 1 t.q¢.Vz € dD(A(h),6RN) : (P —2)"! = O(h~M) :
H — H uniformément pour h > 0 assez petit.

REMARQUE 1.2. L’hypotheése (1.8) est générique : si n est impair,
Viz)==|z|%+a|z|*+0(|z|®) (z—0) avec o # 0 on montre
que (1.8) est satisfaite pour N =2 .

On perturbe a présent P, en changeant V en:

V(z,h) = V(z) + AV(z,h)

ou AV est une somme finie de potentiels de la forme :

AVim(z, ) = Rlgym(z, h)e™ /2
I,LmeN* I+ m=v= Const. et g2;, est un polynéme en x homogene
de degré 2m dont les coefficients sont des fonctions réelles analytiques de
h pour |h| assez petit. On considére P = P + AV comme opérateur
h-pseudo-différentiel de symbole principal p(z,¢) = €2 4+ V(z) et P, sa
réalisation dans les espaces H(A¢g,mo). On a :

AV=P,—-P,=0hr):H-H

et d’apres le Lemme 1.1, si [ > N; , la série de Neumann

Y (Pe=2)TH (P = P)(Pe—2) 7N

k=0

convergeant pour h > 0 assez petit définit (P; — z)~! comme opérateur
borné H — H pour tout z € dD(A(h),6hN). De plus,

(Py—2)'=0h™™M*)y:H S H
(Py—2)'—(P—2)'=0m""2M*2) . g L A
Si I > 2N; — 2 le projecteur spectral
.~ 1 ~
= — - d
II o aﬁ(z Pt) z
ot D = D(A\(R),6RY) , associé aux résonances de P,dansD, est voisin
dans L(H,H) du projecteur correspondant pour P, . En particulier, si
g est la multiplicité ( algébrique ) de A(h) et tg désigne une base de
F = F) , alors il existe exactement ¢ résonances dans D pour P, et

F = ﬁ(H ) est un sous-espace caractéristique de dimension ¢ dont une
base est donnée par :

vp=1l(vp), B=12.,¢
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On considere de méme pour z € 0D* = OD(\(h),hN) Yopérateur (P, —
2)1=(P—2)"1: H* - H* ot H* = H(A_g,1), H* = H(A_sg,72) et
le projecteur spectral :

~ 1 ~
H = 2 aﬁ.(z P_t) dZ

associé aux résonances (entrantes) de P dans D*. Le sous-espace
F* = II*(H*) est un sous-espace caractéristique de dimension q, dual
du précédent, dont une base est donnée par les H*(¢§), B=1,2,..,q. La

matrice de P dans la base des vg est donnée par :
(Prog | 03) = (Pbs | 03) = A(R)Spy + (AVigg | 03).
Estimant dans H* :
vt — = (of = T1'92) + ("% — ¥2)

comme dans [Sj], on arrive facilement 4 la :

PROPOSITION 1.3. Soit M = (Pvg | v}) la matrice de P | F dans la

base vg. Alors si | est assez grand et |+ m = v = Const. on a :
(Prvg | v3) = A(R)bgy + (AV g | $3) + O(RPHH™~N2)

uniformément pour h > 0 assez petit, avec Ny > 1 indépendant de | et
m .

2. Cas de la dimension 2 et de ’oscillateur harmonique.

Les calculs ci-dessus s’appliquent a la situation la plus simple, qui est
d’ailleurs celle traitée dans [Sj], o P = P, = —h?A — |z |? (on n’a
pas encore utilisé ’hypothése (1.4)). On alors 3 = g (formule (1.6)),
g=qo et:

(21)  (Pa | v5) = Ao(h)8ap + (AViq | ¢) + O(R2H™1)

pour ImeN* [ l+m=v = Const., |a| = | | =0 € N*. Un calcul
simple comme dans [Sj] montre que :

(2.2) (AVpq | 9p) = h"Emim(/nz e "2 gom(z,0)®4(2)®5(z)dz + O(R))

ot les ®, sont les polynémes d’Hermite usuels (les &, sont obtenus &
partir des ®, par une rotation de w/4 dans le complexe). La premiere
étape dans notre construction consiste a obtenir tout élément de 'espace
M ;‘ (C) des matrices complexes symétriques d’ordre q comme :

(Zim/e“zqzm(z,O)Qa(x)q’ﬂ(fv)dx)lal=lﬂl=° '
On pose, pour s = 1’2 : |
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D, ={Q, = Z R gom(z,h) | v > 2,m = s + 1mod?2}
+m=v

ol gam(z,h) est considéré comme un polynome en x dont les coefficients
dépendent analytiquement du parametre h. On a le :

LEMME 2.1. Pour n =2, on considére des perturbations de loscillateur
harmonique sous la forme AV = (@, + Q,)e %2/ avec §, € D, . Alors il
eziste une application R -linéaire (Q,,Q,) — MO(QI,Qz) qui réalise un
isomorphisme d’un sous-espace vectoriel £ de Dy ® D, sur M+(C) telle

que la matrice de P | F définie dans la Proposition 1.8 s’écrive :

M = Mo(h)Id + 1 (Mo(@y,3n) + O(R))
= Mo(WId+ K M@y, T, h) (v 2 2).

Indication sur la preuve : on commence par montrer que les
(®a®B) |a|=| 8| =0 sont pairs et linéairement indépendants comme
polynomes a coefficients réels. On montre ensuite que les espaces D,
(comme espaces de polynémes ) sont denses dans le sous-espace fermé de

L2(R%,e~*’dz) des fonctions paires et & valeurs réelles. On termine la
preuve par un argument de projection. : O

L’étape suivante consiste a remarquer que toute matrice nilpotente
complexe est semblable & une matrice symétrique [G] , et & établir un
lemme géométrique de transversalité pour absorber le terme en O(h) dans
(2.2). Soit My(C) Pespace de toutes les matrices complexes d’ordre g et
H C M,(C) la variété des matrices M mlpotentes exactement a 'ordre q
(i.e. MT=0,M9"1#£0).

LEMME 2.2. Soit K € M}(C). Alors il eziste au voisinage de K un
sous-espace affine Vo C M;’ de dimension ¢ dont 'intersection avec H
est transverse, i.e. Vo ® (TkH N M} (C)) = M} (C).

On conclut 3 Pexistence de pdles multiples pour la résolvante de P | F
quand h — 0 comme dans [Sj]. Soit V§ l'image réciproque de V, par
Papplication My . Vg est donc un sous-espace affine de E de dimension
q passant par Mgy!(K) . Comme dans [Sj] on vérifie que les applica-

tions My et M sont analytiques par rapport a Ql etQ'2 et que leurs
différentielles vérifient :

dM = dM, + O(h)

Soit V} l'image de V§ par M .Alors V} est une sous-variété analy-
tique de dimension réelle 2q qui differe au voisinage de K de la variété V,
par une quantité O(h) (pour la topologie C*.) En particulier, si A > 0
est assez petit, Vj intersecte transversalement H dans un voisinage de K
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dont la taille est de 'ordre de h . Le théoreme des fonctions implicites
donne alors facilement le résultat principal de cette section :

THEOREME 2.3. Avec les notations du Lemme 2.1, il eziste une sous-
variété affine V(,“e"z/2 C (D 69132)6"2/2 de Ee=="/2 (avec des notations
évidentes) de dimension réelle 2q de potentiels AV(h) = AV (z,h) =
(@, + Q,)e™*"1? et une fonction réelle analytique injective h — AV(h) €

V{;e"’?ﬂ définie pour h > 0 assez petit telles que M ait une partie nilpo-
tente @ lordre q .

Si on cherche a étendre le théoreme 2.3 aux potentiels radiaux
vérifiant (1.4) on s’apergoit que la multiplicité ¢ de A(h) est en general
égale a la dimension de ’espace des harmoniques sphériques associées au
nombre quantique orbital ¢ . Pour n = 2 on a donc ¢ = 2 pour tout
o > 1 et le résultat de [Sj] ne peut pas, en général, étre amélioré. Notons
toutefois qu’en choisissant des potentiels qui ont un contact d’ordre élevé
avec — |z |2 en z = 0 , il est encore possible de construire des per-
turbations AV qui donnent des poles d’ordre arbitrairement grand pour
la résolvante de P. Mais une telle extension n’est pas tres naturelle ; la
bonne généralisation de notre résultat a lieu en dimension 3 d’espace.

2. Cas des potentiels radiaux en dimension 3.

Pour un potentiel & symétrie sphérique, les états qui correspondent a
un méme niveau d’ “énergie” Ag(h) = —ih(20 + n) de loscillateur har-
monique se scindent généralement suivant la valeur du nombre quantique
orbital (quantification du moment cinétique) : ce sont ces états “ sta-
bles ” qu’il est possible de perturber en brisant la symétrie sphérique pour
obtenir des dégénérescences, car le théoreme 2.3 ne s’étend pas directement
a loscillateur harmonique des que n > 3 . Si n = 3 , la multiplicité d’une
résonance A(h)deP = —h2A+V voisine de Ao(h) est égale & 2(0—2k)+1
, pour k=0,1, ... ,[0/2].

(Du point de vue de la théorie des représentations, on peut dire
que l’espace des fonctions résonnantes associées est une composante
irréductible de H(A:g,1) sous 'action du groupe O*(3) . (Pour une
approche des problemes liés a la théorie des représentations en Mécanique
Quantique, on pourra se référer a [M]).)

En particulier, pour k¥ =0 , A(h) est une résonance de I'opérateur

2 20 o(c+1)
_ 12 ¢ 0 oo+l 2

(31) P()_ h(ar2+rar r2 )+V(7‘)
agissant sur la variable r, o = rw,r > 0,w € S? (bien entendu, des k
non nuls correspondent a d’autres valeurs de .) On va montrer que la
multiplicité algébrique des A(h) est égale a leur multiplicité géométrique,
ou en d’autres termes, que la résolvante de P n’a que des poles simples.

Dans cette section, on adopte le point de vue d’Aguilar-Combes pour
la définition des résonances (pour ’équivalence des différentes définitions,
on pourra se référer a [He.Mal)).
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Soit P = —h2A+V sur L%(R®) ou V satisfait aux hypotheses (1.1) a
(1.4). P n’est pas essentiellement auto-adjoint a partir de C5°(R3\0) mais
on peut considérer son extension de Friedrichs et il est facile de voir qu’elle
définit un opérateur non-borné sur L%(R?) de domaine D(P) = H%(R?) ;
il s’agit donc de ’extension naturelle de P 3 partir de C$°(R?) Par passage
en polaires, ona P = ®32,P(0) , ou P(0o) est ’extension auto-adjointe &
partir de C§°(R*) de lopérateur (3.1) dont le domaine est contenu dans :

ou|?
or

On a alors D(P(0)) = Hj ,(RY) N H, ot Hj ,(R") est Padhérence
de C°(R*) dans HL(RY) et :

HYRY) = fue PR, | [ (02T 4| 3

}r2dr < oo}

H, = {u € L*(R*,r%dr) | P(o)u € L*(R*,r%dr)}
s lig 2 0 (a + 1)
87‘2 ror

On récupere alors D(P) par la formule :

={ueLl®|A(o)u=— yu € L?}

400 o
D(P) = {u = z Z uarYar I Ugr € 'D(P(O’))VU,T I

o=0T1=—0

400 o +o0 o
Yo Y lorlin@ey <ol Yo Y I1P(0)ullf < oo}

o=0r1=—0 o=0T1=—0

(voir par exemple [Ro]). Ici les Y, sont les fonctions propres du Laplacien
sur S2. On en déduit :

Sp(P) = |J Sp(P(0))

o=0
(a2 noter que la réunion est en général disjointe , ce qui n’est pas le cas si

P(0) est remplacé par l'oscillateur harmonique —h2A(o) —r?).

Soit Uy le générateur des dilatations analytiques et
Py =UsPU,; ' = —h%e A + V(e 26,.2)
pour 6 dans un voisinage complexe de 0. On a :
UsPU;" = @22,UaP(0) Uy = 9520 Po(0)
avec
h2e—20( #? 20 o(o+1)

cL_2er]) 202
3r2+r6r r2 )+ V(e™r)

La simplicité des poles de la résolvante des Pg(o) entraine celle pour
Py . On a en fait le :

Py(o) =
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THEOREME 3.1. Si n > 3 | sous les hypothéses (1.1) & (1.4), et si
Imé# >0 et h > 0 sont assez petits, Py(o) a du spectre discret prés de 0,
et ses valeurs propres (les résonances de P) sont simples.—

(L’idée est de comparer les résonances de P(o) d celles de Py(o) =
—h?2A(0) —r? pour h — 0 en s’inspirant de [B.C.D].On conjecture que
cette propriété est vraie pour tout h.)

Pour faire apparaitre des dégénérescences, il est donc nécessaire de
rompre la symétrie sphérique du potentiel, ce qui justifie le procédé général
de perturbation de la section 1. Soit :

Y, = Vect{Y,, | —o0 <7 <0}

Les fonctions résonnantes de Py(o) associées a la résonance sortante
Mo(h) = —ih(20 + 3) sont données par :

fa(z) = Coh~ ot/ 1200y (4) B = (0,7),2 = Tw.

Soient 1g(z) les fonctions résonnantes de P(o)@ Idy, associées aux
résonances voisines de Ag(h) pour P(o) au sens de (1.7). On a le:

LEMME 3.2. Awvec les notations de la Proposition 1.8 :
(AVyg | $3) = (AVfg | f3) + ORH™Y), B =(0,7),7 = (0,7).

Avec les mémes notations, et sous les hypotheéses (1.1) & (1.4) et (1.8)
ona:

I'(c +m+3/2)
I'(o +3/2)

(Pevg | v3) = A(h)8gy + B (D _i™

[, B, 00¥5(@)¥: () + O(1)), B = (0.7),7 = (0.7)

On procede alors a une analyse totalement analogue a celle de la sec-
tion 2 (la principale difficulté technique consiste a montrer 'indépendance
des produits (Yg(w)Y4(w))s,y) , et le Théoreme 2.3 se généralise de la
facon suivante :

THEOREME 3.3. Pour n = 3, soit P vérifiant les hypothéses (1.1)
a (1.4) et soit A(h) une résonance de P de multiplicité (géométrique)
q = 20 + 1(oc € N*) vérifiant aussi Uhypothése (1.8). On considére des
perturbations de P sous la forme : AV = (Ql + Q2)e“’2/2 avec Qs e D,
. Alors il existe une sous-variété affine V{,“e“’”"’ C ('131 ® 132)6"’2/2 de
dimension réelle 2q de potentiels AV (h) et une fonction réelle analytique

h — AV(h) € Vge”’2/2 ,injective,définie pour h > 0 assez petit telles que
M ait une partie nilpotente a l’ordre q .
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