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2 Conditions de Levi pour le probléme...

1. Introduction et présentation du résultat.

Il est bien connu que le probléme de Cauchy dans C* n’est pas bien posé en général
pour des opérateurs hyperboliques d’ordre m & caractéristiques multiples, si on n’impose
pas des conditions sur les termes d’ordre inférieur ( conditions de Levi ). Dans le cas de
caractéristiques doubles le probleéme a été résolu par Ivrii — Petkov [5] et Hormander [2].

Le but de ce travail est de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que le
probleme de Cauchy pour des opérateurs hyperboliques a caractéristiques triples soit bien
posé.

Nous considérons des opérateurs différentiels d’ordre m , P = Py + Pp—1 + - - -, dont le
symbole principal P,, s’annule d’ordre trois sur une varieté Z et le localisé sur X de P,, s’écrit
" de la forme L - Q, od Q est une forme quadratique non—effectivement hyperbolique. Pour
cette classe d’opérateurs les conditions de Levi se formulent en termes du symbole sous—
principal p;,_; de P et de son Hamiltonien, Hyp . De fagon plus précise on dénote par
z = (Zo, T1,...,Ts) = (To, z') des coordonnées dans Q ouvert de R™!, par D, = %6,, et par
I'p le cone d’hyperbolicité de P. Si o = d§ Adz = dw est la forme symplectique usuelle dans
T*Q \ 0 soit I'g le polaire de I'p par rapport 2 0. Si p est un zéro double de ¢ on dénote par
F, la matrice hamiltonienne de g en p et par T'r* F, = Y p;, where +iu; € sp(Fy).

Nous allons formuler de fagon précise nos hypotheses.

Soit P(z, D) un opérateur différentiel d’ordre m:

1) P(z,D) = Pn(z,D)+ Pp_1(z,D) + - --

ol P; désigne la partie homogene d’ordre j de P, j =0, 1,..., m. On suppose que P ait ses
coéfficients dans C™ sur Q, 0 € Q.

H1. Le symbole principal de P, P,,(z, £) est hyperbolique par rapport a &p.
H2. Les racines caractéristiques de &g — Pp,(z, §0,£’) ont multiplicité au plus trois et I’en-
semble des zéros triples

2={@,§) €T*Q| pn(z,§) =0, dpm(z,£) = 0, dpm(z,§) = 0}
est une varieté lisse telle que
rang oy, = constante.
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et la 1-forme canonique w ne s’annule pas identiquement sur T'Z.
H3,. Soit p € Z et on dénote par T,(T*Q\ 0) 3 62 > Py ,(62) le localisé de P, en p. 11
s’agit d’un polynome homogene hyperbolique d’ordre trois sur le quel on suppose:
1) Ppo(62) = L1(62)Q2(62), ot L1(62) = 6&0 — £1(6x,6¢'), £, étant une forme li-
neaire.
ii) Q2(62z) est une forme quadratique hyperbolique réelle telle que:
a) dimker Fg, = dimT,X
b) ker F3, N Im F}, = {0}
¢) dimIm F2, >0
d)sp(Fg,) Cs R
H4,. Hy, € Int(IQ,)NT,x

Si on dénote par ; = {z € Q| 2o < t}, on peut énoncer le premier théoréme:
THEOREME 1.

On suppose que le probléme de Cauchy pour P est bien posé dans Q, t assez pétit. Soit
p € X, siH1, H3,,1), ii) b)-d) e si

Hp, € g, Nker Fy,
les conditions suivantes sont nécessaires:
L1), Rep’(p) =0

HTr+FQzL1 + Hch‘(p) € r‘;(p)
L2) Imp’(p) =0, Himp(o) =0

Le résultat suivant montre que L1 et L2 sont presque suffisantes.
THEOREME 2.
On suppose que P vérifie les hypothéses H1, H2, H3,, H4, ,Vp € Z. Alors, si on assume:
| L1), Rep’(p)=0 VpeZX

Hreor,1 £ HRepr(p) € IM(I5(0)), Vp€EZ
et L2, le probléme de Cauchy pour P est bien posé dans Q.
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2. Quelques commentaires.

L’hypothése H4, entraine que Py, , €st un polynome strictement hyperbolique et que I'p(p) =
I'q,. Enplus on a que Hy, € T)ZN T, X. En particulier cette hypothése assure qu’il n’y
a pas de courbes bicaractéristiques issues hors de Z qui ont des points limites sur . Quand
cela se vérifie, déja dans le cas des caractéristiques doubles on ne sait pas si les conditions
d’Ivrii-Petkov-Hormander sont suffisantes pour la bonne position du probléme de Cauchy.

L’hypothése H3 c) signifie que si T = {p € T*R™! | pi(p)=0,j =1,...,d}, lerang
de la matrice ({pi, ©;}(P));, j1,.. 4 €st positif, c’est & dire que T contient des composantes
symplectiques.

Nous avons toujours travaillé dans 1’hypothése H3 b), mais on remarque que le Théoréme
2 peut étre démontré méme si on remplace H3 b) par

H3,0)1r p€EZ, kerF3 N ImF§, #{0}

et 1a condition (2.14) de [1] est vérifiée.

Finalment on note que le Théoréme 1 donne le résultat du Théore¢me 12.4.6 de [3] dans
le cas d’opérateurs a coefficients constants. Il est aussi facile de voir que si P(z,D) =
L(z, D)B(z, D), o0b £, — £1(z,€'), et by(z,£) sont les symboles principaux de L et B respec-
tivement, nos conditions de Levi L1 , L2 restituent la condition d’Ivrii-Petkov—Hormander
pour B. Enfin on remarque que les conditions nécessaires données par Ivrii-Petkov sont rem-

plies et que toutes les hypothéses et conditions de Levi sont invariantes par transformations
canoniques.

3. Esquisse de la preuve du Théoréme 1.

On a suivi les idées d’Hormander dans le cas des caractéristiques doubles. En effet nos

conditions sont nécessaires pour la validité d’une estimation a priori du type
) HullZ, < CllPully

u € CP(K), K CC Q, p > 0 qui résulte aussitét quand’on assume que le probleéme de
Cauchy soit bien posé . 11 s’agit alors, en supposant que L1), et L2) ne soient pas vérifiées,
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de construire une solution asymptotique u,, 7 > 0 grand paramétre, qui va violer I’estimation
(2). La preuve se divide en plusieurs étapes.

Premiére étape.

On retrouve la condition nécessaire de Ivrii-Petkov, c’est a dire p2,_,(p) =0, p € X. Par des
dilatations symplectiques on localise P prés d’un point p € Z, o p = (0, e,,) et

Pr(z, D) = {%(QB—P%"—(o, ea)) D} + Pa-1(0, e,.)Di}D:."*3 +0(r™),
0

N assez grand. En conjugant par

E(z) = e PRz ip,(z)’

ol
<pf(x)=i'r(:r%+---+xi_l)+i\/'? a:,z, + TYTo,

~ étant la racine de ’équation 4* + P,,_1(0,e,) = 0, avec Im v < 0, on peut trouver une
solution asymptotique

ur(z) = E(z) Y, 77 vj(z);
j20
qui résoud P;u, ~ 0 et qui contredit (2).
Par 1a méme méthode on prouve aussi que L2) est nécessaire.

Deuxie¢me étape.

Ici on va prouver que L1), est nécessaire. On peut choisir des coordonnées adaptées telles
que le localisé peut s’écrire de la forme:

Pi(z,D) = {(Do — (X',2')Ds — (X", D"})
[-D3% +2Do Ly (z' D, D")+2Do L2 (z" Dy, D")
+ Q(l) (:I:'D.., DII) + Q(z) (mem D"’) + Q(s) (.’Z:'D,., D”;.TI"D,;, D"’)]
+(co Do +{c/,z'YDp +{c",D") +{c{',2") Dy

+(d&), D")D,} D~ + O(r~¥)
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oz’ =(z1,...,24), =" =(Tag1,---,20), =" =(Tts1,- ., Tw) TV = Twar,.. ., Tno1)
et les L; désignent des formes linéaires et les QU) des formes quadratiques dans les coor-
données. En posant

A= 2", a=d+idy
H=M+L2®A, M = M, +1 M,.

0d QOt; 2, €M) = 2(Mit, ") + 2(Mat, €") ett = (z' €n, £") ) avec M = My +i Mz et
C=(, ).
La possibilité de trouver une solution asymptotique de la forme e*™¥ E). >0 Yj (z)7~/ avec

I'm 1 > 0 est lié au comportement des racines réelles de la suivante équation algébrique du
quatrieme degré :

(3) ‘ ¥a, 1+ (L2, FL2))
+ 92 (2Re(L2, F Ht) +2(A — L1, 1))
+ 92, (én Re (&1, F L2) + (Ht, F Ht)
— QW)+ (A, t)2 — 2(A, t) (L1,t) — €nlco + Tr* Fg,))

+ ¢zo(€n Re (51: FHt) - E"(C“‘ (%)) A: t))

62
+-4l<51, FC1)=0

ol
F=(C?®+iB®™,
et
Q(2)(Im, 5’”) = (A(Z) :1:'”, zm) + 2(B(2):r'”, Em) + (C(Z)fm, €m)
avec AP =9,

La nécessité de L1), est équivalente au fait que (3) ait quatre racines réelles pour chaque
valeur du parameétre t.

La preuve se termine en utilisant la technique d’Hérmander [2].
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4. Esquisse de la preuve du Théoréme 2.

La technique est classique: il s’agit d’établir des estimations d’énergie pour P en multipliant
dans L2(R"), P parun opérateur hyperbolique i caractéristiques doubles choisi d’une fagon
convenable et dont les termes d’ordre inférieur vont jouer un réle fondamental pour obtenir
des estimations avec perte de deux dérivées.

5. Un example.
Soit
P(z,D) = (Do — £ D1)(— D3 + D? + u(D? + 23 D?)) + pa(z, D).

Avec u > 0,24 € R, P est un opérateur hyperbolique dont le symbole principal s’annule 2
I’ordre trois sur

2={@=8 TR\ {0} | =6 =6=0,22=0}.

On pose alors py(z, D) = (coDo + c1 Dy + c2D2 + c322Dy)Dy, ¢; €C,j7 =0,1,2,3. Les
hypothéses H1, H2, H3 sont remplies tandis que H4 équivauta | £ |< 1.

Les conditions de Levi L1 et L2 deviennent alors:
c;eER,j=0,1,2,3et

1
p>|e| qﬁ;(c% +3)+( a1 | —fu)2
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