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REGULARITE L¥ DES PROBLEMES AUX LIMITES

DE TYPE HERMITE ET TRICOMI

Omar DEBBAJ et Ahmed INTISSAR
Université Mohamed V Université Mohamed V
EM.1. B.P: 765. Faculté des Sciences
Section de Mathématiques Dép. de Mathématiques
RABAT - MAROC RABAT - MAROC

§.0.INTRODUCT ION

Soit k un entier naturel et soit L« (£,x;De,Dw) 1'opérateur
différentiel défini dans le demi-espace R+ x R™ par :

Lac (t,%;D¢,0:)=De2HP (£, x;D,) +t = 72Q(L,x;D5 ) De.

+ tIckTroz0 R(L,x;D.0+ S(L,x;De).

ou P (respQ,R et §) est un opérateur différentiel d'ordre 2 (resp.
d'ordre 1) a coefficients C® sur R+ X R™ et ou lk/20 désigne le plus
petit entier positif supérieur ou égal a k/Z.

Souit le probléeme de Dirichlet associé a L :

Lac (4,x;De, D) ut,x) = £(t,x) dans R+ x R
(*) {
¥y ux) = #(x) dans R"

ou ¥ désigne l'application trace sur R™ .

On va etablir la régularité maximale L¥ des solutions du
probleme de Dirichlet (#). La reégularité Holderienne maximale est
également obtenue pour tout entier k positif généralisant ainsi les
résultats obtenus par le premier auteur dans [10]. La méthode

utilisée ici pour obtenir ces résultats s'adapte trés bien pour
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1'étude de la régularité C» et LT de certains problémes a dérivée
oblique associés aux opérateurs différentiels de type L.

Récemment, pour certains problemes aux limites singuliers, la
régularité dans des espaces de Besov a été obtenue dans [121 en
utilisant les techniques des estimations a priori. Ici, pour établir
nos résultats, on utilise, comme dans ([10l,une méthode "pseudo-
différentielle"” . On construit les opérateurs de Poisson et de Green
associés & Lw, comme dans [8] et [10], en utilisant essentiellement,
les travaux de Boutet De Monvel [5] et (61, Bolley-Camus—Helffer (2]
et de Visik-Grusin (161

La continuité L* de 1'opérateur de Poisson s'obtient directement
a partir des estimations sur son noyau distribution, voir §.2. Par
contre pour la continuité L¥ de l'opérateur de Green, on établit la
continuité L* d'une sous classe d'opérateurs pseudo-différentiels de
"OPS»~"* de Boutet De Monvel. Pour cela, on établit d‘abord, des
estimations assez fines sur leurs noyaux distribution; puis on
utilise, comme dans Nagel - Stein [13] et Coifman - Veiss (7] une
décomposition de Calderon - Zygmund associée & une pseudo-norme
adaptée aux estimations obtenues sur les noyaux de Green (version de
Coranyi-Vagi).

§.1-HYPOTHESES ET RESULTATS

On notera par (t,x) 1'élément générique de R x R™ et par (1,3)
sa variable duale. Sur l'opérateur différentiel Iiw considéré dans le
§-0 on fait les hypothéses habituelles :

(Ho) L'opérateur L est elliptique pour t > o.

(H1) L'opérateur L. (t,x;De¢,Di) = D2 +t*Pz(0,x;D.)

+ (€3*725),.Q (0,x;D,.)De est elliptique pour t > o. Pz et Qi désignent
les parties principales respectivement de P et Q et &*725. 1la
fonction égale a t“/* si k/2 ¢ N et a o0 sinon.

(Hz) Pour tous x € R™ et d € R {0} le probléme associé a
1'équation différentielle ordinaire

L* .. t,x;De,3) u =0
{ u(o) = o
ue ¥R
n'admet que la solution identiquement nulle .

L*w (t,x;D¢,3) désigne l'opérateur différentiel suivant
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LM (6,x5De %) = De® + (t%72)Q0 (0,%;3)De + t< P2(0,x;4)

+(4<%—22722) R, (0,x;3).

Exemple : Soit k ¢ N et considérons l'opérateur différentiel défini
dans R x R™ par L« = De® — t* Ax o0 A« est le Laplacien ordinaire
dans R™. L'opérateur L« vérifie toutes les hypothéses (Ho)Hi) et
(H=2). Par ailleurs nous avons :

Lo est le Laplacien ordinaire dans R x R™ ;

L est un opérateur différentiel de type Tricomi dans R x R™;

Lz est un opérateur différentiel de type Hermite dans R x R”

Pour énoncer le résultat principal, on fixe quelques notations
supplémentaires pour les espaces fonctionnels dont on va se servir.
Pour p = 2/(2+k) avec k € N on définit pour tout s ?» o l'espace de
saobolev avec poids la fonction t :

W=*2Pp PRy X R°) = {uelPFRe + R); D2 u e W= R.x R™

t“u € W=Z,PR. x R™) et t? *“72F Deu € W= P(R+x R™)}

ou les W™ +*(R. x R™) désignent les espaces de Sobolev usuels. De la
méme maniére on considére les espaces de Holder avec poids
Ce="2P(R+xR™) ou les C=*2¢(R+ x R") sont les espaces de Hslder
usuels (voir [4] et pour les traces de certains espaces de Sobolev
avec poids voir [3]1 et [12D. |

Maintenant nous pouvons énoncer le théoreme principal de
régularité maximale L® pour le probléme de Dirichlet associé a
1l'opérateur la.
Théoréme 1. Soient k un enfier pdsitif et p =2/(2+k). Sous ' les
hypothéses (Ho),(Hi) et (Hz2) sur 1l'opérateur différentiel L«
considéré dans le 8.0 on a : Pour s 2 o0 et p' >1 et pour f €
W2 ®xR™) et § € WRIZe r/PP®)sl u € Wy P (RexR™),r>1/p,

est solution du probléme de Dirichlet

Lic (t,x;De, D) ut,x) = £(t,x) dans R+ x R™
()
{‘l ux) = #(x) dans R”

alors v e WgzZr.P(R+ x R™

On a aussi la régularité Hélderienne maximale :
Théoréme 2 . Avec les mémes notations et sous les ‘mémes hypothéses

que dans le théoréme 1 on a @ Four u' > o et pour f € ‘C»g".' ®. x R™)
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et ¢ e CH2P(R") si u € L™10c (R+ x K7™ est solution du probléme de
Dirichlet (¥#) ci-dessus alors u € C¥*2f (R. x R™).

Remarque 1. Le theéoreme 2 genéralise pour tout entier k les
résultats de régularité Holderienne maximale obtenus dans (10} pour
"k pair".

Remarque 2 . Les théorémes 1 et 2 restent valables pour le probleéeme
de Dirichlet dans un ouvert Q de R™*', borné, de frontiére reguliere
et pour tout opérateur du second ordre qui dans une carte locale
convenable s'écrit sous la forme de l'opérateur L« considere dans le
demi-espace R+ x R™.

Nous insisterons sur le théoérme 1.En effet, comme dans [10],
le théoréme 2 découlera assez aisément des estimations obtenues sur
les noyaux de Poisson et de Green pour le probleme de Dirichlet
associé a L« dont les constructions seront esquissées dans le 8.2.
§.2—- METHODE PSEUDO-DIFFERENTIELLE POUR LA CONSTRUCTIOR DES
BOYAUX DE POISSON ET DE GREEN ASSOCIES A L« POUR TOUT k ENTIER
POSITIF (PAIR OU IMPAIR).
2.1-Construction de 1'opérateur de Poisson et estimation de son
noyau distribution: On notera par?‘(lh X R™) l'ensemble des fonctions
p(t,x,3) C* sur R+ x R™ x R™-{0) telles que pour tous a, B € ¥ et X,
N € N et pour tout compact K de R. x R il existe une constante c>o
telle que pour tous (t,x) € K etie R™—{0}

™ D™ D™ Dy ® ptx;8)l € c(1 + ISDH=—1Bmecm—n

On définit les noyaux de Poisson K*(®. x B™) comme l'ensemble
des opérateurs P linéaires continus de C=comp(R™)dans C* ®R. x
R™)défini pour g€ C™compe (R™)par

PPctx) = @M fo et<dpitgd) §6) ds

ou p est un symbole de Poisson appartenant 2a¥%®. x B). On a
Théoréme 2.1. Sous les hypotheses (Ho),(Hi) et Hz) il existe un
noyau de Poisson K € K= (R« x R™) tel que

Lec (£,%X;D¢, D) K = O mod K™
@2) {

YK =1 mod OPST~_
2.2-Construction de l'opérateur de Green et estimation des noyaux
distribution associés:On notera @ = R+« x R® et I' = R™ On introduit
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une szoug classe de symboies 22 .2Y de la classe de symboles de

-

outet De Monvel ¥Sery.»n

r

Béfimition 2.1.0c1c ¢ = i— p.Un designera par 2 .*-Y , YV 7 g,
l'ensemble des fonctions pit,x;r,3) appartenant a S;";‘“P*V telles
gue pour tout compact K de R+ x K™ et pour tous a, B ¢ N° et M, N
€ N il existe une constante ¢ > o telle que
(2.32 iDeN Die® D™ D= plE,xi7,3)1 € © ig|yrense d: BTl I/pTHITRNS
t d‘+1)soa /e

Pour tous (t,x) € K et <+ ,3) € R x R ¢ ,38)1 21
(de étant égal a (1= + t<I312 + [3|=e)1 /=),

Nous avons Z +*:-~¥ € 8S**Vv-# dans (R+xRT)x(RxR™.0On

notera I .™ = Q‘NZ“’G»'"*P”“ et on désignera par OPL+* v

(resp.OPL.™) l'ensemble des opérateurs pseudo- différentiels associés
aux symoles p appartenant a 2 +#-v(resp. I +™). Maintenant nous
pouvons enoncer le résultat concernant le noyau de Green associé a
1'opérateur Lu«

Théoreme 2.2. Sous les hypatheses (Ho),H:) et (Hz) sur Ix. 1l existe
un opérateur @ ¢ OPE+—%.= possédant la propriété de transmission
et un opérateur I € OPL.~2f tels que l'opérateur G = Gi1+Gz= +Gz avec
Gi1=Q° G= =K ¥ @° et Gs = I* vérfie pour s ? o.

LG~ Ied (Woip (R, C=(2))

% ¥G € £ (W=:E 2, C=arr»

ccmper

K etant un noyau de Poisson défini dans la proposition 2.1 choisi
proprement supporté’.

Pour établir ce théoreme on utilise, principalement, comme dans
[10] certains résultats de Boutet De Monvel [5] et [6], Bolley-Camus-
Helffer (2] et de Visik - Grusin (16]. Notons que pour les k impairs
on ne peut pas prolonger les coefficients de l'opérateur L., comme
dans {101, tout en conservant l'éllipticité pour t#o

Nous donnons maintenant les estimations des noyaux distri-
bution associés aux opérateurs pseudo-différentiels OPL.*~ dont
nous aurons besoin dans le paragraphe 8-3. Avec une troncature, bien
adaptée, du symbole p de P € OPL.»-~ , comme dans (10], nous

obtenons.
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Proposition 2.1. Soit K(,x;t-s,x-y) le noyau distribution associé a
un opérateur pseudo-différentiel P appartenant a OPL.*.,¥2 o. Alors
K se décompose sous la forme K = Ki + Kz avec

(1) Kv est C pour (t,x) # (s,y). De plus pour tout N 2 o tel
que n + p + py +Y- pN > o et pour tout compact K de R. x R™ il
existe une constante ¢ > o telle que :

N Ky (G,xit-s,x-y)1 € c(lit-sl'7? +ix-yl)—<nre2—Ceprvioren

lorsque (t,x) € K et (s,y) € R x R°, (5,70 # (t,%).

(i1) K= ,xt-s,x-y) est C pour (t,x) # (s,y) et vérifie pour N
> o tel que n + 1+ p +Y+ N>o, pour tout compact K de R+ x R», il
existe une constante C>o  telle que

K= (t,x;t—s,x-y) ISC tor67e N (jt-sl' 7P+t87P [t-sitix—y )~ N+ 1 2 Cprvo—pN

pour tous (t,x) € K et (s,y) € R,x R™, (5,y) # (t,%).
§.3. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL
3.1. Continuité L™ du noyau de Poisson. La continuité LF de

1'opérateur de Poisson s'obtient directement & partir des estimations
sur son noyau distribution.On obtient

Proposition 3.1. Soit lm € R,p>1 ef soit P un opérateur de Poisson
dans K™. Alors P se prolonge en un opérateur linéaire continu de

wl-r-P.P(R™) dans WEH™-»(R. x R™

loc .

De la Proposition 3.1 on déduit
Corollaire 3.2. Un noyau de Poisson K € K° se prolonge, pour tous s 2

0 et p> 1, en un opérateur linéaire borné de WFEZZe #/P P (R™)
dans Wmr2es ®R. x B

3.2 Continuité L” du noyau de Green . On sera amené a utiliser des
pseudo-normes adaptées aux estimations obtenues dans la proposition
2.6, comme dans Coifmann-Veiss (7] et dans Nagel-Stein [13]. Posons
pour (t,x)et (s,y) € R+ x R”

t-sl' 7P+t87Pit-si+ix-yl!

3.1 Ht-s,x-y)le = t-sis7eP+ts7e+ Ix-yIs

Nous avons :
Lemme 3.1 1) It-s,x-y) le ~ I(t-5,x-y)le pour tous (t,x) et
(s,y) € R« X R
(ii) "Inégalité triangulaire™:il existe cro tel que
1t-5,x-y) e € cUE-rx-2)le + 1(r-5,2-y) )
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pour tous (t,x),(s,y) et (r,z) € R« x R",

La premiere assertion est simple & obtenir, quant a 1la
vérification de l'inégalité triangulaire, elle se fait terme par terme
en utilisant convenablement 1l'inégalité de Holder ( ab € a'/r +
b17%),

Pour (t,x) ¢ R+ x R°, on désigne par B(t,x),r) la pseudo-boule
de centre(t,x) et de rayon r associé a la pseudo-norme | le i.e
{(s,y¢ R x R™ /I(s-t,y-x)1:<{r} Nous avons
Lemme 3.2. (i) les boules B((t,x),r) forment une base de voisinage
de (t,x)

(1i) mes B((t,x),2r) ¢ ¢ mes B((t,x),r)

(1ii)I1 existe une constante c>o telle que
si B((t1,x1),r1) N B((t2,x2),r2) # § et r1 ? r= alors B((tz2,x2),cr=)>s
Bty ,x3),m1)

En utilisant ce lemme nous avons la décomposition de
Calderon- Zygmund adaptée a ces pseudo-boules (voir (71 et [131) que
1'on utilise d'une manieére essentielle pour obtenir
Théoreme 3.1. Soit P € OPIg-~.Alors P® se prolonge, pour tout p>l,en

un opérateur borné de LT ®R. x R™)dans L, ® x R

comp loc

Bquisse de la démonstration :.Nous pouvons écrire P sous la forme
P =P: + P avec Pi1 et Pz € OPI®~ et dont les noyaux distribution
K et K= associés, ainsi que leurs dérivées, vérifient respec-
tivement (i) et (ii) de la proposition 2.6 avec les p et v (fgggres—
pondants. Montrons le théoréme pour P=z. Puisque Pz € OPS‘P’M est
borné de L2 dans L*? (théoreme de Calderon-Vaillancourt). Par
conséquent, pour obtenir le théoréme on est ramené a montrer que P=
est (1.1) faible. Pour cela il suffit que l'on ait, pour tout (s,y) €
B((ss,ya)i1),

3.2) fl K2t x;t-5,x-y) - K=2(t,x;t-s0,%yo)1 dt dx < C
t,x)¢ Bl(ss,y5);2r)

Ceci reésulte des estimations sur K= et de la nature des pseudo-
boules considérees ici.

De méme on vérifie que P est (1,1)- faible en utilisant la pseudo-
norme | lo défini parl(t-s,x-ydlo =(t-sl'/?+ix-yD? et les estimations
de son noyau associé données par la proposition 2.6 (i). Cela achéve

la démonstration du thécréeme 3.1.
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En se basant essentiellement sur le théoreme 3.1 on obtient,
par les mémes techniques que dans(10] :
Proposition 3.2. L'opérateur de Green G donné par le théoreme 2.2 se

prolonge en un opérateur borné de V=2 (@) (s ? o, p> 1) dans

comp

WEtze P Q)

t,loc

§4 - APPLICATION A LA REGULARITE D'UN PROBLEME AUX LIMITES NON
LIBEAIRE
Dans ce paragraphe on va étudier la régularité des solutions de
problemes aux limites non linéaires dont les opérateurs linéarises
sont dans la classe d'opérateurs étudiés aux paragraphes précédents.
Soit F(t,x,pxs)ow+ic2 une fonction réelle de classe C=(R™) ou ¥
désigne le nombre de variables de la fonction F. On note par
Ce2rm (R'i*’). m € N, l'espace fonctionnel avec poids suivant :
Ce®m@RY) = (ue C"RTNI/BF Uue CPR™Y), T U €
Crr2@Rp™') ,t? %/2C 9 u € C™*' (R7™Y),
tIk==2372C gy € C**'(RYT')
Soit u € Ce* (ﬁ_';*‘) une fonction réelle solution du probléme.
Ft,x,t3 2 er22ixir2+3C 323 Wo+iz = 0
(¥¥) {

Ib—o= o

o0 X = (X1,00.50n) € N etlal = ar +..000 + an.
L'opérateur linéarisé de (¥%) s'écrit :
L = z aaj(t’x)t}—2+(k4-2>lal/2 -v-.ﬂ:a oua:

O X+ J X2

avec auj(t.x) - ggagt’x.t)—2+(k+2>lallz+.ic a:a:‘ u)

Les coefficients a«i(t,x) de l'opérateur L sont dans C°(§:*‘).
On introduit sur L les hypothéses habituelles (Hs), (Ha) et (Hz2).
Nous avons
Théoréme 4.1. Si les hypotheses (Hs),(H1) et (Hz) sur l'opérateur
linéarisé L du probleme non linéaire (#%) sont vérifiées et si u €
Ce2@®7*") est solution de ce méme probléme alors u € C= (ﬁ:*‘).

Ce théoreme résulte immédiatement des deux lemmes suivants :
Lemme 1.5i u € Ctz(-ﬁ:*-‘) est solution du probléme **) alors u ¢
WF. P (1—?{‘;‘*‘) pour tout p > 1, en particulier u € CL2+‘J(—R.-‘:+1)

pour tout p,0{ucl.
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Lemme 2. 581 u € CLZ*Pfﬁg*‘), o{u<l, est solution du probleme (#%)
alors u ¢ C°(§ﬁf‘).

La demonstration du lemme 2 est basée essentiellement sur les
estimations de Schauder et l'utilisation de la méthode des quotients
differentiels comme dans Agmon-Douglis-Nirenberg (11 et Douglis-
Nirenberg [111} (pour les details voir [12)). Quant au lemme 1, il se
démontre de la méme fagon que le lemme 2, mais en utilisant cette
fois-ci les estimations a priori W=-# (s20,p>1) qui résultent
de la continuité L des opérateurs de Poisson et de Green associés a
l'opérateur linéarisé L.

Nous tenons a remercier le professeur Jacques CAMUS pour les
discutions fructueuses que nous avons eues avec lui.et pour nous
avoir suggéré l'application de nos résultats obtenus dans le cas L,
a la régularité C* du probleme aux limites non linéaire considéré au
paragraphe IV.
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