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CALCUL PSEUDODIFFERENTIEL TROIS-ETAPE

R. Béais
Yale University

On décrit des résultats de T. Cummins sur des algebres pseudodiff^ren-
tiels associes aux certains opérateurs hypoelliptiques du type de Hô'rman-
der. Pour comparaison, on décrit d abord le cas classique et le cas deux-
étape du même point de vue. 0(1j "̂—» ^

Soit toujours U un ouvert dans 1R et P = ̂  Xj" + (ordre ̂  1) ,
ou les X< sont des champs de vecteurs indépendants. On cherche un al-
gèbre pseudodifférentiel, ayant loi de composition asymptotique, qui con-
tient un parametrix de P au cas de hypoellipticitê maximale-

Soit d. = d , dimension de l1espace. Alors P est elliptique et il
s^git de 1 algèbre classique. Cet algèbre peut être décrit de façon moins
classique: soit O^(x^) - symbole de - V^ X, , soient

d) F^(U) = { fec^aJxc iR^o] ) , f(x^<r) -^f(x,cr) , V ^ > o } ,
oo

(2) F^U) = [ f C C ^ C U ^ l R ) , f - £ f ^ . f^F^(U)} ,

(3) S^CU) = { q ( x , ^ ) = f(x, (r(x,^)) , f e F ^ U ) } ,

oo i i w
(4) S (U) = (J S (U) .

m

Alors on a des résultats classiques: moyennant des opérateurs aux noyaux C

oô / oo
(5) Op S (U) ne dépend que de la structure C de U ;

oo \
(6) Op S (U) est un algèbre;

(7) le symbole principal de la composition r(x,D) = q (x,D) q (x,D) ,
•I 2.

HA»
q , £ S ^(U) , est la produit des symboles principaux des q . (x ,D) .

è J
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Ce dernier résultat doit être compris de la façon suivante: on fixe un
/ . . xpoint x£U " , on prend deux opérateurs approximatifs Q - qui correspondent

0

aux Q. = q.(x,D) , et qui sont invariants par rapport aux translations
euclidiennes dans (R 3 U . Alors le compose Q Q est 1^ opérateur
approximatif pour Q Q au point x . Mais les opérateurs invariants sont
des opérateurs de convolution et les symboles se composent par multiplica-
tion ponctuelle.

Soit maintenant d . = d - l , oisons, et soit P hypoelliptique avec
perte d^e dérivée. Alors tout maiche comme ci-dessus; un parametrix de
P appartient a un algèbre pseudodifférentiel canne décrit, avec les modi-
fications suivantes. On choisit un champs de vecteurs Xj indépendant des
X . , j < d . Dans (1), il faut remplacer les dilatations isotropes par lesQ
dilatations

^((T;,^, ... ,<^,<^ )=(^Ç, ... ,̂ ..̂ ) .

Dans (5), on note que 1 algèbre d opérateurs ne dépend que de la structure
C00 de U et aussi du sous-fibre 1/̂ C T(U) engendre par les X. , j<d .
Dans (7), on trouve que la loi de composition des symboles principaux nVest
pas forcément commutât lire. Néanmoins le principe est le même: premièrement
on assigne a chaque point une structure de groupe (niipotent de rang $ 2)

J V ^ • • ^

dans |R ^ U ; deuxièmement on assigne deux opérateurs approximatifs Q.
\, ^ y vinvariants par rapport aux translations a gauche, et le composée Q Q

define 1̂  opérateur approximatif pour Q^ Q . Nous ne décrirons pas ici la
façon d)attacher cette structure de groupe; voir le cas trois-etape plus' ^
loin. Il faut remarquer que la structure peut varier brutalement d un
point "a un autre. Exemple: P est (la partie scalaire de) 1 opérateur Q,

. / ^ D/^de Kohn-Rossi sur les formes (0,2) de la variété CR

M= { |z^+ |zJ^ |z^r+ |zJ^ |z/ =1}^ .

Dans ce cas le groupe attache au point z dans M est isomorphe au groupe de^\
Heisenberg H^ si z^ / 0 , mais il est isomorphe au groupe H^IR si z^
= 0 . Alors il ne s^agit pas ici seulement des "variétés de contact" ou
des "opérateurs de convolution aux coefficients variables". Voir [1].[2].

Cumnins [3] étudie le cas 3-etape. Soient des champs de vecteurs
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•t.

^r-—•———t.
^-1 5 • • • ^ 5 ^J . 5 • • • • 5 X * , X . , . . . , X *1 aL^ c^^\ ci^ d1^^ A

indépendants et soient V^ et V^ les sous-fibres engendras par les
premiers et les deux premiers canne indiqua ci-dessus. Soit [ V^ , V. ]
C IÇ. On introduit des classes de symboles et d opérateurs comme
auparavant, encore avec changement de dilatation:

\ ( 0; , • • • ,̂ ) = ( \^ , ... ,^r^ ,TQ. ^ , ... ^0^ ,

^cr , ... ^çr. ) .^a,4"1 <3(

Cummins montre des résultats analogues pour cette classe d^operateurs. La
classe ne depejid que des sous-fibres 1T . La classe est un algèbre, et la

-s,composition des symboles principaux correspond en chaque point a la compo-
sition des opérateurs invariants a gauche par rapport ̂  un groupe associe
au point. Voici un esquisse de la choix de groupe. Etant donn^ x £ U ,

^ / ^on fait d abord le unique changement de coordonnées affine tel que x ^ 0
et tel que X.(x ) h^ ^/àx.(O) . Provisoirement on assigne des poids dans
ces coordonnées:

poids d un produit est somme des poids des facteurs;

poids de x • est ̂  si 1 ̂  j < d , ^2 si d < j ^ d , -3 si j > d
9 1 l A X»

poids de ^à/3x- + poids de x- = 0 .
0 J

On prend alors le développement de Taylor des X- (c est-a-dire des
> ^ ^ » . ^ v

coefficients) a 1 origine dans ces coordonnées et on garde seulement les
termes de poids ^ poids de ^â/âx. . S il y a des termes de poids >

—. ^
poids de "ô/3x; , on fait un changement de coordonnées quadratique pour
tuer tous ces termes (ce qui est possible grâce au hypothèse [ V\ , ̂  ] C U^
). Apres ce deuxième changement, en gardant les termes du développement de
X. de poids = poids de ""à/àx: , on obtient des champs de vecteurs approxi-

^ V 'V ^ i
matifs X: °. Les X • ° , considères commes champs de vecteurs sur IR ,

^ . \ ^ \sont invariants a gauche par rapport a une unique structure de groupe de
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Lie niipotent de rang $ 3 . Une fois de plus, le type d'isomorphie de ce
groupe peut varier d^ùn point L̂ un autre.

Pour terminer cette esquisse, on remarque que dans les cas classique
et deux-étape, on a fait des calculs pour le plupart au côte des symboles.
Les symboles deux-étape appartient a la classe Si/ y , fait qui indique
qu un tel calcul est possible, sinon facile, et que les opérateurs d'ordre
0 sont bornes dans L . Cummins travait pour la plupart au cote des
noyaux; ses symboles appartient a la mauvaise classe S ^ , ^. II obtient

î 3' -3 T>aussi des estimations: les opérateurs d ordre 0 envoie L̂  dans L^c. 5
Kp<: ôo . Finalement, il faut citer le travail [4] de Rothschild-Stein.
Cummins se place dans un cadre plus étroit de ce de Rothschild-Stein pour
obtenir des résultats plus précises au niveau du développement asymptotique
et de calcul (en principe) de parametrices.

Il parait que le cas k-etape peut être aborder de la mène façon.
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