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CALCUL PSEUDODIFFERENTIEL TROIS-ETAPE

R. Beals
Yale University

On décrit des résultats de T. Cummins sur des algdbres pseudodifféren-
tiels associfs aux certains opérateurs hypoelliptiques du type de Horman-
der. Pour comparaison, on décrit d’abord le cas classique et le cas deux-
étape du méne point de vue. d,

Soit toujours U un ouvert dans IR(’L et P= fo‘ + (ordres' 1) ,
ou les Xj sont des champs de vecteurs independant;:-'On cherche un al-
gebre pseudodifférentiel, ayant loi de composition asymptotique, qui con-—
tient un parametrix de P au cas de hypoellipticité maximale.

Soit d, =d, dimension de 1'espace. Alors P est elliptique et il
s’agit de 1 algébre classique. Cet algbre peut 8tre décrit de fagon moins
classique: soit OZ(X’S) - symbole de - ¥-1 Xﬁ , soient

1 E W = {fec®xtr 0D , £, A0 = X, o) ,YA>0}
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Alors on a des résultats classiques: moyennant des operateurs aux noyaux CO:
00 V] (0 )]
(5) Op S (U) ne depend que de la structure C de U ;
(6) Op §X%U) est un algEbre;
(7) le symbole principal de la composition r(x,D) = q (x,D) q (x,D) ,
1 Z
m-

q.€S %(U) , est la produit des symboles principaux des q.(x,D).
4 J
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Ce dernier résultat doit &tre compris de la fagon suivante: on fixe un
point - x€U ', on prend deux opérateurs approximatifs Q? qui correspondent
aux Q; = q;(x,D) , et qul sont invariants par rippo;t aux translations
euclidiennes dans [R™ D U . Alors le compose Q1 Q, est l)opérateur
approx1mat1f pour Q Q au point X . Mais les operateurs invariants sont
des operateurs de convolutlon et les symboles se composent par multlpllca-
tion ponctuelle.

Soit maintenant dg=d-1, disons, et soit P hypoelliptique avec
perte d'une derivée. Alors tout marche comme ci-dessus; un parametrix de
P appartient 3 un alg\ébre pseudodifférentiel comme décrit, avec les modi-
fications suivantes. On choisit un champs de vecteurs X 4 indépendant des

X j <d . Dans (1), il faut remplacer les dilatations isotropes par les
dilatations

A0, 0, LG L) = (MGG, L ,)0;_\,)\ ™)
Dans (5), on note que 1 alg}abre d)opérateurs ne dépend que de la structure
c® de U et aussi du sous-fibré UV C T(U) engendre par les X5 s j<d .
Dans (7), on trouve que la loi de composition des symboles principaux n’est
pas forcénent commutatife. Néamnmoins le principe est le mme:: . premi}erement
on assigne 3 chaque point une structure de groupe (nilpotent de rang < 2)
dans R" 2 U ; deux1émement on assigne deux operateurs approximatifs Q.
invariants par rapport aux translations a gauche, et le composée Q’: Q’;
define 1’ opérateur approximatif pour Q 4 Q, - Nous ne décrirons pas ici la
fagon d’attacher cette structure de groupe; volr le cas trois—étape plus
loin. Il faut remarquer que la structure peut varier brutalement d’un
point 3 un autre. Exemple: P est (la partle scalaire de) 1 operateur D
de Kohn—Rossi sur les formes (0,2) de la variéte CR

~
)~

4 2 2 2 2 5
1zl 1z + 12,0 + 12,17+ 12,]° =1} cC

Dans ce cas le groupe attache/ au point z dans M est isomorphe au groupe de
Heisenberg Hy si z, # 0 , mais il est isomorphe au groupe H, «R? si z,
=0 . Alors 1l ne s aglt pas ici seulement des ' variétés de contact ou
des "operateurs de convolution aux coefficients variables'. Voir [1].[2].

Cummins [3] etudie le cas 3-etape. Soient des champs de vecteurs
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indépendants et soient U; et U, les sous-fibrés engendrés par les
premiers et les deux premiers comme indiqué ci-dessus Soit [V7,V;]
- 'L; On introduit des classes de symboles et 4’ operateurs comme
auparavant, encore avec changement de dilatation:
2

A(q, ... ,gp:()a;, P U ,la;
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Cummins montre des résultats analogues pour cette classe d)ope/rateurs. La
classe ne depend que des sous-fibrés V La classe est un alg\ebre et la
composition des symboles prmc1paux correspond en chaque point 2 la compo—
sition des opérateurs invariants 3 gauche par rapport % un groupe associé

au point. Voici un esquisse de la choix de groupe. ftant donné A evu,

on fait d abord le unique changement de coordonnes affine tel que x =0

et tel que X.(xo) » "Q/SX‘j (0) . Provisoirement on assigne des poids dans
4
ces coordomnées:

poids d’un produit est somme des poids des facteurs;
poids de X est -1 si 1$j<d1 , =2 si d'<dez,-_3 si j> dz'
poids de 'B/axé + poids de X = 0.

On prend alors le developpement de Taylor des X. (c’est-\a-dire des
coefficients) a l)origine dans ces coordornées et on garde seulement les
termes de poids > poids de 3 /Bx . 8l y a des termessde poids >

poids de B/ax , on fait un changement de coordonnées quadrathue pour
tuer tous ces termes (ce qui est possible grace au hypothese (v, /1 1C U—
). Apres ce deuxieme changement, en gardant les termes du developpement de
X de poids = poids de ’3/2xd: , on obtient des champs de vecteurs approxi-
matlfs Xd >, Les X Y°, considérés conmes champs de vecteurs sur !’Rd

sont invariants 3 gauche par rapport 3 une unique structure de groupe de
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Lie nilpotent de rang £ 3 . Une fois de plus, le type djisomorphie de ce
groupe peut varier d’un point 3 un autre.

Pour terminer cette esquisse, on remarque que dans les cas classique
et deux—étape on a fait des calculs pour le plupart au cbté des symboles.
Les symboles deux—etape appartient a la classe Sy/ A fait qui indique
qu un tel calcul est p0551b1e sinon facile, et que les operateurs d’ordre
0 sont bornes dans L* Cummlns travait pour la plupart au ot des
noyaux; ses symboles appartient ala mauvalse classe S,/ v, I1 obtient
aussi des estimations: les operateurs d ordre 0 envoie 1? dans Izog s
1<p< . Finalement. il faut citer le travail [4] de Rothschild-Stein.
Cummins se place dans un cadre plus &troit de ce de Rothschild-Stein pour
obtenir des résultats plus précises au niveau du developpement asymptotique
et de calcul (en principe) de parametrices.

I1 parait que le cas k-étape peut &tre aborder de la méme fagon.
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