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INTERACTIONS TOTALEMENT NON LINEAIRES
par J .Y. CHEMIN

Introduction :

On cherche à décrire les singularités d'une solution réelle assez régulière de
l'équation

(^ F(x^^au}^^=0

SUT un ouvert fî de R", F étant une fonction C°° de ses arguments.
Soit p(resp pm)(x^) = E|o|<m (^PEia^m) 9F/ôu^, on fait les hy-

pothèses suivantes :

( ffi) pm est strictement hyperbolique par rapport à $1.
( H^) toute bicaractéristique (i.e. courbe intégrale de Hp^, le champ hamil-
tonien de pm) issue d'un point (rr,^) de T^fl H (rci > 0), tel que pm(^$) = 0,
rencontre T*fï H (rci < 0) .

On cherche à décrire les singularités d'une solution u de (E) dans l'avenir, à partir,
soit de leur connaissance dans le passé, soit de la connaissance de la régularité des
traces de u sur l'hyperplan [x\ = 0).

Théorème fondamental (J-M. Bony [4] ) : Soit u e Hf^(fî},s > ̂  + m +1
réelle solution de (E) :

• WF^^m{u) C Carp^ = {(x, ̂ /pm(x, $) = 0} .
• Soit Fff la réunion des bicaractéristiques issues des points de WFy[u) H Carpyyi
H (a;i < 0), pour tout a<2s-^-m-l, WF^[u) C F^.

Ce théorème signifie que le comportement des singularités microlocales H^ de
u est, pour a <2s— ^ — m— 1, linéaire vis-à-vis du symbole principal du linéarisé.

On cherche, soit à obtenir des comportements de singularités de type linéaire,
soit à contrôler l'apparition des singularités nées d'interaction non linéaires, pour
un niveau de singularités allant au delà du seuil 2s — SQ. On présentera ici, d'une
part des résultats relatifs à la dimension un d'espace (i.e. n = 2), ainsi qu'à l'ordre
1, d'autre part, des résultats relatifs au cas de données initiales conormales par
rapport à un point.

Le lien entre ces deux types de résultats provient des outils utilisés pour leur
démonstration ; à savoir le calcul paradifférentiel précisé, et l'étude de l'action
itérée de champs de vecteurs peu réguliers.

Le plan sera le suivant :
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1. Résultat en dimension 2 ou à l'ordre 1.

2. Calcul paradifférentiel précisé.

3. Action itérée de champs de vecteurs peu réguliers.

4. Problème de Cauchy à données singulières en un point.
Pour les détails relatifs aux paragraphes 1, 2 et 3, nous renvoyons le lecteur à [5].

1. Résultats en dimension 2 ou à l'ordre 1.

On suppose que u est une solution réelle C^(fî), r > m+ 1, de l'équation (E)
dans un ouvert fl de R2 vérifiant (-H\) et (H^).

La dimension S et {H^) assure que pm == ]~l^=i z^^ ^es ^i étant des champs de
vecteurs dont les coefficients sont des fonctions C°° de la solution u.

On va maintenant définir un indice de régularité pour u ; soit q un point de fl,
Ai(q) désigne l'ensemble des graphes A formés de points et de courbes intégrales
des Zj^ j ç. {1, ...,m}, joignant ces points, et tels que

. q est un point de A,
la courbe intégrale de Z{ passant par q est la courbe de A passant par g,

de tout point du graphe autre que ç, il arrive les courbes intégrales de zj
et Zk avec j 7^ fc, et il en repart z\ avec l 7^ k et l -=f=- j.

Un exemple d'élément de Ai(q) est donné par le schéma suivant :
t=0 1

Les points du type q ne sont pas des points du graphe d'interaction, car ils ne
rendent pas compte d'interaction au niveau de régularité où l'on va se placer.

Définition 1 : Soit u une solution de (E) sur un ouvert fî de R2, u ç. C^(fî),
r > m + 1, vérifiant (ffi) et (H^) ; soit r une fonction de 0 H (rci = 0) dans
[r,+oo [ telle que, pour tout ç' G fl H (a:i = 0), u C C^^ en q9.

(t) PiW = Ae1 )̂ (m + 1 + E^An(z,=o) T^) -rn-l) .les points de A H
(x^ =0) étant comptés avec multiplicité.
(") ?(<?) = ^imPiW •
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Théorème 1.1 : Sous les hypothèses de la Définition 1 , pour tout g G OS,
u 6 C^ près de g.
De plus, pour tout i G {1, ...,m}, u est microlocalement Cpi^ en (g,Car^]ç).

Remarques :
1. On a le même théorème en remplaçant les espaces C^ par H^^^
2. J. Rauch et M. Reed ont démontré ce théorème dans [11],lorsque (E)

est semi linéaire ; les champs de vecteurs (^t)i<i<^ sont alors C°°.
5. P. Godin a démontré ce résultat lorsque m = 2, dans [9] ; le comporte-

ment des singularités est alors linéaire vis-à-vis de p2.

Théorème 1.2 :
(î) Soit a 6 ] 0,1[ tel que, pour tout m 6 N , a -=^ —^, soit fl un ouvert

de R", et soit u solution réelle C^Çn) (respH^1^ (fî)} de (£'i) F(;r,u,gradu),
sur n.
Si (a:, ^) £ r*f! est un point elliptique du linéarisé, i.e. ^^^9F/9ui.ç ^ 0

alors u est microlocalement C^-^-^oo- (respJEft4-14-2^^) en (a;,$), avec^[^].
(n) On a le même résultat si u est complexe et / holomorphe en (u,gradu).

Corollaire : Si u est une solution réelle (resp complexe) de F(a:,u,gradu) = 0
sur n, avec u ç. ^o^i2^6^)! f Ç. C°° (resp et holomorphe en (u,gradu)), alors u
est C00 microlocalement en tout point elliptique du linéarisé.

2. Calcul paradifférentiel précisé

Pour démontrer le théorème de J-M. Bony, il faut transformer l'équation (£*)
en l'équation paradifférentielle linéaire suivante : TpU G jy28-^-2m^ Q^ y^ çg^
l'opérateur paradifférentiel de symbole p, (voir [4]). La limitation à 25 — 60 des
singularités traitées par ce théorème provient des deux faits suivants :

. Tp est défini modulo un opérateur s — ^ — m-régularisant, i.e. envoyant H^
dans H^ï^^+a.

. Le reste est dans iT23-!-2"'1.
Le calcul différentiel précisé a pour but de fournir une méthode relativement

générale pour contourner ces deux obstacles :

Définition 2.1 : Une fonction T 6 C°° (R^R) telle que :

( i )Supprc{($ , r7) / , |$ |<6 | r? |}
(ii) Supp(l - T)\J9(0,c) C {($,77)/ |$| > ^ \r,\}
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( € et 61 étant deux réels tels que 0 < 6 i < 6 < ! )

(iii) 1^7(^)1 ̂ (l+I^D-l-l ,
étant supposée donnée, on appelle paraproduit, et on note encore T, l'opérateur
envoyant <?' x £1 dans S1 défini par :

(2.1) T,w(x) = (27^)-2n j e^+ '̂ne, r,)v^}w{n)d^

Pour les propriétés opératoires de T dans les 11er et les C°', nous renvoyons à [4].
A l'aide d'intégration par parties, on démontre, dans [5], que Supp Sing T^w C
Suppi? H Supp Singw ; ceci permet de localiser T sur un ouvert f! de K^ modulo
un opérateur infiniment régularisant. Soit a(x^) = ^ > i^ Oa^)-^ 5 avec
0,0, £ L^(n) , on notera encore Ta l'opérateur défini par TaV == ^|Q[<^ Ta^D^v

Etudions maintenant le reste R ; il provient de la paralinéarisation d'une fonc-
tion non linéaire. Le théorème de paralinéarisation de Bony-Meyer (voir [4] et
[10]) dit que si v ç C^ f{v) = Tf^^.v^}.

Soit k un entier strictement positif ; la donnée d'une fonction <p £ (^(R^),
réalisant une partition de l'unité dyadique, permet de construire dans [5], ex-
plicitement et de manière récurrente, une suite d'opérateurs (M^'^a, v)) ^ a ^ , ,
linéaires en a, /3 -linéaires en v tels que : M^'^a, v) envoie C^xC0' (respC^0 x JEf^"1"0')
dans C^+I^(PO,O) ^^t+/3<r+inf(po,o)) p^. ^ ̂  Inf(po,0) > 0. L'intérêt de
ces opérateurs apparaît dans le théorème suivant :

Théorème cPapproximation 2.1 :

(î) Soit v C C^ (respff^-^^, r > 0, réelle e t / G C00, pour tout k1 <k:

k1 . Il
\f(v)-^M^ÇfW(v^v) < C

+r\/9=l llc^respjyî-1-)

la constante C ne dépendant que de |H|^,./ ^.+r\ .

(îî) On a le même résultat avec v complexe et / holomorphe près des valeurs de
v.

Remarques :
1. Si v £ C0', a £ C^ avec a + inf(/?o, 0) > 0
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Mlïk(a,v)= ^ p{2~PD)a y{2~qD}v
P<q+Nk

=E TaV (^+^(PO,O)\

2. Pour des applications à l'interaction contrôlée, voir [6] et [7].

3. Action itérée des champs de vecteurs peu réguliers.

Définition 3.1 : Soient 2 = (^i,...,^) une famille de 7V champs de vecteurs
sur H/1, à coefficients (7e7, et T un paraproduit sur R", 07^(2) (respJET»^))
est l'ensemble des v dans C^ (respAT) tels que, pour tout 1 = (t'i,. ^) l < k
i, £ {l,...,7\T}î^ ...î^z; e C^6-1)1 (resp^t^-H5-^), avec 6 = Inf(r.l) /

Des espaces de ce type ont été également introduits par S. Alinhac dans [l]
pour l'étude d'interaction d'ondes simples dans les équations non semi-linéaires.

En supposant (Hk-i) : les coefficients des champs sont Caïk~l{Z}, on démontre,
dans [5], des inégalités disant que ces "parachamps" se comportent vis-à-vis des
produits d'une manière pas trop éloignée de celle des champs de vecteurs à coeffi-
cients C°° ; une modification formelle mineure laissée au lecteur permet d'adapter
le cas d'un seul champ, traité dans [5], à celui de plusieurs traités ici. On peut
alors démontrer, sous cette hypothèse, que les espaces (7^(2) et H ^(2) sont
indépendants d'un paraproduit T utilisé pour les définir. De plus, notamment
grâce à l'étude de l'opérance des opérateurs (^^K^L. dans les C^*^), on

construit, pour k < [i^:], un calcul paradifférentiel analogue à celui construit
par J-M. Bony dans [4].
Illustrons maintenant l'intérêt de cette méthode par la démonstration du Théorème
1.2 :

Ce théorème est trivial dans le cas semi-linéaire ; en effet, soit z un champ
de vecteurs à coefficients C°°, soit / G C°° et u £ 2^(0), si z(x,D)u = /(rc.u),
alors pour tout k £ N , Zku ç. %(n), d'où le théorème.

Dans le cas non semi-linéaire, on peut commencer par supposer /(rr,0) = 0.
Soient alors (p et \ deux fonctions de C§°(fî) et (x, $) un point elliptique du
linéarisé tel que \ vaille 1 près de Supp<p, et (p vaille 1 près de x :

<pf (x,u(x),8u(x)} = pf (x, xu(x), ôxu(x}}
Dans la suite on note encore / la fonction <p/, et u la fonction \u.

Posons z = T^^Qif [x,u,9ju}^i et, T étant un paraproduit sur R",
Z = ï^. On va démontrer (Rko+i) u ç C1^^04-1^) et que les coefficients de z
sont dans C^^).
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(Ri) est clairement vraie. Supposons (Rj) avec j < ko
Les coefficients de Z sont des fonctions C°° de u et des c?y,u, donc sont dans
C^Z). Il vient alors

^u+rao/^^.^e^2^^).

Vu que 9of[x,u,9u) £ C^'(Z) , on a Tg^^^u G C^^Z) , qui est
inclus dans C20^4-1^) , . d'où : Zu G C^ÇZ} , or u £ C^^4-1^) , ce qui
démontre (Rj+i) • D'où il vient (Jî^o+i) et le théorème par un analogue, dans
ce cadre, de Pellipticité microlocale pour le champ Z.

Pour le Théorème 1.1, on utilise, à l'instar de J. Rauch et M. Reed dans
m

[11], des espaces + Cpi1ki{Zi ) ; le mécanisme est le même, en plus lourd
i = 1

techniquement.

4. Problème de Cauchy cPordre 2 à données singulières en un point

On suppose que u est une solution réelle Jî^(Q),5 > ^ + 3 , de l'équation
[E) lorsque m = 2, et que ^io(u) et 'ïi(u) sont très régulières, sauf en l'origine.

Définition 4.1 : r désigne la projection sur fî de la réunion des bicaractéristiques
nulles passant par 0.
On appellera, par abus, r le cône d'onde issu de 0.
On sait, d'après les résultats de M. Sablé-Tougeron démontrés dans [13] .d'une part,
et d'autre part, de ceux démontrés par l'auteur dans [6] et [7], que, localement près
de jFf, la régularité de u est la suivante :

(1 ) u cr-t. G
^ Q—— ç

(2) u est 1 1

r

On cherche à s'affranchir de la limitation à 35 — s\ concernant la zone (2),
c'est-à-dire à obtenir un comportement des singularités, analogue au cas linéaire.

Lorsque n = 2, H. Bahouri et B. Dehman dans [2], et P. Godin dans [3], et le
Théorème 1.1, mettent en évidence le comportement linéaire des singularités de
u : u est très régulière en dehors de F qui est, dans ce cas, la réunion de deux
courbes.

Nous supposerons désormais n > 3. Dans ce cas, M. Béais prouve, dans
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[3], l'existence d'une solution u de l'équation 9^u — ^^Ji 9^ .u = j3u3 , avec
f3 CC§° (R.4- x B/1"1), telle que, pour i ç {0,1}, ^u soit H8-1, et C°° en dehors
de l'origine, et telle que u ne soit pas Jï384"82 dans la zone (2)

II convient donc de faire des hypothèses sur la nature de la singularité des traces
de u si l'on veut obtenir un comportement de type linéaire. L'hypothèse que nous
ferons ici est que les traces sont conormales par rapport à 0. Plus précisément :

Définition 4.2 : Soit E une sous-variété lisse d'un ouvert îl' de R^ ; on dit
qu'une distribution H8 est conormale (d'ordre k) par rapport à E si elle appartient
à l'ensemble ff^^E) des v dans Jï^^f!7) tels que, si ^i,...,^ sont l < k champs
de vecteurs tangents à E, à coefficients C00, alors z^(x^D)...zi(x^D)v £ .ff^(n').

Remarques :

(i) Si v e ^^(E), alors le front d'onde H8^ de v est inclus dans ^*E,
le conormal à E.

(ii) Si E == {0}, TP^E) est l'ensemble des v telles que pour tout a G N'1

tel que |a| < fc, x^v e H8^.

Théorème 4.1 : Soit u solution .fffoj0) de (J?^ u réelle, s > ^ + 8 ; si, pour
i ç. {0,1}, ^iU ç. ff8"1*0^), alors, localement près de 0, on a :

(i) r\ {0} est une hypersurface lisse.
(ii) u G H^^r^O}) ;en particulier, u est C°° en dehors de T.

Ce théorème a été démontré par N. Ritter dans [12], lorsque l'équation (E) est
semi-linéaire, pour 5 > r- + 1. L'idée essentielle de la démonstration dans ce
cadre est de redresser le cône d'onde T en le cône TQ = ^ (t ,x') / t 2 = |x'|2 ^ par
l'application exponentielle associée à la gerbe des bicaractéristiques, qui est un
C°° difféomorphisme. Cette technique est typique de l'ordre 2.

Dans le cadre non semi-linéaire, la difficulté provient de ce que l'application
exponentielle est a priori peu régulière, et donc T\ {0} aussi. Ainsi les champs
de vecteurs tangents à r\{0}, nuls en 0, que l'on est amené à utiliser sont, a
priori, peu réguliers. On démontre pas à pas qu'ils vérifient une hypothèse du
type (Hk-i), ce qui permet d'énoncer, dans [8], un théorème plus précis décrivant
le cas où ^u 6 H8"3^^) , j ç. {0,1}. La démonstration détaillée est faite dans
[8].
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