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1.Introduction et énoncé des résultats.

Dans un ouvert de IR”, soit u une solution de 1'équation :

(1) F(x,8%u)=0
Lorsque u est de classe H® avec syn/2+d (d est un indice mesurant la
non-linéarité de (1), et vaut m si I' équation est complétement non
linéaire) , le calcul symbolique paradifférentiel de J.-M. Bony , exposé
dans [1], permet de montrer que, pour tg 2s-n/2-d, les singularités
microlocales H' de u se propagent le long des bicaractéristiques de I’
opérateur linéarisé P associé a (1). En particulier, pour tout rys, la
régularité locale H™ de u se propage a travers toute hypersurface que les

bicaractéristiques réelles de P coupent transversalement.



Cependant, 1" équation (1) peut avoir génériguement un sens pour des
solutions a priori beaucoup moins réguliéres : il suffit, par exemple, que
toutes les dérivées de u soumises a une opération non linéaire soient L™,

Le travail ( voir [S] ) que nous présentons ici se propose de
généraliser 1a propagation de 1a régularité locale a de telles solutions;
pour plus de simplicité, nous nous sommes restreints au cas d' une
équation hyperboligue; cependant, 1a méthode ( régularisation et
estimations a priori ) s’ adapte a des situations plus générales.

(opérateurs de type principal )

Notations. dans la suite, () désigne un ouvert de R™ ! ,S une

2

hypersurface C™ de Q, divisant Q en deux composantes Q" etQ' ,ety,est

un point de S.

3) £3s des équaltions semi-1inéaires.

Théoréme /- Soit u € L™(Q) une solution du systéme
(2) Lu= f(y,u)

ou L est un opérateur différentiel matriciel d' ordre 1, strictement (ou

symétrique) hyperbolique par rapport a S pres de Yo et ou f est une
fonction C™ de ses arguments.

On suppose que, pour s>0, U € Hsloc(Q). Alors u € H prés de Yo -



Remarques:

(i) Lorsque sy>n/2, le théoréme 1 est conséquence du résultat standard

d" existence locale de solutions reguliéres. Précisément, on peut montrer,
a 1" aide des inégalités de Gagliardo-Nirenberg, que, pour t<0, les traces de
u parallélement & S restent bornées dans H°, ce qui permet de construire

une solution w de (2) H° prés de Yo égale a u pour t<0. Enfin, 1" unicité
locale des solutions L™ de (2) entraine que w= u prés de Yo

(11) Pour s € [0,1], on peut donner une démonstration analogue, une fois
remarqué que, u étant bornée, on peut supposer f a support compact, et en
particulier lipschitzienne: I' espace H® est alors préservé par u-f(u), et on
peut résoudre globalement en temps le probléme de Cauchy dans cet
espace.

(i11) En revanche, dans le cas s€ ]1,n/2[, I' exemple suivant montre qu' on ne
peut plus espérer d' existence locale H*, méme si f € C0°°:

Supposons que s est entier, pour simplifier; alors, si f n" est pas

identiquement nulle, il existe y € H(R") telle que f(y) ¢ H®, _(voir

loc
Dahlberg [4] ). Le probleme de Cauchy suivant:

pour u=(u,,u,): u,=(0,f(u,)), u(0)=(y,0)
a pour solution (y,tf(y)), qui n" est pas dans Hsloc.
Le théoréme 1 n' est donc pas 1ié au fait que le probleme de Cauchy soit

bien posé.

(iv) 'La démonstration du théoréme 1 repose essentiellement sur le



contrle d ' une régularisée de f(u) en fonction de 1a régularisée de u. On
montre, par 1a méme méthode, le résultat analogue pour des équations d'

ordre supérieur:

Théoréme /b7s: Soit uune solution de:
o
(3) Pu=F(y,07U) e -

vérifiant 8%u € L*™(Q) pour lxlgp, oU P est un systéme d' opérateurs

différentiels d' ordre mzp+1, strictement (ou symétrique ) hyperbolique
par rapport a S prés de Yo Fest C™ de ses arguments .
On suppose que, pour s>p, U € H(Q7).

5 .
Alors u € H pres de Yo -

b)Cas ges 8quations quasi-1Iinéaires.

Théoréme 2 soit uune solution lipschitzienne du systéme :
(4) )3 Aly,udu =fly,u) , 1gjgn+1,
1" opérateur L= Z AJ.(y,u)aj étant strictement (ou symétrique) hyperbolique

par rapport a S pres de Yo of étant C*° de ses arguments.
On suppose que,pour s>1, u € H_(Q").

Alors u € H prés dey, -

Remarques:
(i)La encore, si s>n/2+1, le résultat est classique, (cf.Majda[6)),



fondé a nouveau sur 1" existence locale pour le probléme de Cauchy.

(ii) Comme au a), on peut énoncer un résultat analogue pour des équations
quasi-linéaires d' ordre supérieur, et méme, sous réserves de dériver I
équation, pour des équations complétement non linéaires: 1a régularité a
priori permettant de conclure est alors 8%u € L* pour lxlgm+1, si m est 1
ordre de 1" équation.

(i11) De méme que le théoréme 1 permet de propager la régularité de
solutions de (2) qui peuvent étre a priori discontinues, le théoréme 2
permet d’ étudier des solutions de (4) dont 1a premiére dérivée peut
admettre des discontinuités.

Notons cependant que (4) a un sens pour des solutions non lipschitziennes,
par exemple c! 2; un cas particulierement intéressant est celui ou (4)

s’ écrit sous forme conservative:

(5) 2 8;Fy,u)=0

Alors u € L* suffit a donner un sens a (5). En revanche, il est bien connu
que, sous cette seule hypothése, le théoréme 2 est faux, méme pour une
équation scalaire d' ordre 1, avec n=1.(Equation de Burgers, par exemple).l1
peut y avoir alors apparition de discontinuités pour u (phénoméne de choc.)
[1 reste que 1" on ignore si le théoréme est vrai pour des solutions de (5)

qui sont supposées a priori continues.

2. Esquisse des démonstrations.



a) Equations semi-linéaires.

Une convexification standard permet de se ramener au probléme

d' évolution suivant:

(6) Lu = f(t,x,u) + g,

avec u € L([0,T]x R") N L*([0,T] x R"), suppu < J0,TIx R";

g € H'([0,T] x R™) ; f est C*, bornée en x ainsi que ses dérivées, et vérifie
f(t,x,0) = 0; L est strictement hyperbolique par rapport at, et ses
coefficients sont indépendants de x lorsque Ix| est assez grand.

[1s" agit de montrer que u € H([0,T] x R™) . Pour cela, il suffit de prouver
que u € LX(0,T; H(R™), 1a régularité en t se récupérant comme d' habitude
grace a 1 équation. ( Rappelons que ,V s >0, L®NH® est stable par les
opérations non linéaires , voir [7] ).

Posons p, = (l+e/\s)’l, avec /\sz(-Ax)S/z; rappelons que p,_ est une famille
bornée d' opérateurs d' ordre O, convergeant fortement vers 1 identité, et
que €p, est une famille bornée d’ opérateurs d’ ordre -s. Posons u.=p.u; 11
s’ agit de borner, quand e-0, 1a quantité: |lull, = (JOT Iue(t)ls2 a2, | l
désignant 1a norme H*(R"). On utilise pour cela I' inégalité d' énergie

classique: ( voir par exemple [2] )
Lemme [ pour s € R, il existe C>0, y5>0, tels que:
Y y3y,, ¥ v € L2OTH(RY) vérifiant Lv € L%(0,TH(R™), v(0)=0:

(7) y eIl < C lle 'Ll

Appliquant (7) a v=u,et écrivant :



XVI-7

Lu, = [L’ps] u+pf(t,x,u)+p.g= —EQS[L,/\S] u, + e, flt,x,u) + p.g,

on est ramené a une estimation du type :

(8) lp, f(t,x,ul, < Clp,u(t)l.. (outne joue qu' unrdle de parametre)
Ou encore :
(8) lp f(x,v)l, < Clpvl,, pourv e L°nL?

L' inégalité (8) est vraie si s €]0,1]( ' est essentiellement la remarque
(ii) ), ce qui permet d' achever 1a démonstration dans ce cas. Nous ignorons
si (8) est vraie ou non lorsque s > 1. Mais dans ce cas on sait déja que la
solution u € L2(0,T;H'(R™). 11 suffit donc d' étudier llp", ull, avec :

p=(1 +e/\5"')", et donc de prouver 1" analogue (8)" de (8)' pour cette
régularisation. On utilise un théoréme de linéarisation di a Y. Meyer [7],

fondé sur les décompositions dyadiques:

Lemme 2 Soit f=f(x,v) € C*, bornée en x ainsi que ses dérivées, et telle
que f(x,0)=0. Soit v=v(x) € L*(R™N L%(R"). Alors il existe un opérateur B,
borné sur tous les H" pourr >0, tel que:

(9) f(,v)= Bv+w, avecw eH"™(R", Iwl, < Cv,VoeR

Siv e L®NH', on a, en posant V.= pV:

lo" Bvl,= Ip' BUI+eA™ v I < CCIBV,I_ + BA®™'V I, )< CCIv, I+ IAS V1),

L' inégalité (8)" en découle. Notons qu’ intervient ci-dessus de fagon
cruciale 1a continuité H' de B. L' utilisation de p.au lieu de p aurait fait
intervenir de méme la continuité L de B, qui, elle, est fausse en général.
( voir [7] ).
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b) Equations quasi-linéaires.

" On suit le méme plan qu’' au a). Pour cela, il est nécessaire de linéariser 1a
partie principale de 1" équation (4), de sorte que 1" opérateur linéaire
obtenu soit contenu dans un calcul symbolique. Un tel probléme est résolu
par 1a "paralinéarisation” introduite par J.-M. Bony dans [1]. La version du
calcul paradifférentiel que nous utilisons ici regroupe les opérateurs
pseudodifférentiels classiques et les "paramultiplications” par des
fonctions lipschitziennes, opérateurs que 1' on peut définir a I' aide des
décompositions dyadiques. On obtient ainsi un calcul symbolique principal,
ce qui est suffisant pour demontrer une inégalité d' énergie hyperbolique
comme au lemme 1.

Le traitement du terme Aj(t,x,u)aju se fait a 1" aide du lemme suivant:

Lemme J: Soient a € Lip(R") , et v € L™(R"). Alors il existe un opérateur B
borné sur H'(R") pour tout r >0, tel que :

(10) av = Tav +Ba, ou Ta désigne le paraproduit par a.

Les lemme 2 et 3 nous rameénent alors au probléme suivant:
(1 Lu=Ku+g,

L= 8,- T, duverifie le lemme 1, ue LO,TH'R"), suppu < 0T R,
K=K(t) est une famille L d' opérateurs bornés sur H pour tout r >0, et ge€
L%0,T; H(R").

On montre alors que u € L%0,T; H(R™) en estimant p’,u comme au a).
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