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HYPOELLIPTICITE ET HYPERFONCTIONS

par T. MATSUZAWA

Dans cet exposé, nous allons donner une nouvelle caracterisation des
hyperfonctions et quelques applications. Dans ¢e qui suit, nous allons
considérer une hyperfonction comme la valeur initiale de la solution de
1'équation de la chaleur. Cette idée est inspirée par la caractérisation de L.
Hérmander donnée dans son livre [1], chap. 9.

Commengons par la définition de 1'espace des fonctions analytiques prés

. . _wil
d'un ensemble compact KCR™.

Définition 1. Soit K compact dans R™ on désigne par A(K) l'ensemble des
fonctions analytiques prés de K, ie. ¢(x) € A(K) si ¢ est analytique dans un
voisinage de K et gl existe deux constantes C de h positives telles que l'on
ait
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pour un h positif qui dépend de la série {q;i(x)};'=1 c A(K).
Cette définition de A(K) a été donnée par M. Martineau [3], 1960-61.
On désigne par A'(K) l'espace dual de A(K) qui peut étre considéré
comme l'espace des hyperfonctions a support compact dans K. Nous
désignons par A l'ensemble des fonctions entiéres dans ¢,
Avec cette définition nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 1. Soit u e A'(K). Alors pour tout k > o il existe une constante
C=C(h,uj telle que
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La condition (3) est équivalente a celle-ci : pour tout voisinage

complexe ¢">w>Kona
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Ensuite, on se rappelle le noyau de la chaleur E{xt) :
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Proposition 1. {cf. [1], Proposition 9.1.2)
Soit p € A et soit

"t(X) J‘an Eix-v) Xy) olyldy , t> o,

ouxe C: (Rn), %= 1présdek.
Alors, on a y (%) - ¢(x) dans AK) lorsque t»o .

On voit aisément que E(,t) € A pour toutt > o, et pour u € A'(K) nous
pPosons

(S) Uixt) = u (Ex-y,tht>0,xe En.

Théoréme 2. Soitu = A'(K). Alors U(xt) e C @n: L {{xt):x e Rn,t >0},

et Uit) e A pour tout t > o. De plus, U{xt) satisfait aux conditions
suivantes :
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(8) U(t) » o uniformément dans {x « B dis (zK) = 8} lorsque
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{9) U(,t) > udans A'(K) lorsque t» O _ie

(9 uiy) = Jim JU{x,t) M) p(x)dx,pe A,0ou% e C: @), %=1
+

présde K.
Réciproquement, chaque fonction U{xt) satisfaisant aux conditions (6),
(7} et (8) peut &tre écrite sous la forme (5) avec un unique u e A'(K).

La démonstration de la partie nécessaire est presque évidente. On y
utilise le Théoréme 1. Celle de la partie suffisante s'appuie sur la théorie
des ultradistributions, [2]. La condition (7) joue le rile principal dans ce
théoréme.

Je donnerai quelques commentaires.

(I} Soitu = A'(K). En notant que

Bx-zt) = (4nt) ™ exp [ z’

LZ=y+in,
et
Re - (x-D% - -5 0%,

on a l'estitnation du type (7) par (4) si l'on prend |n| < Y, .

{11) Nous posons
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Sipe @) alorsonap e A'R") et la condition (7) est remplacée par
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condition (7) est remplacée par
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On ales inclusxons
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(IV)Dans lecas 1/2 < 5 < 1| dans {?}s , on obtient des ultradistributions

hors de l'espace des hyperfonctions. Je donne un exemple :
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{11}  ulxy) = Z ., ®0 (y) dans@xfy.

On a formellement
(12)  (3/ax - 13/3y) uixy) = 0 dansR_ ,

Siton pose

1 O0fx<l,
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0 x=<0Qetx>1
alors Ulxyt) = u)§ Efx-£, v - ,t) satisfait & 1a condition

(12)  Uixy )] 2 Cexplest)t>o
pour certains constantes Cet ¢ > o.
Dautre part, on woit aisément que l'estimation du type (7) n'est pas
possible. Cet exemple montre que l'espace des hyperfonctions est le plus
grand espace d'ultra-distributions ou les opérateurs elliptiques sont
hypoegeliptiques analytiques.

Finalement je donnerai une autre application. Soit Q un ouvert borné

dansR". L'espace des hyperfonctions générales est défini par
(14)  B{Q) = A'(Q) / A{aQ).
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Soit a(xi) e 5 o (@ x B ) un symbole satisfaisant aux conditions

suivantes :
(H-1) fizilzcze o k|28,
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Alors, l'opérateur pseudodifférentiel a{xD) est bien défini de A'(K) dans
B{Q) pour chaque K compact de Q et a(xD) est hypoelliptique analytique,
ie.siu e A'K), Kcc Q, et a{zxDu est analytique dans Q' C Q, alors u est
aussi analytique dans @', (cf. [4]}.
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