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1 - MOTIVATION

Le but de l'exposé est de donner une majoration géométrique du deu-

xième micro-support à croissance le long d'une Lagrangienne ([10], [7], [8]) des

distributions de Sjôstrand [10], résultat prouvé en détail dans [3]. Afin de motiver

celui-ci, on étudie dans cette première partie un type de problème qu'il permet de

résoudre.

Soit Z une sous-variété analytique réelle lisse de (R", m un réel. On no-

tera L, l'espace des intégrales de Fourier de la forme :

(1) Je1^ a(x,9)d9

où cp(x,6) est une phase non dégénérée définissant la Lagrangienne T^ [R" ^ a(x 6) est
Zj

un symbole analytique sur IR" x IR^ d'ordre k = m + n:12N- ([!]). L'espace 1^ est
• 2j

l'espace des distributions conormales analytiques d'ordre m sur X. Comme dans le
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cadre C ([5]), ly, est susceptible d'une définition par itération de champs de vec-

teurs [4]. On a Ç c H5 (R") si s < - m - .̂

On se pose le problème suivant :

Soient N une seconde sous-variété analytique réelle de R et u une

distribution conormale analytique sur Z , assez régulière. On cherche à estimer

géométriquement (i.e. à partir de Z et N) le micro-support ou wave-front set ana-

lytique SS(u], ,) de la restriction de u à N. Afin de pouvoir énoncer le théorème ré-

solvant ce problème, rappelons les définitions suivantes :

DEFINITION 1

Une stratification d'un ensemble S c tR est une famille 4 = (S ) ^
Ot Ol^/v

de sous-variétés analytiques réelles (connexes) de S vérifiant :

i) la famille (S ) -n est localement finie,
Q, (X^A

ii) les (S ) . forment une partition de S,

iii) pour tous (a,@) ^ A x A tels que S n So ^ 0, on a So c S ,

iv) pour tout a € A, S est sous-analytique dans R .

(On rappellera la définition de iv) plus bas).

On dit que les S sont les strates de 4 . La stratification est dite com-a

patible à S' c S si S' est réunion de strates.

Exemple

S = {(x,y) €|R2 ; y(y-x2) = 0}

0

La famille (S, = {y=0}, S^ = {y=x et x^O}) n'est pas une stratification
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( iii) n'est pas vérifié).

Par contre (S = {(0,0)}, S, = S, n {x ^ 0}, S^ = SJ est une stratifi-

cation.

On exigera des stratifications utilisées la condition de régularité sup-

plémentaire suivante :

DEFINITION 2

On dit qu'une stratification -ô vérifie la condition (w) de Whitney si

pour tout couple de strates (S , Sp) on a :
Uw P

(2) T* R" î T* RY c T R"
"a "g i^a \

où, pour U,V parties de T 1R , on a posé :

U î V = {(x,Ç) e T* IR" ; 3(x^,y e U x^ ^ x ^ + ̂  ^ Ç
(3) avec }

3(x^)eV x^x |x^| 1^1-0

On peut alors énoncer :

THEOREME 3

Soit u e f^ avec m + r- < - r- . Soient Z et N des complexifiées de X

et N dans (C^ et 4 une stratification de S n N vérifiant la condition (w) de Wiitney
^^

et compatible à ff^ c d^1. Alors si 4 désigne la trace de ^ sur IR on a :

(4) SS(u\ ) c u T* N
1 2 N S^S ù

SS(.) désignant le micro'support analytique de Sato.

Les techniques de majoration de deuxième micro-support que l'on va
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développer, permettent également de majorer le front d'onde analytique d'intégrales

de Fourier définies à l'aide de phases dégénérées :

THEOREME 4

Soient (x,9) -»• (f(x,Q) une fonction analytique réelle positivement homo-

gène de degré 1 sur R" x (R -{0}) et a(x,Q) un symbole analytique d'ordre k < -N.

Aîors la fonction continue :

(5) u(x) = U^'^ a(x,Q)dQ

vérifie

SS(u) c {(x,^(x,Q)) ; (x,Q) eR" x (^-{0}) et ^x,Q) = 0} u

(6) {(x,x) e T ffî" ; il existe des suites (x ,6 ,\ ) e c" x (^-{O}) xR*

vérifiant : x^ ^x \^ ^ + °° \^ ̂ x^) ^x

|eJ=i ^ne^o \^x^).o}

Remarque

On peut montrer que le membre de droite de (6) est isotrope sous-

analytique donc de dimension <: n.

Supposons choisi un système de coordonnées locales sur IR0, (x,t) dans

lequel N est donnée par t = 0. On dispose alors de coordonnées locales (x,t;Ç,ï) sur
-X- p» "̂ " n ^\ ^\ -X-

T IR , (x,ï) sur L' = T^ 1R et (x,T;x,ï) sur T L'. Considérons les applications sui-

vantes (susceptibles d'une définition intrinsèque) :

P : ̂  R"!^ ———> T^N ^ : ̂  L' n {Qw/b ; ̂  . 0} —^ T^N
(7)

(X,0;Ç,T) ——————> (x,0 (X,T;^0)———————————> (x,î)

La preuve des théorèmes 3 et 4 repose sur le résultat suivant, prouvé par Lebeau

dans [7] :
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THEOREME 5

Soit u e H8 (0^) avec s > 4 codim N. Alors :cornp z .pïï

W SS(u^) c pfSSfu)^ u ̂ SS^^u) n {OC,T^ ; ̂ = 0, \^\=1})

Dans l'expression (8) précédente, SS2;^) désigne le deuxième micro-

support à croissance de u le long de L' dont on rappellera la définition ci-dessous.

Le théorème 3 découlera du théorème 5 à condition d'obtenir une majoration géo-

métrique de SS^ (u) lorsque u est conormale sur une sous-variété Z. On prouvera

en fait au paragraphe 3 un tel résultat lorsque u est dans une classe de Sjôstrand

quelconque.

2 - DEUXIEME MICRO-SUPPORT A CROISSANCE ( [10], [7], [8])

Soient U un ouvert de C , cp : U ^ IR une fonction continue. L'espace

de Sjôstrand H (U) est défini par :

(9) ^^ = ^(z^) î U x [l,+œ[ -> <c, holomorphes en z, telles qu'il existe

C > 0, N ^[N avec |v(z,X)| < C^ e^ Vz ^ U, VX ^ 1}

Si z e Œ , on pose H = lim, H (U), U décrivant le filtre des voisinages ou-
^o Ci? (? 6

o
verts de z .o

Soient z^ e (C , u une fonction continue au voisinage de Re z dans

(R , Z^ une boule centrée en Re z , de rayon assez petit. Rappelons que la transfor-

mée de FBI de u est définie par :

(10) Tu(z,À) = f e-^2^2 u(t)dt
^ Z
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On a Tu(z,À) e Hçp ^ si (p^(z) = ̂  (Jmz)2. Rappelons que d'après [10]
'o' o

la transformation de FBI permet de caractériser SS(u) par :

(x^,y ^ ss(u)
z o = x o ~ i ! ^ o tels ̂

il existe e > 0 et W voisinage complexe de

l ^P-(z)-e)
V z e W, V X ï. 1 , |Tu(z,X)| ^ -'-e °

£

On notera :

(11) ^o = {(z ; Ï ̂ ° (z)) ; z e C"} c T* ̂

On a un diagramme commutatif :

(x,Ç) e T R

(x-iÇ^) A(p^ s (z,ç)

^ ^

^Œ" 3 Z

(x,Ç) -^ x-iÇ

On peut alors faire vivre le micro-support dans Acp en posant
o

ss^ (u) = Xo(SS(u)). La variété analytique réelle Acp est totalement réelle et admet
' * npour complexifiee T Œ donc x^ se prolonge en une transformation canonique

complexe :

: T C"
7r n

T Œ"
(12)

En outre, si a désigne la forme symplectique de T^ Œ", (A(p ,(Rea)i. )
1 VQ

est symplectique et x^ est un isomorphisme symplectique de T^ R" (muni de sa
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structure symplectique usuelle) sur Acp .o

Soit alors L' une Lagrangienne de T R" et L = X (L') la Lagrangienne

image dans Acp^. On va définir pour v e: Hep un deuxième microsupport SS^^v) c T\.

Le deuxième micro-support associe à une fonction u sur R" qui intervient dans (8)

s'obtient à partir de celui-ci en posant :

(13) SS^u) = K^SS^Tu))

-x- -x-
ou K : T L' -> T L est l'isomorphisme déduit de X [ , : L' -> L.

On déduira donc de toute majoration géométrique de SS^^Tu) une ma-

joration géométrique de SS, ? (u) .

Définition de SS^^v)

Soient v e H , L c Acp une Lagrangienne avec z e n(L). D'après
•o 9 o °

[8], la complexifiée L c T Œ" de L est telle qu'il existe une fonction pluri-harmo-
' fT'

nique cp^ définie au voisinage de z , à valeurs dans [R telle que L = Acp, et

^L ^ ^o5 ^L^ = ^o^ si et seulement si z e n(L) :

^
Soit g, une fonction holomorphe au voisinage de z telle que

(pi = - 3m gj • Définissons :

I, : H —————> H
L Vo Wo

(14)
-^& (z)

v(z,X) —————> e - v(z,À)
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(15)

-x- n
XL : T î"

(z,ç)

* n-> T (C
2 ^L

^ ( Z , Ç -^(z))

On a ^(Acp^) = X section nulle de T* (!;" et X (L) = n(L).

On peut choisir au voisinage de z^ un système de coordonnées locales

holomorphes dans lequel II(L) est donné par ^m z = 0.

7 ^P
si FO = ^o' F Ite" ^o^ e L et ^PO'^ e T L sont donnés, notons

^-

^o'̂  e T ^^^ le P01"1 '̂"''espondant par n (y et n sont donc dans 1R"). Soient

to = yo ~ i rlo) îo une boule de centl'e YQ de rayon assez petit dans R", w(z,X) =

L(v) (z,X), u un paramètre réel positif et :

2 f -^(t-d2
(16) T'v(t^ = e 2 w(z,X)dz

\

On a alors :

DEFINITION 6

On dit que (p^.q^) t SS^'^v) <===> il existe e > 0, y > 0, X' > 0,

N €|N, Wvoisinage complexe de t tels que ;

, - ,N ^(cpd) -e)
(17) iT^t^l < ̂  e 2 0

pour tous t e W, u e ]o,y [, X vérifiant Xu > X' .o o

3 - MAJORATION GEOMETRIQUE DU DEUXIEME MICRO-SUPPORT

Rappelons la définition du cône normal à une sous-variété
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DEFINITION 7

Soient M une variété C , S et V deux parties de M. Le cône normal

à S le long de V est la partie C(S,V) de TM définie dans un système de coordonnées

locales par (x,8) e= C(S,V) ^^^ il existe des suites s e S, v s v, c e[R avec :

s^x,v^x,c^-v^) ->6

Si V est une sous-variété de M, C(S,V) est invariant par TV et on note

C (S) l'image de C(S,V) dans T M = TM/TV.

Si M est symplectique et V Lagrangienne dans M, T M s'identifie à
-X-

T V par l'anti-isomorphisme hamiltonien et C (S) peut être considéré comme un
-X-

cône de T V.

^ i
Le théorème de majoration du SS, ? s'énonce alors :

THEOREME 8

Soient z un point de ( C , ^ une fonction analytique réelle au voisinage

de z vérifiant ^ < cp , L une Lagrangienne de Acp , P un point de L n A^» véri-

fiant IIfp ) == z , v un élément de H ^ tel que P e- SS (v). On a alors :
o o T,Z^ ° ^o

(18) ^(^p ̂  (^V n TÎL^o L o

où (.) désigne la fibre en p .
o

Avant de donner la preuve du théorème, rappelons les définitions sui-

vantes :

DEFINITION 9

Une partie A de CR est dite sous-analytique si pour tout a ^ BR il

existe :
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un voisinage V de a dans R"

une famille (Y^) i = 1,...,N, j = 1,2 de variétés analytiques réelles

une famille cp^ : Y^ -> R" d'applications analytiques réelles propres

telles que V n A = u(cp^(Y^) - cp^(Y^)).

Une fonction sous-analytique est une fonction continue dont le graphe

est sous-analytique. On montre qu'un ensemble sous-analytique admet une stratifi-

cation de Whitney. Cela entraîne en particulier qu'une fonction sous-analytique est

analytique sur un ouvert dense. On peut définir la notion de chaîne sous-analytique

(cf. [9]). On ne rappellera pas ici la définition précise d'un tel objet et on se con-

tentera de dire qu'une chaîne sous-analytique est un ensemble sous-analytique sur

lequel on s'est donné une manière d'intégrer les formes différentielles (i.e. une classe

d'homologie) généralisant l'intégration sur une sous-variété.

Rappelons enfin que si F est un fermé de IR", Kashiwara-Schapira défi-
^- p

nissent Tp IR par :

(19) T^ IR" = SS(CJr — r

le membre de droite désignant le micro-support du faisceau constant de fibre (C,

de base F (cf. [6]). En particulier, si F = {x <= R" ; y (x) ,$ 0} où V , est une fonction

C à valeurs réelles, on a :

T^ R" c ̂ Q ; 3x^ ^ x , X^ d ^(x^) ^ Ç
(20)

xn^o ? ^n ̂ M ^ G} u {(x^ 5 ^(x) < °ï-

Preuve du théorème 8 ^ ^ ^
———————————-^ . -^(t-z)2

Le SS, ' (v) se caractérise par l'intégrale e w(z,À)dz.
b

Posons ̂  = f- cp^. Comme Y <? cp^, on a ^(z) <: 0 si z e n(L) ̂ R". En outre
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A», = X (A ) et w(z^) < = H » / .
'1 L T ' l^o

Soient K une boule complexe contenant Z dans son intérieur,

F = {z <= K ; 'i.(z) ^ 0} (F => Z ). Comme Y . est sous-analytique, F est contractile

si K (et Z ) sont assez petits. Notons 6(t) la fonction ;o
/ .2

(21) 6(t) = inf sup [-Re-'—7-]
ZCF zeZ
az=azo

où la borne inférieure est prise sur les chaînes sous-analytiques de F de bord 9Z

On a le lemme :

LEMME 10

II existe C > 0, N e|N tels que IT^^X,^! <: CXN e^ e(t)

Démonstration

Pour t fixé dans C" et e > 0, posons :

( +^2

(22) F, - {z e F ; - Re ^-t/- <: 6(t) + e}
L yC. 2.

Alors : • (F ) est base de voisinage de F dans F.
T^£ £ ' 0 -?^

• Comme F est un compact sous-analytique, il existe V voisinage det,o
F, dans Œ se rétractant par déformation sur F. (cf [3]).t,o r t,o

Soit c > 0 assez petit pour que F c V. Par définition de F il
T,£ T,£

existe Z chaîne de F avec 3Z = 8Z . Z se rétracte donc sur une chaîne
t,C 1?^ t,C 0 t,C

singulière Z de F résolvant 9Z . Comme l'homologie des compacts sous-analytiques

peut-être calculée par leurs chaînes sous-analytiques, on peut supposer que pour tout

t, Z est sous-analytique.

On montre [2] que t -> mes(Z^) peut de plus être supposée localement
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f -^«-d2
r ^ y - t - ^ ,.\ ^ z--t-^-z)"

bornée. Alors, comme par la formule de Stokes T v(t,À,]j) = \ e w(z,À)dz
^

on obtient le lemme. 'î,

La fin de la preuve du théorème 8 s'articule alors comme suit :

• L'inégalité du lemme 10 et l'hypothèse (p ,q ) e SS2' (v) permettent

de montrer qu'il existe une suite t ^ ^ t telle que pour tout m, 9 soit dérivable en

•m <•< <"» "m- 1 lf«m» * "o- i ̂  "o»-

ê La théorie des fonctions localement Lipschitzienne sous-analytiques
0 C^ û

de [3] permet de prouver que si 9 est dérivable en un point t, (t, — £- (t)) e
1 dt

Xo ((T; Œ" u T;^ C/).

Comme y ^ 9Z u 9K, on déduit de cela que (y ,r| ) ^ (T -.î")3.
0 0 0 0 "t T . <$ Oj

En utilisant la majoration (20) et en revenant à la définition du cône normal, on

obtient (y ,ri ) e C,,(A^ ) n T R" où X est la section nulle de T^ C". Comme
0 0 A i l

(C
X = X,(L ) et A., = ^T^\ ^ ^e "^éorème en découle.

Remarque

Le premier des deux résultats précédents est une version avec paramè-

tres du lemme suivant :

L E M M E 1 1

Soient p = ^o^ç) un P011^ de A et v une fonction localement
•o

Lipschitzienne sous-analytique définie au voisinage de z dans (C^ à valeurs réelles,

vérifiant V ^ cp . Alors, soit tout v e H vérifie p ^ SS (v)o
0 -^o ° ^o

soit ï est dérivable en z et -2 ̂ z ) = -2 ^fy \o i 3^ o' i 3z ^o^
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Idée de la preuve

On peut supposer ^z ) = cp (z ). Si ï n'est pas dérivable en z , son

graphe à l'allure suivante :

gr(Y)

Sur le bord d'un voisinage V de z on a donc ^z) -^ cp (z ) - C avec0 o - o o

C > 0.

Soit v ^ H», . Quitte a multiplier v par une constante et une puissance

1 °de À, on peut supposer : y Log|v(z,À)| ^ Y(z). Or le membre de gauche est pluri-

harmonique et majoré par cp (z ) - C sur 3V donc en tout point de V. Alors

PO ̂  ^cp (v)-'o

Preuve du théorème 3

Elle utilise la proposition ;

PROPOSITION 12

Soient Z une sous-variété analytique de [R et u ^ ly. avec m + -^ < - --.

Alors Tu(z,X) s H où cp., est la fonction pluri-harmonique naturellement associéecp^ 2.
<• ^ na Ty !R (cf paragraphe 2).

Démonstration
n ' n"

Supposons X donnée par x" = 0 dans IR , x IR „. Il existe alors un sym-x j\
( j^n ru

bole analytique d'ordre < - n" avec u(x) = e a(x',Ç")dÇ". Si a > 0 est assez
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petit, la suite de fonctions entières u^(x) = L^"^"-^" a(x',Ç")dÇ" converge uni-

formément lorsque e ^ 0 + sur {(x',x") e Œ" ; |;Jm x"| ^ a |Re x"|}. En appliquant

le théorème 3.2.1 de [3], on en déduit que SS2^ (u) est contenu dans la section
T., 1R". . . . ) ^\

nulle de T (T^ R"). Utilisant [8], § IV-5, on en déduit Tu <= H (où cp = - dm l^-).
Zj

Fin de la preuve

La proposition 12 et le théorème 8 entraînent que

(23) SS2;1 ^(u) c c , (TJ Œ") n T'CT (R0)
^ IR" T^ C" 2J N

Grâce à (8) on en déduit une majoration de SS(ui ) que l'on estime par le membre

de droite de (4) en revenant à la définition du cône normal.

Preuve du théorème 4

Avec les notations de l'énoncé, (x,t,9) -> $(x,t,6) = cp(x,6) + t9 est une

phase non dégénérée associée à la Lagrangienne

A = {(x, - cpg(x,9) ; cp^(x,6),6) ; (x,6) CR" x (^N - {o})}

et v(x,t) = e1 x? ? a(x,6)d6 est une distribution Lagrangienne sur A vérifiant

v(x,t)^^ = u(x).

On déduit alors de la proposition 12 et de l'invariance des distributions

Lagrangiennes par transformations canoniques que Tv est dans l'espace H , cp. dé-
^A A

signant la fonction pluri-harmonique naturellement associée à A. En utilisant le

théorème 8 et en revenant à la définition du cône normal, on obtient la conclusion.

Remarque

Dans le théorème 8, on peut supposer que V est seulement localement

Lipschitzienne sous-analytique et telle que A^ vérifie une condition de positivité
convenable (cf. [3]).
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