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1 - MOTIVATION

Le but de l'exposé est de donner une majoration géometrique du deu-
xiéme micro-support a croissance le long d'une Lagrangienne ([10], [7], [8]) des
distributions de Sjéstrand [10], résultat prouvé en détail dans [3]. Afin de motiver
celui-ci, on étudie dans cette premiere partie un type de probléme qu'il permet de

résoudre.

. L . , . n -
Soit I une sous-variete analytique reelle lisse de R, m un reel. On no-

tera Ign I'espace des intégrales de Fourier de la forme :

(1) Jei(p(x,e) a(x,0)dod

ou @(x,0) est une phase non dégénérée définissant la Lagrangienne T; R" , a(x,0) est

n—iN ([1]). L'espace Ig] est

un symbole analytique sur R" x IRN d'ordre k = m +

I'espace des distributions conormales analytiques d'ordre m sur £. Comme dans le
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cadre C([5)), Irz‘n est susceptible d'une définition par itération de champs de vec-

m s n . n
teurs [4]. On a IZ CHloc(lR )sis < -m - T

On se pose le probleme suivant :

Soient N une seconde sous-variété analytique réelle de R" et u une
distribution conormale analytique sur I , assez réguliere. On cherche a estimer
géométriquement (i.e. a partir de Z et N) le micro-support ou wave-front set ana-
lytique SS(U|N) de la restriction de u a N. Afin de pouvoir €noncer le théoréme re-

solvant ce probleme, rappelons les définitions suivantes :

DEFINITION 1

Une stratification d'un ensemble S Can est une famille 4 = (Sa)ocEA

de sous-variétés analytiques réelles (connexes) de S vérifiant :

i) la famille (SOt)OLEA est localement finie,

ii) les (Sa)ozeA forment une partition de S,

iii) pour tous (a,B) € A x A tels que _S—a n SB # @, on a SB Cgoa ,

iv) pour tout a € A, S, €st sous-analytique dans R".

(On rappellera la définition de iv) plus bas).

On dit que les Sa sont les strates de 4 . La stratification est dite com-
patible a S' © S si S' est réunion de strates.
Exemple

S = {(xyy) € R’ 5 y(y—xz) = O}

La famille (S1 = {y=0}, S, = {y:x2 et x£O}) n'est pas une stratification
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( iii) n'est pas verifié).
Par contre (SO = {(0,0)}, Sy =5;n {x # O}, S, = 52) est une stratifi-
cation.

On exigera des stratifications utilisées la condition de régularité sup-

plémentaire suivante :

DEFINITION 2

On dit qu'une stratification A Vérifie la condition (w) de Whitney si
pour tout couple de strates (Sa, SB) on a:
(2) T, R"4 1, R"

Se, Sg lsa Se,

~ . * ’,
ou, pour U,V parties de T IRn, on a pose :

U 2 V= {(X’E) € T* IRn ’ EI(xr]’gn) €U Xn vX E"n * ET'\ M g
(3) avec }
3! &) €V x} >xx x! g >0

On peut alors enoncer :

THEOREME 3

. m n__n . % i cas s
Soit u € IZ avec m + 7 < v Soient ¥ et N des complexifiees de X

>~ v
et N dans @ et 3 une stratification de YN vérifiant la condition (w) de Whitney

o d

et compatible a R" c . Alors si 4 désigne la trace de 4 sur R on a :

*
(4 SS(uIN) Csuj TS N
(3

SS(.) désignant le micro-support analytique de Sato.

Les techniques de majoration de deuxieme micro-support que l'on va
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développer, permettent également de majorer le front d'onde analytique d'intégrales

de Fourier définies a l'aide de phases dégénérées :

THEOREME 4

Soient (x,6) > ¢(x,0) une fonction analytique réelle positivement homo-
géne de degré 1 sur R x (IRN—{O}) et a(x,6) un symbole analytique d'ordre k < -N.

Alors la fonction continue :

(5) u(x) = [ew{x’e} a(x,0)dd
vérifie

SS(W) < {(x,01x,0) ; (1,0 €R" x ®R"-{0Y et 9yx8) = O} u
0% *on . . . n N *
(6) {(x,x) e T R ; il existe des suites (xn,en,xn) eC x(C -{0O} x R,
s op. v
verifiant : X, *x >‘n > + >‘n cp;((xn,en) > X

]en} =1 Jm 6 © *n (pé(xn’en) >0}

Remargue

On peut montrer que le membre de droite de (6) est isotrope sous-

analytique donc de dimension & n.

Supposons choisi un systeme de coordonnées locales sur an, (x,t) dans
lequel N est donnée par t = O. On dispose alors de coordonnées locales (x,t;£,T) sur
* n ' * n r\;’\) * ' R . . .
T R, (x,T) sur L' = TN R et (x,T3x,7) sur T L'. Considerons les applications sui-

vantes (susceptibles d'une définition intrinseque) :

* * *
o: T R —— TN $:T L'n 5,0 37=0 —> TN
(7)

(X,O;E,T) _— (X,E) (X,T;;}‘,O)——-_'—-'_-ﬁ (X,,)\(‘)

La preuve des théoremes 3 et 4 repose sur le résultat suivant, prouvé par Lebeau

dans [7]
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THEOREME 5
Soit u € HS (an) avec s > 1 codim N. Alors :
comp 2 R"
(8) SS(“IN) = p(SS(u)|N) u 5(552’,1(u) n (55D 5 T = 0, It|=1}

Dans l'expression (8) précédente, SSE’,I(U) désigne le deuxieme micro-
support a croissance de u le long de L' dont on rappellera la définition ci-dessous.
Le théoreme 3 découlera du théoreme 5 a condition d'obtenir une majoration géo-
métrique de SSEZI(U) lorsque u est conormale sur une sous-variété Z. On prouvera
en fait au paragraphe 3 un tel résultat lorsque u est dans une classe de Sj&strand

quelconque.

2 - DEUXIEME MICRO-SUPPORT A CROISSANCE ( [10], [7], [8])

Soient U un ouvert de Cn, ¢ : U > R une fonction continue. L'espace

de Sj6strand H(p (U) est défini par :

(9) Hcp(U) = {v(z,) : U x [l,+=[ » €, holomorphes en z, telles qu'il existe
C > O, N €N avec |v(z,\)]| < alN M@y, e U, VA > 1}
Siz_ € c", on pose Hcp , =lim  H (U), U décrivant le filtre des voisinages ou-
'z U_)SZO P

verts de z .
o

Soient z € (En, u une fonction continue au voisinage de Re z dans
R", Zo une boule centrée en Re Z de rayon assez petit. Rappelons que la transfor-
mée de FBI de u est définie par :

2

e—>\/2(Z-t) U(t)dt

(10) Tu(z,\) = J

z
o
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On a Tu(z,\)) € H si @ (z) = —l-(jmz)z. Rappelons que d'apres [10]
CPO’ZO o 2

la transformation de FBI permet de caractériser SS(u) par :

(xo,Eo) £ SS(u) <= il existe € > O et W voisinage complexe de

z =x -1 Eo tels que

1 X«Q}z)-e)
Vze W,VA)I,ITu(z,A)ISEe

On notera :

CX
(11) Acpo:{(z;izgo(z));zedln}c'l'* c"

On a un diagramme commutatif :

(iEE) € A9 > (z0)

y
]
ol
v
N

xE) € T R"

(X,E)

N
o
|
—
™

On peut alors faire vivre le micro-support dans A(po en posant

SSq) (u) = XO(SS(U))- La variété analytique réelle Mg est totalement réelle et admet
o

e ” * n . .
pour complexifiee T € donc X, S€ prolonge en une transformation canonique

complexe :

X,: T € — 1" "
(12)
(zy,g) —— (z-i ¢,

En outre, si 0 désigne la forme symplectique de T c", (Acpo,(Reo)|Acp )
0

*
est symplectique et X, est un isomorphisme symplectique de T R" (muni de sa
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structure symplectique usuelle) sur Acpo .

*
Soit alors L' une Lagrangienne de T R" et L = X (L") la Lagrangienne
image dans Ag_. On va définir pour v € Hg_ un deuxieme microsupport SSE’l(v) cT'L.
Le deuxiéme micro-support associé a une fonction u sur R" qui intervient dans (8)

s'obtient a partir de celui-ci en posant :

2,

(13) SSL'

(u) = K—I(SSE’ 1(Tu))

N * * . . ’ .
ou K: TL'> T L est l'isomorphisme deduit de XoIL' :L'~> L.

On déduira donc de toute majoration géométrique de SSE’l(Tu) une ma-

joration géométrique de SSEil(u).

Définition de ssf’l(v)

Soient ve€H =, L cAp_ une Lagrangienne avec z_ € I(L). D'apres
0’7o
’ * . . . .
[8], la complexifiée L 1" € de L est telle qu'il existe une fonction pluri-harmo-

nique P définie au voisinage de zy a valeurs dans R telle que L(E = A(pL et

¢ <€ 9, ¢ (2) = ¢ (2) si et seulement si z € I(L) :

¢
(L) L

Soit g, une fonction holomorphe au voisinage de z, telle que

¢ = -Im 8- Définissons :

: — > H
L ?o7%0 Po"PL7%0
(14) -ig (2)

v(iz,\) — e v(z,\)
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* n * n
XL:TG———4T¢

2 Bch
(15) (zg) —— (z, C T (2))

On a XL(Ach) - X section nulle de T~ € et XL(L) = T(L).

On peut choisir au voisinage de z, un systeme de coordonnées locales

holomorphes dans lequel I(L) est donnée par Im z - o.

10 .
Sip, = (Zo’ %_az_o (zo)) €L et (po,qo) € T L sont donnés, notons
*
(yo,no) € T (I(L)) le point correspondant par II (yo etn sont donc dans R"). Soient
. . n
to=y -ing Zo une boule de centre Yo de rayon assez petit dans R, w(z,\) =
IL(v) (z,\), 1 un parametre réel positif et :
2
2 - % (1-2)°
(16) T v(t A\ = Jr e w(z,\) dz

z
0

On a alors :

DEFINITION 6

2,1
L

N €N, Wvoisinage complexe de ty tels que :

On dit que (po,qo) €SS (v) < il existe € > O, u, > O, )\'0 > O,

2
AU
N S (o (t) -€)
(17) |T2v(t,>\,u)| < i‘:— e2 O

pour tous t €W, u € ]o,uo[, A vérifiant Auz > AL

3 - MAJORATION GEOMETRIQUE DU DEUXIEME MICRO-SUPPORT

Rappelons la définition du cdne normal a une sous-variété :
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DEFINITION 7

Soient M une variété Cl, S et V deux parties de M. Le céne normal
a S le long de V est la partie C(S,V) de TM définie dans un systeme de coordonnées

locales par (x,8) € C(S,V) <= il existe des suites s, € S, v, € Vv, ch e[R+ avec :

s *X,Vv_*x,c (s -v)=>8
n n nn 'n

Si V est une sous-variété de M, C(S,V) est invariant par TV et on note

CV(S) I'image de C(S,V) dans T M= TM/TV.

Si M est symplectique et V Lagrangienne dans M, TvM s'identifie a
*
T V par l'anti-isomorphisme hamiltonien et CV(S) peut étre considéré comme un

*
cdne de T V.

Le théoreme de majoration du SSf’1 s'énonce alors :

| THEOREME 8

Soient z, un point de (L‘n, ¥ une fonction analytique réelle au voisinage
de z, vérifiant ¥ < Py L une Lagrangienne de Acpo, PO un point de L n A\y veri-

fiant II(pO) =2z, Vvoun element de H‘Y,z tel que P, ESSCP (v). On a alors :

0
(18) ssplw, e(C ohy o T'L),
0 L 0
ou (.)p désigne la fibre en P
(0]
Avant de donner la preuve du théoreme, rappelons les définitions sui-
vantes :

DEFINITION 9

, . . . n.
Une partie A de R" est dite sous-analytique si pour tout a € R il

existe :
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un voisinage V de a dans R"
une famille (Yij) i=1l,.,N,j= 1,2 de variétés analytiques reelles

ij > R" d'applications analytiques réelles propres

telles que V n A = iu(cp“(Yil) - cpiz(Yiz)).

une famille (pij N

Une fonction sous-analytique est une fonction continue dont le graphe
est sous-analytique. On montre qu'un ensemble sous-analytique admet une stratifi-
cation de Whitney. Cela entraine en particulier qu'une fonction sous-analytique est
analytique sur un ouvert dense. On peut définir la notion de chaine sous-analytique
(cf. [9]). On ne rappellera pas ici la définition précise d'un tel objet et on se con-
tentera de dire qu'une chalne sous-analytique est un ensemble sous-analytique sur
lequel on s'est donné une maniere d'intégrer les formes différentielles (i.e. une classe

d'homologie) généralisant l'intégration sur une sous-variété.

Rappelons enfin que si F est un fermé de [Rn, Kashiwara-Schapira defi-

. * on
nissent TF R par :

* N
(19) Te R = SS(Cp)

le membre de droite désignant le micro-support du faisceau constant de fibre C,

de base F (cf. [6]). En particulier, si F = {x eR" ; ‘{’l(x) < O} ou ¥, est une fonction

l . ,
C" a valeurs reelles, on a :

TERV D53 »x , A d¥kx)>E
(20)

A
n

N

O , A ‘Pl(xn) +~Cl U {(x,0) ‘l’l(x) <O}

Preuve du théoreme 8

2
- 2‘_}‘17 (t—Z)Z
2,1 . . (20d
Le SS; (v) se caracterise par l'integrale e w(z,\)dz.

z
o

Posons ‘{’1 = ¥- P - Comme VY < s ON a ‘Pl(z) £ Osize H(L)l[Rn. En outre
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A, = XL(A‘Y) et w(z,\) € H

be Yo ,t

1 1’0

Soient K une boule complexe contenant Eo dans son intérieur,
F={zeK; ‘Pl(z) < OF(F > ZO). Comme ‘Pl est sous-analytique, F est contractile

si K (et ZO) sont assez petits. Notons 6(t) la fonction :

(t-2)°
(21) 8t) = inf  sup [- Re-21]
IF ZEL
33=33

ou la borne inférieure est prise sur les chaines sous-analytiques de F de bord 0L

On a le lemme :

LEMME 10

Il existe C >0, N €N tels que |T2v(t,>\,u)| < CXN emze(t)

Démonstration

Pour t fixé dans C" et € » O, posons :

(22) F ={z€F:-R (z-9)° < 0(t) + €}
t’s—z 5 - e—z—\ t) + €

Alors : o (Ft,€)€>o est base de voisinage de Ft,o dans F.

o Comme Ft o €St un compact sous-analytique, il existe V voisinage de
’
F, , dans @" se rétractant par déformation sur Fio (cf [3D).
’ b
Soit € > O assez petit pour que Ft e © V. Par définition de Ft e il
’ ’

i i avec 32X = 93X .ZI, _ se retracte donc sur une chaine
existe Zt,e chaine de Ft,e ec t,e ° te

singuliere Zt de Ftorésolvant BZO. Comme 1'homologie des compacts sous-analytiques
’

peut-étre calculée par leurs chaines sous-analytiques, on peut supposer que pour tout

t, Zt est sous-analytique.

On montre [2] que t > mes(Zt) peut de plus étre supposée localement
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2
) 5 -——(ME t-z)?
bornee. Alors, comme par la formule de Stokes T v(t,\,u) = Jr e w(z,\)dz

z
on obtient le lemme. t

La fin de la preuve du theoreme 8 s'articule alors comme suit :

o L'inégalité du lemme 1O et l'hypothese b9, € SSE’l(v) permettent

de montrer qu'il existe une suite t m” t telle que pour tout m, 6 soit dérivable en

q)0
=2 (1),

QU

2
t et que (tm, T

%|E
~lD

2
> =
tm)) (to’ i
o La théorie des fonctions localement Lipschitzienne sous-analytiques

de [3] permet de prouver que si 6 est dérivable en un point t, (t, % %,? (1)

*

X "
o((TF(IZ uT820

a
(En) ).

sy * nya
Comme Yo ¢ BZO U 9K, on deduit de cela que (yo,no) € (T{\{/1§ O}(E )=,
En utilisant la majoration (20) et en revenant a la définition du cdne normal, on
* . . *
obtient (yo,no) € CX(A‘I/ ) n T R" ol X est la section nulle de T c". Comme
l

C i . ,
X = XL(L ) et /\\y1 = XL(A\V ), le théoreme en decoule.

Remargue

Le premier des deux résultats précédents est une version avec parame-

tres du lemme suivant :

LEMME 11

Soient P, = (zO,CO) un point de A et ¥ une fonction localement
0
. . . . T .. n - .
Lipschitzienne sous-analytique definie au voisinage de zZ, dans €, a valeurs reelles,

verifiant ¥ < ¢, Alors, soit tout v €Hy
b

véerifie Py ¥ SS(p (v),
0

: - 29v, 2%,
soit ¥ est derivable en z_ et < a—z—(zo) =T 37 (%)
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Idée de la preuve

On peut supposer ‘1‘(20) = (po(zo). Si ¥ n'est pas dérivable en z_, son

graphe a l'allure suivante :

Sur le bord d'un voisinage V de z_ on a donc Hz) < cpo(zo) - C avec

C > 0.

Soit v € H\y _ Quitte a multiplier v par une constante et une puissance
’

de A, on peut supposer : %Log|v(z,>\)| < Y(z). Or le membre de gauche est pluri-

harmonique et majoré par (po(zo) - C sur 9V donc en tout point de V. Alors

Py & SSq)o(v).

Preuve du théoreme 3

Elle utilise la proposition :

PROPOSITION 12

. o s : m n n
Soient I une sous-variete analytique de R" etue IZ avec m + 3 < -
Alors Tu(z,\) € Hcp ou 5 est la fonction pluri-harmonique naturellement associee

z
< *
a Ty R" (cf paragraphe 2).

Démonstration

' "
Supposons Z donnée par x" = O dans IR:, X IR)r:,,. Il existe alors un sym-

e L "
bole analytique d'ordre < - n" avec u(x) = Ielx 4 a(x',£")dg". Sia > O est assez
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. 2
. "nrm_~gn
petit, la suite de fonctions entieres ue(x) = Jelx &gt a(x',g")dg" converge uni-
, n .
formément lorsque € > O + sur {(x',xM € €" ; |Jm x"| < o |Re x"|}. En appliquant

le théoreme 3.2.1 de [3], on en déduit que SSZ;1 .(u) est contenu dans la section

* %N . 2 . N iz”z
nulle de T (TZ R'). Utilisant [8], § IV-5, on en déduit Tu € Hcp (ou ¢y = - Im —2—).
X

Fin de la preuve

La proposition 12 et le théoreme 8 entrainent que

(23) ss2!  wec, (Tzahn T(TG R
1{\] R TN C

Grice a (8) on en déduit une majoration de SS(u!N) que l'on estime par le membre

de droite de (4) en revenant a la définition du cone normal.

Preuve du théoreme 4

Avec les notations de l'énoncé, (x,t,0) + ®(x,t,0) = o(x,0) + t0 est une

phase non dégénérée associee a la Lagrangienne

A= {(x, - Qd) 5 00,0 5 (00 =R" x ®" - {oh)]

et v(x,t) = Je1¢(x,t,6) a(x,0)d6 est une distribution Lagrangienne sur A vérifiant

v(x,t)‘t:0 = u(x).

On déduit alors de la proposition 12 et de l'invariance des distributions
Lagrangiennes par transformations canoniques que Tv est dans l'espace Hcp » @y dé-
A
signant la fonction pluri-harmonique naturellement associée a A. En utilisant le

théoreme 8 et en revenant a la définition du céne normal, on obtient la conclusion.

Remarque

Dans le théoreme 8, on peut supposer que Y est seulement localement

Lipschitzienne sous-analytique et telle que A\{, verifie une condition de positivite
convenable (cf. [3]).
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