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1. Introduction.

On considére un systéme de lois de conservation

ol x=(x1,...,x ) parcourt un ouvert U de R et t parcourt un intervalle de R;

N
pour j=1,2,...,N, Fj est une application ¢’ d'un ouvert G de R™ dans R". Soit
V un voisinage ouvert de (xo,to) € U x R dans R® x R. Si u€ L7(V,G), on dit

que u est une solution faible de (1) dans V lorsque pour toute fonction

1] EC;(V), l'on a

(2) [ o

o=
¥

X

F.(u))dx dt=0.
1 J J

Soit S une hypersurface ¢! passant par (xo,to), d'équation xN=¢(x',t), ol

x=(x',x,.). Soit B CV une boule ouverte centrée en (xo,to). Si B est assez

N

- +
petite, on a B=B U (s N B) L’B+, avec B ={(x,t) € B, x < o(x',t)}. Siu

N

. ) .+ —+ . .
est une solution faible de (1) dans B et si u”=u]BiEECT(B“), il résulte de

(2) si 1'on intégre par parties que
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et que

+ - NI
(b)) e lu-u)+ 2 @ (F(u)-F (u))-(Fy(u)-F
=1 7

sur S N B. (4) est appelée relation de Rankine-Hugoniot.

. + - . PP
Une solution u ,u ,p de (3), (4) telle que S soit non caractéristique pour
5 X £ 9 p : :
Ty + Z Aj(u ) 3% ? est appelée onde de choc. (Parfois on impose aux ondes de
J=1 J
choc de vérifier certaines conditions dites d'entropie , cf.la condition (9)

explicitée plus loin). Si N > 1, les premiers résultats généraux d'existence

N

d'ondes de choc définies disons dans V={(x,t) €R' xR, |x|+|t| < R} et

satisfaisant @uX conditions initiales :

+ + .
(5)  wliog™g o @lgeg =g s Ix| <R

ont été obtenus par Majda [4], [5]. Sa méthode consiste & ramener le probléme

(3),(4) (ol B est remplacé par V), (5) & un probléme mixte dans x_ > O, t > O.

N

+ + -
Pour cela on pose v (x,t)=u (x', * xN+w(x',t),t), v=t(v+,v ). On définit les

matrices 2m X 2m

X.(v) = [a.(v") o
J J _ , 1< <N-1,
0] A.
J(v )
+ N-1 +
A (v, V) = [ A(v )""t_.E @, A.(v') 0
J=1 73
0 -(AN(V >""t'§ “’x.Aj(V ))
=1 73
(3) devient alors
6) 4 N£1 X.(v) & & XN(V Vo) & =0, x >0, t >0 |x|+|t] < R
ot * 2 N g MO gy TP e T ’ ’
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et (L4) donne

N-1
-— + —

(7) wt(v+-v—)+j£1wxj(Fj(V+)_Fj(v ))-(F (vV)-F (v7))=0, x =0, |x|+[t] < Rr'.

N
2, v . oo
On a dét AN(V,VW)#O pulsque S n'est pas caractéristique pour 5% +Z A.(u

On fait 1l'hypothése d'hyperbolicité suivante :

(8)(1) Il existe une matrice Ao(u) > 0, dépendant de fagon c” de u, telle que
Ao(u) Aj(u) soit symétrique (j=1,...,N);

(ii) L'opérateur (1) est strictement hyperbolique dans la direction de 9

‘ Bt
(cette condition (ii) peut &tre généralisée).
+ - + - .
Posons bo(v)=v -v , bj(v)=Fj(v )—Fj(v )y 1< J <N,
M o =R (A (v) A(vF)). si y=(X',E) et si T € ¢ vérifie I 0
(V,VO)— AN v 4pt Bpxj 3 v . S1 y=(x"', et s1 T vérifie Im t < O, on
désigne par E+(§,£',T) le sous-espace vectoriel complexe de 02m engendré par
N-1
les traces sur x =0 des solutions z de %% + I Xj(v(x',o,f)) 5%— +
J=1.,%, ., . J
n - - - - =
AN(V(X',Ost),VD(X',t))gi— = 0, de la forme z=el(X 2 +tT)Z e XK Pr(XN) er,E'EIRN 1}
N r

e, € ¢2m’ ol Im k > 0etp, estun polyndme. On suppose que

- - -1
(9)  @imE’ (¥,£',7)=m-1, |y| < R', Im1 < 0, E'E rV,

On introduit la condition de stabilité uniforme au point (x',0,t):

(10)(;, I1 existe y > O tel que pour tout (£',7) avec Im T < O et

,0,t)
12 2_ YT o ' .
€] “+]|t|“=1, pour tout y € ¢ et tout z € E (y,£',T), 1l'on ait:
N-1
2 ¥ 1 S iy _ _ - _
ulreg (vl ,0,80)% B £5 0, (v 0Dy (51 0,5) gt )71 2v Il =]
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Sous les conditions précédentes, Majda ([5]) a prouvé l'existence locale de chocs
satisfaisant (5) (pourvu que u @ vérifient certaines conditions de compatibilité)

2. Enoncé des résultats.

Dans [3], on suppose de plus que

(11) Fj est analytique.

Alors on obtient des résultats de régularité analytique pour des chocs C, définis

disons dans un voisinage de (0,0) dans Rﬂ x R'. On suppose donc que @ est une

t
application c” de U' x [0,T] dans R, ol U' est un voisinage ouvert de O dans

RN—1, que S={(x',0(x"',t),t) eRY xR, (x',t) €EU' x [0,7]} , et que V est un

voisinage dans U' xR x [0,T] de {(x,t) € S,t > 0}. Posons Vt={(x,t) eV,

> - + -+ . -
xy < o(x',t)}, VO={(x,t) €V, t=0}, V;={(x,t) € V™, £=0}. On a alors si u+,u s

vérifient (3),(4) (avec B remplacé par V)-:

Théoréme 1. Supposons que les conditions (8),(9),(10)( (11) soient

0,0,0)?

+ . . o . .
réalisées, que u_[ solt analytique dans V0 et que w|t=0 solt analytique

t=0
+ ..
dans U' x {0}. Alors u~ est analytique dans un voisinage de (0,p(0,0),0)

—t .
dans V- et ¢ est analytique que dans un voisinage de (0,0) dans U' x [0,T].

Zn

En fait, on a "unique continuation de l'analycité&" aussi loin que l'on a

stabilité uniforme:

Théoréme 2. Supposons que (8),(9),(10)( (11) soient réalisées avec

9
o,o,to)

+ . . . <
to € ]0,T[ . Supposons que pour t < to’ u~ soit analytique dans v Jjusqu'a S
. + .
et que @ soit analytique dans U' x ]O,to[. Alors u~ est analytique dans un

-+ . ..
voisinage de (O,w(O,to),t ) dans V- et @ est analytique dans un voisinage

o

de (O,to) dans U' x [0,T].



IT-5

3.I1dée de la preuve du tnéoréme 1. (le théoréme 2 se prouve i 1l'aide d'arguments

similaires).

N+1,[O,1]) valant 1 si |x|+|t] < 1 et O si |x|+|t| > 2. Posons

Soit p € C:(R
t
()A(x,t)=p(§,->\’),pi(x',t)=p>‘(x',O,t), V>\=p>\V+(1_p>\)V(OsO)a ‘D}\=p$\w+(1—p;\)'

N-1
(©(0,0)+<Vip(0,0),(x"',t)>), Lz=3tz+E XJ(VA)BX.Z%(‘U’WA)@X Z,

N-1 j=1 h N
B(Z’VX)=Xt bo(VA)+2§1Xxgbg(vx)+M(vx’v¢&)Z.
Soient T,R,b > O avec bR < T, et posons D, ={(x,t) ER' x {£], b(|x|-R)+t < By >0},
E ={(x',0,t) €R' ' x {0} x {t}, b(|x'|-R)+t < T}, D= U De» B2 Y B
0<t«<T 0<t«<T
= ! = ' =
Avec y=(x',t), posons Bj(y) bj(vx(x ,0,t)), M(y) M(VA(X',O,t),VpA(X',§))'
Soit X, le sous-espace de 0" engendré par Bo(¥)seuesBy_1(y) et soit Bl (y) 1a

AN
forme C-linéaire sur Gm, nulle sur X;} telle que <BJ(y), Bk(y)> =1 si j=k et

0 si j#k. On peut démontrer le résultat suivant:

Proposition 1. Si A et b sont assez petits, il existe des constantes ng > 0,

C > 0, telles que pour tout n > n_, tout z € c°°(13,02m) et tout y € C7(E,C),
l'on ait:
/2, _-nt -nt -nt -1/2,y _-nt -nt
(12) 02| ™2l e e e ™ oxl < clnE e L] e B,y ot
ladl, +n7"2 £ f<8d Me-Blz,uel; ).
o 1<J<N-1 o
pans (1), (1 Mo I g Il g s Il Iy
(o] (o]

sont les normes L° naturelles sur D,E,E_,D . (12) s'obtient en découplant
z et Vx dans B(z,Vx) (cf.[6]) et en appliquant ensuite les techniques
habituelles des problémes mixtes,(Une version de (12) sans domaine de dépendance

et avec des conditions initiales homogénes est démontrée dans [ L]J:]).
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"\ - . . cr 2
I1 est commode de poser P=(AN(VA’VwA)) 1L. Si A est assez petit, il résulte

alors de (6) que
(13)  Pv=0 , [|x|+[t] <A, x>0, t>0

Pour démontrer le Théoréme 1, on dérive (5),(6) par rapport & y=(x',t), et on
obtient des relations de la forme (Bj désignant une dérivée d'ordre 1 par rapport
ay)

(1k4) P8§83v=Fa o Ixl+]t] < a, x>0, ¢ > 0.

»J

a a - .
(15) B(Byajv,VByajw) 8y, [x"|+|t] <A, t >0,

N

o F_ ; (resp. &, j) sont des fonctions non linéaires de v,Vp et de leurs

] 9
dérivées d'ordre < |a|+1 par rapport & y (resp.d'ordre < |a| par rapport 3 y).
Pour estimer inductivement les dérivées de v et de V¢ au moyen de (14),(15),

les normes (12) ne sont pas bien adaptées. C'est pourquoi on introduit

-NT 3 -NnNtT ] . ~

Qn(z)? z e n aizI” uej Qﬁ(z): z e n 3%Z”Hu—J(E),Ou T=t+y, vy > O,
0<3< u B °(D) 0<J<u

U est un entier > [Eél] et H® désigne l'espace de Sobolev d'ordre s. A partir

de (12), on montre que , pour n assez grand :

/2

(16)  n'/%q (2)4q) (2)+a! (%) < ¢, (n”"%q (Pa)ear (B(2,9%))

- -lal -
+e ny 5 nld Ia, (" aaz” 5 +n 1/2" 3an'x“ . ) )
o] <n Y% v 0

Le théoréme 1 s'obtient alors en utilisant (16) et une adaptation des techniques

d' Alinhac-Métivier [1],[2].



II-7

BIBLIOGRAPHIE.

(1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

S.ALINHAC-G.METIVIERPropagation de 1l'analyticité des solutions d'équations
hyperboliques non-linéaires, Invent.Math. 75(198L4), 189-20L,

S.ALINHAC-GMETIVIER,Propagation de 1'analyticité des solutions d'équations
non-linéaires de type principal, Comm.Partial Differential Equations
9(198k4), 523-537.

P.GODIN, Analytic regularity of uniformly stable shock fronts with analytic
data, & paraitre.

A.MAJDA, The stability of multi-dimensional shock fronts, Mem.Amer.Math.
Soc., 275(1983).

A.MAJDA, The existence of multi-dimensional shock fronts, Mem.Amer.Math.
Soc., 281(1983)

G.METIVIER, Interaction de deux chocs pour un systéme de deux lois de
conservation, en dimension deux d'espace, a paraltre dans Trans.

Amer. Math.Soc.



