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PROBLEMES DE CAUCHY ET ONDES NON LINEAIRES
par
Guy METIVIER

UFR de Mathématiques
Université de Rennes I.

Ces exposés ont été congus comme une introduction (pour non specia-
listes) & 1'étude de problémes d'ondes pour les équations hyperboliques non
lindaires. On ne trouvera pas ci-dessous un survey de tous les résultats concer-
nant 1'étude des singularités des solutions des problémes non linéaires ; on
s'est strictement limité & 1'étude de quelques problémes d'ondes (singularités
portées par des surfaces), en mettant d'libérément 1'accent sur les singularités
fortes.

La partie I constitue une introduction ol sont présentés les problémes
et donnés quelques points de repéres. La partie II est consacrée a l'introduction
de la notion de stabilité uniforme des chocs et la partie III & 1'étude des ondes
discontinues pour les systémes semilinéaires.

D'un point de vue plus technique, il faut insister sur l'importance
que revéetent les problemes de Cauchy ou les problémes mixtes hyperboligques non
linéaires, dans 1'étude des ondes fortes. C'est sur une bonne comprehension de

problémes de ce type que reposent les résultats présentés dans les parties IT
et IIT.
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I - ONDES NON LINEAIRFES

1- Position du probléme.

1.1 Les équations : pour simplifier 1'exposé on ne considérera que des sys-
témes du premier ordre, les résultats présentés ici ayant tous des analogues pour
les équations (ou systéemes) d'ordre supérieur. On fera cependant de fagon essen-:
tielle la distinction entre deux cas de figure différents :

n

(1.1.1) Btu +-z: Aj(t, x)iju = F(E, x, u) Cas semilinéaire
g3

(1.1.2) Btu +-%:: Aj(t, X, u)axju = F(t,x, u) Cas quasilinéaire

Les matrices Aj sont de taille N X N, réelles et dépendent de facgon Cw de
leurs arguments. F est a valeurs dans RN et est une fonction C* de ses arguments.
Il faut aussi faire une place a part aux systemes de lois de conservation, a
cause de leur propriétés particuliéres et aussi a cause de leur importance pour

les applications :

n
(1.1.3) 3,u +g; 9yg £5(u) =0

les fj étant des applications Coo de lRN dans IRN.

Tous les systémes envisagés seront supposés suffisemment hyperboliques
(par exemple strictement hyperboliques) dans la direction du temps t. Nous
noterons Ak = kk(t, x, &) ou Ak(t, x, u, &) les valeurs propres (toutes réelles)

n
de . A..

1.2 Solutions : Les équations étant non linéaires, il nous faut préciser
dans quels espaces seront prises les solutions.

Cas semilinéaire : nous ne nous intéresserons qu'a des solutions (localement)
bornées. Les deux membres de (1.1.1) ont alors un sens clair, et on ne peut pas
faire beaucoup mieux sans hypothéses particuliéres sur la non linéarité F.

Cas quasilinéaire : pour donner un sens aux prodults Aj(t, X, u)axju' nous
supposons u Lipschitzienne. C'est raisonnable, mais pas strictement indispensable e

Systémes de lois de conservation : pour les solutions assez réguliéres
(Lipschitz) le syteme (1.1.3) prend la forme (1.1.2) avec Aj= f'j(u), matrice

jacobienne de fj. Par contre 1'équation (1.1.3) garde tout son sens lorsque
[o¢)
u&€ L, , les dérivations étant prises au sens des distributions. La tradition

Lo

veut qu'on parle alors de solutions faibles.

1.3 Ondes réguliéres par morceaux : de fagon traditionnelle (Cf Courant -
Hilbert [I3) ) une “onde" est modélisée de la facon suivante : il s'agit d'une
solution u du systéme, singuliére sur une surface i: (le front de 1'onde) et
réguliére en dehors de z: . Traditionnellement les singularités envisagées sont
des sauts de u ou de ses dérivées, u étant supposée réguliere jusqu'au bord de
part et d'autre de ¥, , la surface ). étant elle méme supposée lisse.

Selon les cas de figure, on peut apporter les précisions suivantes :

Cas semilindaire : la seule restriction posée étant d'étre localement bornée
on peut effectivement envisager des sauts de la fonction u elle méme, et a for-
tiori des sauts des dérivées. Dans tous les cas la surface Z:_ est caractéristi-
que : si ¢ = 0 en est une équation, on a :
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_ 1
(1.3.1) 9,0 + A (t, x, d_¢) =0 sur)__'

pour un certain indice k. On remargue donc gue la géométrie des fronts d'onde
est fixée a 1l'avance, c'est a dire qu'élle ne dépend pas des valeurs de la
solution u.

Cas quasilinéaire : u étant Lipschitzienne, les sauts ne peuvent plus inter-

venir qu'a partir des dérivées premiéres. La surface }, est toujours caractéris-
tique :

__,
(1.3.2) 3,0 + A (t, x, u(t, x), d_¢) = 0 sur L

mais la différence fondamentale est que maintenant la géométrie des caractéristi-
ques dépend de u.

Lois de conservation : en plus des sauts des dérivées premiéres, comme
précédemment, on peut a nouveau envisager des sauts de la solution u elle méme.
On est alors dans la situation suivante : u est solution réguliere (forte) du
sytéme en dehord de L. , et le fait gque u soit solution faible équivaut alors a
la condition de saut (dite de Rankine-Hugoniot) :

n 1
(1.3.3) 3,9. [u]+§ 9,50 [fj(u)] =0 sur L.
oiu v désigne le saut de la fonction v le 1ong de .

Notans u® et u™ les limites de u sur 2.  prises de part et d'autre de P ,
on est maintenant en présence de deux systemes de caractéristiques : celul associé
aux valeurs propres Ak(u+) et celui associé au Ak(u'). Dans certains cas (valeurs

propres linéairement dégénérées) on peut avoir :

+ -
(1.3.4) Nt d ) = A (w7, d¢) ==3.0 sur L.

On est alors en présence d'une discontinuité de contact, et Y. est caracté-
ristique pour 1'état ut comme pour u- .

Dans d'autres cas (valeurs propres vraiment non linéaires). Il se peut queX:
ne soit caractéristique ni pour 1'état ut, ni pour 1'état u~. C'est le cas des
chocs qui sont des discontinuités de ce type, vérifiant en outre d'autres condi-

tions, parfois appelées conditions d'entropie, et sur lesquelles :ous reviendrons
ultérieurement.

1.4 Ondes conormales : pour des raisons que nous tenterons d'analyser par la
suite, le cadre des ondes réguliéres par morceaux n'est pas toujours le plus
pratique. Au contraire, J.M. Bony @ﬂ a montré qu'une classe de singularités plus
vaste que les sauts était bien adaptée aux problémes d'ondes non linéaires : il
s'agit des singularités conormales.

Y. étant une surface réguliére dans Rn+1, notons un(ou U) l'algebre de Lie

des champs de vecteurs sur/Rn+1, tangents a Y, . Notant H° 1'espace de Sobolev
usuel d'ordre s, Bony a introduit les espaces HS'K  des fonctions ueHS telles

que pour toute suite Ml’ cees M? de P £ k champs de vecteurs de |, on ait :

(1.4.1) Mo ... oM, u e

Bien entendu, tout ceci est local au voisinage d'un point des .
Exemple : dans des coordonnées ou ). est d'équation x1= 0, H'™ est 1'ensem-

ble des u tels que (localement) :
a; %1 oy Qn
(1.4.2) x, 3. 9 ... 0 u e:HS pour tout les Ial < k.
Xy X, X,
En outre (x14) est toujours une fonction conormale, et n'est C°0 par

morceaux que si A € .

1.5 Quelques problemes : pour ce qui concerne les ondes non linéaires, on peut
énoncer trois problémes de base :
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a) Propagation d'une onde : étant donnée une onde (réguliére par morceaux ou
conormale) dans le passé t<0, peut-on prévoir son évolution dans 1'avenir, en
particulier va-t-elle rester une onde du méme type ? Il s'agit 1la d'un probléme
de stabilité.

b) Interaction d'ondes : décrire les phénoménes gqui surgissent lors de la
rencontre de deux (ou plusieurs) ondes. On voit apparaitre la des phénoménes
typiquement non linéaires, d'interaction et de création de nouvelles singularités
(ondes).

c) Reflexion d'une onde sur un obstacle.

2. Systémes semi-linéaires
Bien entendu, il ne s'agit pas de faire un tour complet des résultats
existants, mais de donner quelques points de repere.

2.1 Ccas de la dimension un d'espace. (n=1)

Comme d'habitude pour les problémes hyperboliques, la dimension un d'espace
donne lieu a des méthodes particuliéres.
Ces méthodes ont permis & J. RAUCH et M. REED de nettoyer complétement les problé-
mes de propagation et d'interaction, non seulement de singularités isolées comme
les ondes décrites ci-dessus, mais aussi dans des cas beaucoup plus généraux.
([39] . [40] . (41] ). Pour ce qui concerne les problémes de réflexion mentionnons
les travaux de B. BERNING - M. REED [5] et M. OBERGUGGENBERGER [33]et [34].

2.2 Singularités faibles.
Dans le cas multidimensionnel (n > 1) la propagation d'une onde et 1'inte-
raction de deux ondes ont d'abord été étudiées par J.M. Bony Eﬂ, dans le cadre des
ondes conormales. Typiquement, les résultats sont énoncés de la maniere suivante :
(2.2.1) Dans un domaine de détermination §l, on consideére soit une surface
caractéristique }, , soit N surface caractéristiques Z%Jw..ui: qui se coupent
deux a deux transversalement le long de la méme variété A de codimension deux ;

’

dans ce cas on note 2:):'40.,,... Ul . Alors :
nt1
Théoreme 1 (Bongﬂﬂ). SOitlJéZHS(Q) s > 2 , une solution du systeme semi-
inéaire (1.1.1). Si u est #S'k dans le passé {t < 0}NQ, alors u e,Hi; (2).

L'espace Eﬁgk lorsque 22 =0 U.....JL sera décrit précisément au chapitre
III. ? N
Ce théoréme initial a été suivi de plusieurs autres ; par exemple pour
1'interaction de trois ondes (ou plus) J.M. Bony [9] [10}] R. MELROSE - N. RITTER
@7} @g]. Pour les problémes de réflexion M. BEALS - G. METIVIER PJ 4] Des
problemes importants restent ouverts, comme le probléme des caustiques ou le proble-
me des rayons rasants.

Par ailleurs, dans le cas d'une seule onde 21 J. RAUCH et M. REED (;4]ont

completé le theoreme 1 en montrant que si u est C par morceaux dans Q {t < o0},
alors u reste C par morceaux dans tout {l.

Re mrque 1 : dams les résultats nrentionnés ci-dessus, on suppose tou-
jours la solution u donnée surf§l. Ceci est raisonnable car on dispose par
ailleurs de théore r d'e xistence de solutions HS (s> n/2), par résolution
du problé e de Cauchy semi-linéaire (S. MIZOHATA [321).

Remarque 2 : les fonctions de HZ’k sont (pour k grand) de classe CS_1/2

(avec la convention habituelle si s-1/2¢& IN). Puisque s est grand, c'est que les

singularités (sauts) portent sur des dérivées d'ordre élevé. Il s'agit donc de
singularités faibles.

2.3 Vers des singularités fortes.
Les résultats du type du théoréme 1 reposent sur deux ingrédients :

1). Un résultat de propagation de régularité conormale pour le probléme 1liné-
aire L u = f.

s 7 ’ A Y . . 0o
2). Une propriété d'algébre : si F est une fonction C de ses arguments et si

u € Hs’k alors F(u) € Hs’k

, . s k . .
La propagation de la régularité H;; pour le probleme linéaire n'impose

aucune restriction sur s et k. Par contre la propriété d'algébre n'est vraie que si



atl L-> , n+1
si s >1/2, s+k> 2 dans le cas d'une seule surface, ou si s> 1, s+k> ——

2
lorsque2= 21 J... VU Z"N'

— , K

On peut donc "généraliser" le théoréme 1 en partant d'une solution u & Hi’ o (Q)
avec s >1/2 (ou s >1 suivant les cas) et s+k, > (n+1)/2, et en propageant la
régularité H;’ pour k> k, du passé vers l'avenir. Mais cette généralisation

, , L , , k

serait factice sans théoréme d'existence de solutions g %o |

Comme on ne peut guére espérer de théoréme d'existence dans H® pour s < n/2,

on voit qu'on est forcé & changer assez nettement de point de vue en mélangeant

existence et régularité conormale, et en construisant directement des solutions
dans un-espace HS/K

Par exemple considérons la situation suivante :

(2.3.1) Soit A une hypersurface réguliére dans {t = 0}.
Soit i:’r,u ). les N surfaces caractéristiques de L issues de A.
N

Théoréme 2 (N. RITTER [45]). Soit uo & Hy'“(") avec s >1, stk >(n+1)/2.
Alors le probléme de Cauchy

(2.3.2) L u=F(f, x, u) Ulteg = Yo

posséde (localement) une (unique) solution ue:HS’k.

L
On remarque cependant que les fonctions de Hi{k sont toujours continues lors-
que s >1/2 si Y, est une seule surface, ou s >1 si h ==Tﬂ&\) ..... J ZZN,
et s+ky —~ n+1 . Travailler dans des algébres Hs'k ne permet donc pas d'étudier les

discont1nu1tes.

2.4 Ondes discontinues.
On peyt d'abord essayer de résoudre le probleéme de Cauchy (2.3.2) avec une
donnée u, C jusqu'au bord de part et d'autre de A, avec des sauts le long de A.
On s'attend alors a ce que la solution présente des sauts sur I, . C'est ce qu'ont
fait J. RAUCH et M. REED [43] pour les systémes 2 X 2 (N = 2) dans la catégorie
des solutions C” par morceaux.

Pour les systémes généraux (N quelconque) on peut énoncer.

Théoréme 3 (G. METIVIER Lﬂﬂ). Soit A comme en (2.3.1) et soit
up € N HZ'k (R1?) avec k > (n+5)/2. Alors le probléme de Cauchy (2.3.2) posséde

k

o
(localement) une (unique) solution ue€ L N H?{
Concernant la demonstratlon de ce théoréme, on peut remarquer que si la
proprlete d'algebre pour L% N HO' est relativement facile a obtenir, la propagation

dans r N HO' est elle plus dellcate. En falt, la propagation HO’ étant bien
établie il reste & propager des estimations L” ; ceci est impossible en général

(en multld1men510n !), mais peut étre fait pour des fonctions sont on sait & priori
qu'elles sent HO'X (k> (n+5)/2).

On .peut ensuite donner 1'analogue du théoréme 1 pour les ondes dans L “n H°’ ok
(propagation, intéraction, réflexion) (G. METIVIER [}1}). Renvoyant au chapitre III
pour des énoncés précis, contentons nous de donner maintenant la forme générale des
résultats : revenons a la situation décrite en (2.2.1) et considérons une solution

ue€ L ) Hy ok dans le passé n{t'< 0}. Alors u peut étre prolongée (de maniére

unique) en solution L N H;!k sur Qh{ t < T} pour un certain T > 0. En outre, ou

bien u peut étre prolongée a ) tout entier, ou bien si T, est un temps maximal
d'existence, on a :

I
+
8

(2.4.1) lim sup ﬂu(t)" °
t 4Ty



3- Systeme quasilinéaires.

3.1 Quelques références

La litterature concernant les systémes quasilinéaires et les systémes de
lois de conservation en dimension un d'espace est phénoménale. Donnons seulement
quelques points de repere classiques :

P. D. LAX |?d] pour la résolution du probléme de Riemann, J. GLIMM [16] pour
l'existence globale de solutions faibles, O.A. OLEINIK [35]et R. DIPERNA [14
pour 1'unicité, F. JOHN ﬂ?j pour la formation des singularités... Sans oublier
bien stir R. COURANT - K.O. FRIEDRICHS [12]. On trouvera de trés nombreuses
autres références dans 1'ouvrage de J.A. SMOLLER [46] .

Par contre 1'étude systématique des systémes de lois de conservation en
multi dimension n'en est qu'a ses débuts. L'ouvrage de A. MAJDA [24] constitue
une excellence introduction a ces problémes, notamment pour ce gqui concerne les
chocs. On y trouvera aussi de nombreuses références, y compris pour les problé-
mes monodimensionels.

3.2 Singularités faibles

En multidimension d'espace, S. ALINHAC ([1] [}) a démontré 1'analogue qua-
silinéaire du théoréme 1. Sans rentrer dans les détails, mettons 1'accent sur
la difficulté nouvelle rencontrée : la solution u est donnée dans un espace H°
et par conséguent les surfaces caractéristiques qui dépendent de u (cf(1.3.2))
ont une régularité limitée dans §), méme si on les suppose C* dans le passé.
Cela rend la définition (1.4.1) des espaces HS:K trés problématique !. En fait,
la regle du jeu consiste a4 gagner en méme temps de la régularité (conormale)
sur u et les '2‘;,

4

3.3 Singularités fortes

Il n'est pas clair du tout, ce que pourrait étre 1'analogue quasilinédaire
du théoreme 3. Il pourrait s'agir d'un résultat portant sur les discontinuités
des dérivées premiéres de solutions Lipschitziennes.

En fait, la théorie monodimensionelle des systémes de loi de conservation
considére des singularités encore plus fortes :
ondes de choc (de compression), ondes de raréfaction (de détente) et discontinui-
tés de contact. En multidimension, si 1'on dispose maintenant de résultats
concernant les chocs, 1'étude des autres singularités reste & faire. Notons
d'ailleurs que la liste des singularités existantes n'est pas arrétée. (cf les
Mach Stems de A. MAJDA - R. ROSALES [26)).

Mettons maintenant 1'accent sur la difficulté qui surgit immédiatement
dans 1'étude de ces singularités fortes : comme dans le cas semi linéaire les
problémes se posent naturellement en terme d'existence, et alors, les surfaces

L. qui dépendent de la solution sont elles mémes des inconnues. On est donc
immédiatement confronté & des problémes & frontiére(s) libre(s).

3.4 Chocs
Paradoxalement, dans 1'étude des singularités fortes, c'est le cas des
chocs, qu'on aurait pu croire le plus difficile, qui a recu le premier une ré-
ponse (A. MAJDA [22] [23]).
En fait cela s'explique par le fait que les chocs jouissent de la propriété
particuliére que leur front Y n'est pas caractéristique.
A. MAJDA 23 a montré l'existence de chocs multidimensionels par

résolution d'un probléme de Cauchy. Pour simplifier, énoncons ici le corollai-
re suivant :

Théoréme 4 (A. MAJDA [23)). Considérons dans {t < 0} une surface
et une solution (faible) de (1.1.3) u, qui soit HS de part et d'autre de %
(s grand). On suppose gue cette singularité est un "choc uniformément stable"
(cf chapitre II). Alors ¥ se prolonge a des temps > 0, ainsi que u, donnant
lieu & une solution (faible) de (1.1.3).
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La méthode de Majda consiste a considérer le probléme comme un probldme
mixte & frontiére libre ¥, , la condition de saut (1.3.3) étant prise comme
condition aux limites. L'hypothése d'uniforme stabilité s'écrit alors comme
une condition de Lopatinski uniforme pour le probléme mixte hyperbolique.

En outre, A. MAJDA [22) a explicité cette condition d'uniforme stabi-
lité dans des exemples physiques.

Un des problémes iportants qui se posent est le probléme d'interaction
de deux chocs. Il a été résolu. pour les systémes de deux lois de conservation
(G. METIVIER [?9]). Pour des systémes de taille plus élevée, 1l'intéraction
va créer de nouvelles ondes qui ne seront pas en général des chocs, et on voit
qu'il faut d'abord comprendre les phénoménes d'ondes de raréfaction ou de dis-
continuité de contact.

4. Conclusion

Au cours de ce rapide et sélectif survey, on a vu qu'apparaissent
de maniére naturelle, dans 1'étude des ondes "fortes", des problémes d'existen-
ce soit sous forme de probleéme de Cauchy, soit sous forme de prolongement d'une
solution & travers une surface. Dans la suite nous allons détailler deux aspects.
Au chapitre II, qui est fortement inspiré de A. MAJDA [?4], nous rapellerons
d'abord les théorémes d'existence de solutions réguliéres ; nous verrons ensuite
comment les versions de ces théorémes pour les problémes mixtes constituent la
clé de 1'étude des chocs uniformément stables.

Au chapitre III nous détaillerons 1'étude des ondes discontinues
pour les systémes semi linéaires.
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II - ONDES DE CHOC MULTIDIMENSIONNELLES

Le but de ce chapitre est d'introduire la notion de stabilité uniforme
pour les chocs, liée a 1'étude du probléme mixte hyperbolique non linéaire
avec condition de Lopatinski uniforme. Pour une présentation compléte du pro-
bléme des chocs, on renvoie & nouveau & A. MAJDA [24].

1- Solutions réguliéres du probleme de Cauchy .

1.1 Notations, résultats
Considérons le systéme quasilinéaire :

(1.1.1) Stu +

) A.(t, x, u)o_ u = F(t, x, u)
J = J XO oo n N
ou les Aj sont des matrices réelles N X N, fonctions C de (t, x, u) RXR XR ,

1 N ,
xRN dans R"'. On suppose aussi que les A, et F.

M 0o
ne dépendent pas de (t, x) pour ]tl + ]xl grand, et que F(t, x, 0)eC aRn+1).

En fait, les hypothéses pourraient étre localisées autour d'un point (t°,x°,u°).
Nous faisons 1'hypothése de symétrisabilité suivante :

(1.1.2) Il existe une matrice R(t, x, u, &), C°° sur Rn+1X RN'XORnuU),
homogéne de degré 0 en &, indépendante de (t, x) pour lt X]xl grand, et telle
que :

. o n+
et F est une fonction C de IR

i) R est symétrique définie positive.
ii) R(t, x, u, &) y3 &, Aj(t, X, u) est symétrique.
J;l
Cette condition permet d'englober le cas des systémes hyperboliques symétri-
ques au sens de Friedrichs [15] (cas ot R peut étre choisi indépendant de &) et
le cas des systémes strictement hyperboliques (cas ou les valeurs propres de
n
). ij Aj(t, X, u) sont toujours toutes réelles et simples).
J‘.‘\
Sous les hypothéses précédentes on énonce :

s , n .
Theéoreme 1 : soit uo € HUOR ) avec U >~g—+ 1. Alors 1l existe T > 0 et une

unique fonétion u & CO([O, Ij H HUORH)) solution de (1.1.1) sur ]0, 7% Rn, avec
donnée de Cauchy :

(1.1.3) u

Y=o = Yo

Notons alors T, la borne supérieure des T tels que la solution u existe
dans c? ¢ b, 71 ; #B*®")). on a alors.

Théoréme 2 : ou bien T, = +® , ou bien

(1.1.4) lim sup {fuct)) + 13 uct)y ©, n}t =+
EAT x L (R)
%
Dans cet énoncé u(t) désigne la fonction x - u(t, x) et
du= (3 u, ..., 0_ u)
b's X X
1 n
Notons que le cas ou T, < + ®, fluct)ll Lm est borné lorsque t — 7T,

L“aR“)

et ou |9 u(t)|l & —> + © , correspond précisément a la formation de chocs.
x

Ces théorémes sont démontrés par Majda [?4](et aussi le théoréme 1 par
KATO Q8]) dans le cas des sytémes symétriques. Le théoréme ! est aussi démontré
dans 1'hypothése (1.1.2) par M. TAYLOR (37], mais sans contrdle précis de 1'indi-
ce U. Comme de toutes fagons cela constitue un bon exercice d'introduction aux
techniques d'hyperbolique non linéaire, nous allons détailler gquelque peu la
preuve de ces théorémes.
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1.2 Le probleme lindarisé I .
- _ M
Introduisons les espaces WT =1L (lb, Zﬂ, H)n CW([O, Zﬂ, Hu), ou

C 3 A

W(lb, TJ, HY) désigne 1'espaces des fonctions continues surib, T} & valeurs dans
H" muni de sa topologie faible. Wg est muni de la norme de L (ﬂz Zﬂ; HY). On
introduit aussi 1'espace XT ={ve WE

1
Alors XTc c ([0, T] XRn) et nous noterons.

(1.2.1) Wk, = Sup (Wt o, n, + 3 vie)f », n T

/ agzezwﬁ—l}, muni de la norme évidente.

Pour v e:Xf considérons 1'opérateur linéaire

Lv = Bt + z: Aj(t, x, v(t, x))ij

et le probléme de Cauchy :
(1.2.2) {Lvu = f
“le=0 = 9

 —

Théoréme 3 : étant donnés fe& W; et ge HU(’RH), il existe une unique solu-

tion u € L2( o, 1] H") du probléme de Cauchy (1.2.5). En outre u & CO([O, T],- Hu)
et X

(1.2.3) fuce)l, < P gl + cfe”t's" lecsht , ds.

C

L?ﬁ K ne dépend gue de |Iv]i - alors que X et C ne dépendent que de |v| X
T

Dans (1.2.3),“ “U désigne la norme de Hp(Rn).

Nous esquissons la preuve de ce théoréme, en suivant des lignes trés classi-
ques.
1°7¢ étape : Inédgalités d'énergie pour u réguliére
Pour avoir accés au calcul symbolique on remplace 1'opérateur Lv par

1'opérateur paradifférentiel P = Bt + E:: Ih ij, ou Ta désigne un opérateur

57

paradifférentiel en (x, Dx) de symbole a, t étant considéré comme parametre.

Lemme 1 : On a

i t .12 t o
Iz = BuItENl, < Kolucelll, + xeiocel o 17Oy o, ueld

- En effet A .(v)= Aj(O) + 33, ou Aj(O) est COo et constante en dehors d'un

compact, et ou st(tﬂlu £ K("v(t)"Lw) “v(t)"u.

Puisque Aj - TA- est régularisant, il suffit de vérifier que pour a«s'Hu(Rn)
J

© n n . .
et ue€eL (R') onaw=au - Tau c HM(R ), ce que résulte, avec les notations de

Bony (6], des relations : w = %, Aa. S "Sk+2

iy k2 Ck+2"
“Aka “L2 < 2 e avec “EkH 22 < K.Ila"u .

k

ull e SllullLoo ;

R étant donné en (1.1.2) notons r(t, x, £) = R(t, x, v(t, x), &),
(1 + 1512)“. Pour tout t:e'@, T}, r est un symbole en (x, &) Lipschitzien en x ;
le calcul paradifférentiel pour de tels symboles, donne lieu a un calcul symbo-
lique pour les symboles principaux avec restes de degré un de moins. On a alors :

Lemme 2 : il existe c¢ = c( MVHIT) >0 et K, = Kl( flvilt T) tels que :

1
vtel, 7] Re(T u(t), u(t)), 2,.n > CIIu(t)"i - K, luce)? ,
u-

L (R) /2

~ -
Introduisant F = ¢ + K1(1 + |£|2)U 172 on a alors :
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Re(Tru(t), u(t));2 ¥ e( Wvliy) u(e)ll?

Re(Tru(0), u(0)), 2 < K( lvil ) lucoy?

M
et aussi
Re(Tox u(t), u(t)) 2 € C( 'ﬁlviﬁ ) Nu(t) I 2
3 H
(1.2.4) v, = v, + sup IIBtv(t)IlLoo(an). On a :
tefo, )

Re(Tvu(t), u(t)) - Re(T,u(0), u(0)) =

= jr{Re(T_aj u(s), u(s)) + Re((T,+ T‘g)atu(s), u(s))lds
© ot
‘b:'crif/ant que Bt =P - TA ou A(t, x, &) = ): i Ej Aj(t, x, v(t, x)), on
tire de (1.1.2) et du calcul symbolique pour les opérateurs paradifrérentiels a

coefficients Lipschitziens, que :

, 2
IRe((T_F+ T¥)T, u(s), u(s))| < k¢ Wvhi T)uu(s)nUl .

Regroupant les différentes estimations, on a montré gque :

C
(1.2.5) Mu(t)hfJ <K Hu(O)llfl +C Juu(s)ﬂu (ﬂu(s)llu + I3 ucs)| Iiv(s)lu)ds
ou K = K( llvil T) et ¢ = C( lllvlﬁ T). Majgrant ]|3xull [ par lu ll " (puisque
u'>£21-+1), l'estimation (1.2.3) en résulte.

2¢ étape : Existence d'une solution faible.
12d4901 ¥ = -3, - * - .
L'adjoint de L est L¥ Bt r ij(Aj(t, x, v(t, x)).)

, *
Introduisons P = Bt - ij TA; .

e o]
Lemme 3 : Il existe C (dépendant de v) tel que pour d)eco( (o, 7] X IRn)
et tel0, T) on ait :

lz¥-2ne )l _ <c locern_,,-

u
. , U, n -U, n
En effet, il suffJ.E g? montrer que pour 0 € H (R') et €H "(R') on a
w=a ¢- Tad) < LI(JR’n)c H H . En fait, avec les notations de Bony [6] , on a
W ™ . -ku
w o= & W, avec w. Aka - Spin ¢ et 2 llwkll 1 < #°. puisque IIAkall L2 £ 2 e

K
. .02 u p2 ;
avec (Ek)e 24 et que usk+2||¢ L2 g 2g! avec €' e P° (puisque -\ < 0).

k k
, -1 s R N . Cg s
Puisque R symétrise L", comme a la premiere étape on en déduit des
inégalités d'énergie : -

1
v i . [ . .
Noce)l TR c{ loc)ll aut ft"Lv oes)ll "UdS} ol C dépend ici de

v et de T. Suivant le schéma habituel, on en tire :
i 2 u U, n .
Lemme 4 : pour f< L ([0, TJ; H ) et g H (R'), le probleme (1.2.2)
posséde une solution dans L2( [0, T], H).
3° étape : Faible = fort. )
U étant solution dans L ([O, T] ; Hu), on régularise u par convelution
avec jg(x) = € j(x/e), ou jec‘g (R®?) j 20 et fj(x)dx = 1. Notons Js 1'opérateur

de convolution par js'

. . , 2
Il résulte du lemme 1 que 1'opérateur LV - P est borné de L ([0, T]; Hu) dans
lui méme.
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_En outre le calcul paradifférentiel (4 symboles Lipschitziens) montre que
LJ ’ P] est une famille bornée d' operateurs de degre 0. On en déduit que

[J , L] converge fortement vers 0 dans L (LO 7], i
Enoutre,au—f ZAB ue.L([O Tl ul),et
JueH ([0 T] H)c: c ([0 T] Hu . Deplus Jeu.—yu dans L (l_O, TJ H) et
comme on vient de le voir, L J el —> f dans L ([0 T] H ). Appliquant les iné-
galités d'énergie (1.2.3) aux J u, on conc¢lut que la suite u_ est de Cauchy
dans CO([O, T],- Hu), que la limigé u e Co( [0, T]; Hu) et vérifie aussi (1.2.3).
1.3 Le schéma itératif.

Partant de uo(t, x) = uo(x) on définit par récurrence une suite uv en
résolvant :

(1.3.1) gLu\) Uyeg = F(t, x, u\))

u\)+1 = u
|t=0 = Yo

-1 .
En fait, introduisant Y, = co([o, 7] ; HU)ACI([O, 7); & )e X, on voit

que uoé. Y pour tout choix de T ; si u, est défini dans Y _, alors

£, =F(t, x, u)EC % b, 7] ; H') et le theoreme 3 donne uv € eio, 71; HY).

~1
L'équation donne immédiatement que 9 Uy, € C ([0, T]; B ) et Uy, 4 € Yoo
On voit donc que le schéma (1.3.1) définit une suite u,& YT, pour but

T > 0.

Nous utiliserons le lemme d'interpolation suivant :

Lemme 5 : Soit u'e']u—l, 11[. Il existe C tel que pour tout T > 0 tout
ue;XT et tout te‘.[o, T]: .

u-u'
fluct) u(O)llu, £Ct flull X,

Choisissant U’ >—I-7-+ 1 , on en déduit qu'il existe CO et € > 0 tels que
2
pour tout T et tout ue‘XT on ait :
e ’
.3. < 0 , + 7 full
(1.3.2) Ml < Hucosll ;0 eny +¢; 7 lul .
[ Lemme 6 : il existe T > 0 tel que le suite u, soit bornée dans Y_.

Preuve : soient Cl (M) et C2(M) des fonctions telles que ’V(t)lu < Met
llu(t)lll'l & M impliquent \F(t,., V(l':)"u < CI(M) et
. . . < .
IS 2t ., vie)).a ue)ll,_, < cyom

Les constantes K(M), A(M), C(M) ‘étant celles de (1.2.3) on choisit succes-

. S 2 N
sivement M, > |lu II ip@n)’ Mg > K(Mp) ||u0" et M, =C (M) +C,(M).
Enfin on fixe T assez petlt pour que
T)\(M )
.. <
(1.3.3) {kmp) ||u0||u+TC(M1 + M) C M)} S M,

<
||u0 Lip(RY) +C, 7€ (M1 + M) <M

On montre par récurrence sur V que

(1.3.4) Wl 00 o, 7)), w) €My



(1.3.5) uatuvu co(&bﬂﬂ . 5 < M,

£
(1.3.6) |nuvm r SHM

Ces relations sont vraies pour V:= 0. Si elles sont satisfaites & 1'ordre

v, alors ﬂuvﬂx S M, + M, et on tire du théoréme 3 que (1.3.4) a 1'ordre V+1°

~2
£ /..,. N i - _E . 3. kY ’
est vérifiée. Ecrivant Btuv+1 fv Aj(uv ) ijuv+1 (1.3.5) a 1'ordre V+1
en résulte de par le choix de M2.

Enfin, (1.3.2) fournit (1.3.6) au cran V+1, et le lemme est démontré.

, -1
[ Lemme 7 : La suite u,, converge dans Co(lb, Iﬂ, ol ).
Preuve : on écrit :
L (u -u ) =f - F + (L - L _
uy V1l TV \Y v-1 ug uv_l)uv =9,

Sachant que u, est bornée dans YT' on voit que

loyel s e lluye) —uy 0l

Les coefficients de Lu sont bornés dans YT' et comme pour le théoreme 3,
Vv
. o [ , -1 .
on a des inégalités d'énergie dans Hu pour u  avec des constantes indépendantes
de V. On en déduit que : £
Y At-s)
- < -
&) —uyell o, cc [ e lay(s) = wy_j (=), ds

&

|
Lu\)+1

et le lemme en résulte immédiatement.

Preuve du théoréme 1 : notons u la limite de la suite u,,. 0 - -1
Puisque u_ est bornée dans Y, (donc dans Xm) et que uv__q u dans C (Ip, T], H ),

o 1 . N 1
on en déduit que uew;, et aussi que n\).;u dans CO([O, TJ; Hu )

pour tout W'< U. Le passage a la limite dans (1.3.1) n'offre aucune difficulté
(prenant U'> %+ 1) et u est solution de (1.1.1). On en tire que BtueiW ;'1 donc

2
que u Gin. Appliquant le théoreme 3 a 1'opérateur Lu' on regagne la continuité et

u G*CO(BL iﬁ; Hy) ; le théoréme ! est donc démontré pour ce qui concerne 1'existen-

ce de solution. 2 -1
L'unicité résulte d'inégalités d'énergie L” ou H pour 1'opérateur Lu'

appliquées a 1'équation :
iLu(u -v) F(u) - F(v) + (Lu- LV).V

u - V|t=0 =0
si u et v sont deux solutions de (1.1.1) (1.1.3).

1.4 pPrincipe de prolongement
Le théoréme 2 résulte du lemme suivant :

Lemme 8 : Soit u €.C0(|b, T[, Hu) solution de (1.1.1) (1.1.3).
On suppose que Sup fu(e)|l , n < 40, Alors u & CQ( [o, T],- H") et peut
£ < Lip(R")
étre prolongée en solution dans CO([O, T ; Hu) pour un certain T'> T.

Preuve :Nnifons f = F(t, x, u). Alors, 1'hypothése sur u et 1l'équation (1.1.1;
I

montrent que flu o est borné indépendemment de T“< T. -Pour 1'opérateur Lu' on

applique & la solution (forte) u sur [0, T"]de (1.2.2) les inégalités d'énergie
(1.2.5), et on voit que il existe C tel que pour tout t T on ait :

‘ <
luce) |2 < ¢ §'uu(0) 12+ Slacs) 112 as.
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[e ]
OR voit donc que ue&€ L ([0, T]; Hu), donc que u & XT, et le théoreme 3

redonne a nouveau la continuité : u & CO([O, T]; Hu).

2- Probléme mixte hyperboligque.

2.1 Condition de Lopatinski uniforme.
Considérons le probléme :

d,u + = A.(t, x, v, u)o_, u = F(t, x, v, u) dans x > 0
t J xj n
(2.1.1)

B(t, x, v, u) =0 sur xn= 0

ol v = v(t, x) est une fonction donnée. Les fonctions Aj et F sont des fonctions

¢ sur Rn+1>< lRMX'iRN. On suppose que An est inversible, et on appelle N, le nombre

0
de valeurs propres >0 de An. B est une fonction C~ sur 1R"+1>< [RMx RN a valeurs

dans IRNO. On fait aussi les méms hypothéses qu'au § 1.1 pourlﬂf-lxl grand.
L'introduction de la fonction v correspond a des raisons techniques.
On suppose le probléme strictement hyperbolique : pour tout

(t, x, v, u)e Rn”X IRMXIRN et tout & < Sn-l la matrice ): Ej Aj(t, X, Vv, u) a

N valeurs propres réelles distinctes. (Comme Majda 1'a remarqué [22], cette hypo-
these peut étre affaiblie). Pour T &, £'erP~! avec Im 1< 0, notons .
E(t, x, v, u,T,E') le sous espace dea@ N engendré par les vecteurs propres généra-

lisés de A;I(E EJ. Aj + TId) associés aux valeurs propres de partie imaginaire <O.

Cet espace se prolonge par continuité aux (T, §') tels gque ImT < O, |Tl+|£ | > 0.

Sa dimension est constante, et en faisant &' =_0 on voit gqu'elle est NO'
Notons B(t, x, v, u) la matrice NOX N ._B..(t, X, v, u).
du
La condition de Leopatinski uniforme s'énonce : i
(cf KREISS (19], et aussi CHAZARAIN - PIRIOU [11], TAYLOR [47]).
+ -
(2.1.2) pour tout (t, x, v, u,T, £') & R Iy ®x ®'x & x ®" T tels que Imt< 0
etN|T|+ [E' I =1, B(t, x, v, u) est un isomprphisme de E(t, x, v, u,T , £') sur

a''.

2.2 Quedques résultats

Enong¢ons d'abord un résultat concernant le probléme de Cauchy pour (2.1.1)
avec données initiales nulles :

Théoreme 4 : Soit Y > E—;—1+ 1, et soit v & 1’1u (lRI_:_+1).
tel que F(t, x, v, 0) = 0 et B(t, x, v, 0) = 0 pour t< 0.

Alors, il existe T >0 et ue HY ( {xn> 0, t< T} ) solution de (2.1.1) vérifiant
u =0 pour t < 0.

On peut aussi résoudre le probléme de Cauchy pour (2.1.1) (sans v en général!)
avec des données non nulles. Comme d'habitude, un certain nombre de conditions de
compatibilités sont requises sur l'aréte t = x = 0.

En fait, on construit la solution sous la forme v + u, avec u = 0 pour t< 0, v étant
déterminée par son développement de Taylor sur t = 0. On voit alors pourquoi il est
naturel d'introduire une fonction v dans le probléme (2.1.1).

Les conditions de compatibilités sont automatiquement satisfaites si la donnée
de Cauchy sur t = 0 provient d'une solution dans le passé t< 0. On peut alors énon-
cer un théoréme de prolongement d'une solution HM donnée dans t< 0.

On peut aussi énoncer un résultat analogue au théoreme 2.
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2.3 Quelques remarques

Beaucoup reste a faire dans 1'étude du probléme mixte hyperbolique non
linéaire. Par exemple a-t-on la méme régularité sur la solution gque sur les don=
nées de Cauchy comme dans le cas linéaire (RAUCH [36] , RAUCH - MASSEY l:38]) ?

L'étude des problémes a bord caractéristique aurait un intérét évident
(voir MAJDA - OSHER [25] eu RAUCH [37] dans le cas des problémes linéaires.

Enfin la condition de Lopatinski uniforme n'est pas toujours satisfaite,
par exemple pour le systeme de 1'élasto dynamique avec condfition de Neumann.
Signalons a ce sujet le travail de M. TOUGERON qui a résolu le probléme mixte
pour ce systéme en dimension deux d'espace. [48].

3- Chocs uniformément stables.

3.1 Chocs plans
Considérons un systéme de lois de conservation :

—
(3.1.1) Btu + 2 axj fﬁ(u) =0

Soit ¥4 un hyperplan daﬁs Rn+1 de normale (V.,V,, <.,V ).
Soit u et u deux points de R, ut # u , et soit u la fonction qui vaut ut d'un
cété de Y\ et u” de 1'autre cété.
Alors u est solution faible de (3.1.1) si et seulement si :

(3.1.2) Vo (' - um) + 32 vj(fj(u+) - fj(u’)) =0

On voit que |V1l + ...+ Ivnl # 0, et quitte & changer de base dans R
on peut supposer que ), est déguation x = Ot. Alors la condition de saut <
s'écrit :

(3.1.3) out - u7) = fn(u+) - £_(u”)

Notons Ak(u) les valeurs propres ordonnées en croissant et rk(u) les -
vecteurs propres de la matrice An(u) = f'n(u). Supposons ici pour simplifier
que Ak # lj si j # k.

Définition : la valeur propre Ak est vraiment non linéaire [resp linéaire-
ment degeneree] si on a rk(u).gradukk(u) # 0 [resp rk(u).gradukk(u) = 0].

0
kk(u )) dans

IRinRNX(R une variété de dimension N+1 de solutions de (3.1.3). On peut la
paramétrer par :

+
u = U(u~,€)

Lemme 9 : (Lax [20])) il existe au voisinage de (uo, uo,

"+ er (u) + o(e?)

= = - - 1 - - 2

o=S(u ,e ) = )\k(u ) + 3 erk(u ) grad )\k(u ) + O(g”)

Condition de choc (Lax [20]). On dit que la solution définie par u®, u
et le plan xn = ot, (ut, u~, 0) vérifiant (3.1.3), est un k=choc si 1'on a

(3.1.4)

e

A ((ut) < o < A u)

(3.1.5) k
)< < +
Mg (W)€ 0 < X ()
On convient bien sir que A ; =7 et )\ = +o .

\ . + -
Dans le cas ou Ak est vraiment non lineaire, lorsque u - u est petit,

cela revient a prendre dans (3.1.3) € <0, si 1'on fait la normalisation
Rk—grad Ak = 1. Dans ce das Lax |21] a montré que (3.1.4) équivaut a toutes les

conditions d'entropie raisonnables.
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3.2 Equations des chocs multidimensionnels
Soit 3} une surface (localement d'équation X, = $(t, x'), ou 1'on note

. + - , PP
x' = (x1, cees Xn—I)' Soit u [resp u 1 une fonction définie pour X, > ¢ resp
, . , + , -
X < ¢ , et soit u la fonction qui vaut u pour xn> ¢ et u pour xn< ¢ .

On écrit que u est solution faible de (3.1.1) en disant que u+ et u sont solu-
tions réguliéres de part et d'autre de ¥ et en ajoutant la condition de saut :

n-)
(3.2.1) 8¢ [u] +) gf; [fj(uf] - [e ]
RES )

Le probleme apparait donc comme un probléme & frontiére libre ou les
inconnues sont ut, u- et ¢. De maniére cla551que, on fixe la frontiére libre en
effectuant le changement de variables xn = xn - ¢(t, x'), et on obtient alors les

équations :
n-\
(3.2.2) 3, WD awmty vt ra it apnatt=o0
=i J XJ n xn
J ) dans t x >0
ou A (u, d¢) =2 (1) - 2 9,40 Aj(w) - 9. 1d. n

La condition de saut (3.2.1) reste inchangée. On 1'écrit sous la forme :

A -

(3.2.3) g(ut, %7, d ¢) = 0 sur in =0
~n Pour se ramener a la situation habituelle des problémes mixtes, on change
X en —xn pour U , et on peut alors écrire les équations la forme :

‘Lut, a¢) . ut =0 dans xn> 0
(3.2.4) N

g(3+r Z—I d ¢) =0 sur Xn =0

(3.2.5)Remarque : si (u 4+ u_ ’ 85 ¢) sont comme ci dessus, alors pour tout 0

(t0, x0)e 1% , 4t = ut (9, xY), et l'hyperplanf_:' tangent 3 I en (t9, %),

d'équation x, = d ¢ (£0, x0) (t, x') vérifient (3.1.2) : (4%*,35 ) est le choc
’

plan "tangent" au choc (u%, I3 ) en (to, xo).

3.3 Le probléme linéarisé
Afin d'étudier le probléme (3.2.4) il est naturel de commencer par étudier
un probléme linéarisé. Un premier moyen d'introduire une llnearlsatlon est le
suivant : considérons (i4-, O) vérifiant (3.1.3) et supposons que (u-ie) dce))

est une famille de solutions de (3.2.4) telle que pour € = 0, u~ = i-, ¢ =(Ot.
Différentiant (3.2.4) par rapport ai'e€, on obtient pour €
vi =d_ ug et ¥Y=4d ¢€ des équations du type :
del. o dek=0
N+ + + + +
- y- - - - = >
(3.3.1) L= v Bt v- + Z_A Aj axj v 0 Pour x> 0
no+ a » A 4+ -
G(v-, d ¥) = By 3 W + Z ; b. 9 jW + M(v, v ) =0 pour x = 0
A
ot Ajf - Aj(u ) pour j = 1,..., n-1, A t = +(An(ﬁf)— o)
20 = |a , [f (u)] pour j =1, ..., n-1 et
N - ; - j N+

M(v,V)=A;v -A v .
De fagon classique, étudier la stabilité de la solution définie par (O,at),
signifie étudier le probléme

>IN
(3.3.2) ki - £

GvE, avy) =
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D'autre part, reprenant le schéma itératif du § 1, on peut chercher a
résoudre (3.2.4) par le schéma suivant :

+ +
T + = S
(3.3.3) L(uv , d ¢v) U=y 0 dans x 0.
dwspwv) (wv+1—'wv) = -G(wv) sur x_ = 0
‘ + -
ou WV‘= (uv, U, d ¢v)

Notant u = Uyr V= Uy ¢= ¢vet Y= ¢V+1’ on voit apparaitre des proble-
mes linéaires du type :
L 5 * * +
-y = = >
(3.3.4) L- v Btv + z:: Aj ijv f dans X 0
+ _ — + - _ -
G(v-, d¥) = by BtW + ) . bj 8ij + M(v , v ) = g sur X 0

+ , +
ou les coefficients A;, bj et M sont des fonctions de (u-,¢ )

N +,.0 0
(3.3.5) Remarque : Soit (tO, xo) {xn = 0}, et soit G- = u~(t , x ).

Si la différentielle de ¢ en (to, xo) est Ot, on voit que le systéme déduit de

(3.3.4) en figeant les coefficients en (to, xo), est précisément le systéme inter-
venant en 3.3.1.

3.4 Stabilité uniforme

Supposant le systeme strictement hyperbolique (voir Majda l}Z] pour un
affaiblissement de cette condition), et{xn = O}non caractéristique pour Lt et L,

+ n-1 _y , .
on note E-(t, x, T,&'), pour Imt< 0, £'e R , l'espace propre généralisé associé
aux valeurs propres de partie imaginaire <0 de (at)"1 ¢ > &L At +1 1d). cet

' n

!
espace se prolonge par continuité aux (T, & ) tels que Im T< 0, !Tl+ IE I#O.

Définition : (Majda @2]) le probléme (3.3.4) est uniforme stable en
(t", x ) si pour tout (T, &'), Im T< 0, IT|+ ]E'|= 1, l'application

( A,w+, W )—3 K(Tbo +3 Ejbj) + M(w+, w ) est un isomorphisme de
><E+(t0, xo,r, E") XE'(tO, xO,T, £') surcr_N.

P . , +_ - ,
Cette définition contient deux volets : faisant w =w =0 on voit d'abord que
l'on doit avoir :

b(T,E) =T'b, +1. gj bj #0

c'est a dire que le systeéme des conditions aux limites de (3.3.4) est elliptique

en Y . Ensuite, introduisant T(T,%) le projecteur orthogonal surLb(T,E)FI, la
condition traduit la condition de Lopatinski uniforme pour le systéme de conditions
aux limites (pseudodifférentielles) W(Dt, Dx) . M.

(3.4.1) Remarque : Compte tenu des remarques (3.2.5) et (3.3.5) on voit que le
choc (uf, u™,5 ) est gniformément stable en (t~, xo) si et seulement si le choc
plan tangent (u,, U~,3%3 ) l'est.

Lemme 10 (Majda [22]) pour le prpblzme (3.3.1), la condition de stabilité
uniforme implique les conditions de choc (3.1.5) pour un certain k<${1,...,N}.
En effet, dire que X = 0 n'est pas caractéristique revient a dire que

A . .
Ak(u-) # O pour tout k. On peut alors écrire

A+ d+
Xk(u ) <o <Xk+1(u )

Ajog (07 0<oc X;(07)
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+
avec j et k & {1, e..,N}. Quand £€' = 0 E (1, £') est de dimension N-k, et

A+ -
f'l(u ), %= k+1...N en est une base.; E (T, §') est de dimension j-1 et
f'g(ﬁ-)' =1,.., j=1 en est une base. La condition de stabilité implique que la

, , + - . . ,
dimension de E X E est N-1, par conséquent on a j=k et (3.1.5) a lieu.

+ _En outre, on voit que cette condition équivaut, lorsque &' = 0, & dire que
(u - u ,f'j(ﬁ'),f&(ﬁ )-pour j =1, ..., k-1, = k+1, ...,N sont indépendants.

A+ A

Compte tenu de (3.1.4) cela est vrai lorsque U - U est assez petit (on parle
alors de chocs faibles), et on a :
B Lemme 11 (Majda l?él) en dimension n = 1, les chocs faibles (vérifiant les
conditions de choc) associés a une valeur propre vraiment non linéaire sont uni-
Ebrmément stables.

On peut aussi montrer :
Lemme 12 (Métivier (?2]) en dimension n = 2, pour les systémes 2X 2, les
chocs faibles associés a des valeurs propres vraiment non linéaires sont uniformé-
iment stables.

Enfin, on renvoie & MAJDA [?2] pour une explicitation de la condition de
stabilité uniforme pour des exemples physiques.
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ITI -~ ONDES DISCONTINUES POUR LES

SYSTEMES SEMILINEAIRES

1- conormal ou régulier par morceaux ?

1.1 Un probléme de stabilité
Considérons 1'opérateur

—
(1.1.1) Lus=3.u+), a(t, x)d u

et supposons que 3} ={xn = 0} soit caractéristique pour L.

On suppose toujours que les matrices A. sont Cm, réelles, et que L est strictement
hyperbolique dans la direction du temp%.

Nous nous posons ici la question de savoir dans quels espaces de fonctions
singuliéres sur 3. le probléme de Cauchy suivant est bien posé :

(1.1.2) {L u=rf*f

u,t< 0= 0
. . , . . 2 ,
f étant donnée, nulle pour t <0. En fait f est _donnée au moins L et la solution u
de (1.1.2) existe toujours (localement) dans L°. Il s'agit donc d'un probléme de
régularité. .
Un des points de départ du travail de Bony [7] consiste a dire que dans les
espaces conormaux Hgfk , tout se passe bien :

_Proposition 1 Au voisinage de 1'origine, si f& Hi{k
Maintenant, ainsi qu'on 1'a expliqué au chapitre I, il est naturel de poser

le probléme (1.1.2) dans des espaces de fonctions réguliéres par morceaux. On

introduit donc les espaces p-HS Eiesp p—Ck] des fonctions de L? lfesp Lf]dont les

restrictions a X, >0 et a X, <0 sont HS E%esp C" jusgu'au bord x; = é]

(s> 0, k2 0), alors

On peut considérer le probléme (1.1.2) comme un probléme de transmission au
travers d'une surface caractéristique, et l'on est ainsi renvoyé a 1'étude des
problémes mixtes a bord caractéristique (voir par exemple Majda - Osher [251 ’
Rauch [§7 . En particulier le travail de Majda-Osher montre que, en général en
multidimension pour fep-HS la solution u n'est pas p-H° mais au mieux p-HS'
avec s' de 1'ordre de s/2. Ce fait constitue un obstacle essentiel, dans le cas
multidimensionnel, & une étude par itération de 1'équation Lu = F(u).

Néanmoins, comme 1'ont remarqué Rauch et Reed [?é]l}4], une fois gagnée la
régularité conormale, c'est a dire en particulier la régularité tangentielle pour
le probléme mixte, le retour a 1'équation permet de gagner une certaine régularité

normale, suivant la régle gqu'il faut deux dérivées tangentielles pour.:obtenir
une dérivée normale :

Proposition 2 : si fe’ p-HS/\ H(;:,.m au voisinage de 0,alors uep—HS_r\ Hg:.:m,

pourvu que m 225.
1.2 Un contre exemple

pPour illustrer 1l'instabilité du probléme (1.1.2) dans les espaces p—HS,

nous reprenons 1'exemple B.3 de Majda-Osher [?5J. DanszR3, avec les coordonnées
(t, x, y), considérons : le probléme :

(1.2.1) 0, u -9 v=F
t y
0

3t v + BX v u=2~0

y
ot f = 0 pour x <0 ou ¢t <0 et f = £ b(y) pour x> 0, t> 0.¢)éfL20R) sera choisie
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ultérieurement. )

La vitesse £inie de propagation montre que la solution (u,v) de (1.2.1)
est nulle pour x <0. En outre.v est continue en x & valeurs H™! en (t, y) et la
trace de v sur x = 0 est nulle. 2 5

> = + .- k> 1.

Pour x >0, on a at Bx v By f (ay at)v et pour

K, ap_ a2,k 2 _ n2,k-1
(1.2.2) (9, 8% = (82 -0 v+ (3T - 3" Af
k-1 0k .o a2k 02 _ 82,K-1 a2
Bt Bx u = ( dg Bt) Byv + ( Bg Bt) Byf

Supposons que (u, v)¢g p.HS, et notons, pour k s - 1/2 uy

en x = 0, prise du cété x> 0. (on suppose ici pour éviter les discussions inutiles
que s-1/2eW).
Alors (1.2.3) montre que

v k1 _ 2 2k-1.,p.m,
(1.2.4) at u, = ( ag 9,) ag(t d¢(y))

la trace de ‘Bk u
x

t

Puisque u, = 0 pour t< 0, on en tire que :

k
(1.2.5) u = SN pa(t). 3 ¢
x b y

pour certains polynémes p.,, tous non nuls. 1
On fixe maintenant’un entier m pair, et ¢ tel que ¢ € Hm(tR) etd ¢‘.'Hm
au voisinage de 0. m

Alors (1.2.5) montre que u, ne peut pas appartenir a L2 si k =--2—+ 1 ; par consé-

quent u & p.}f"/2+3/2 alors que f < p.Hm.

2- Stabilité d'une onde discontinue.

2.1 Résultats
On considére toujours un systéme L de la forme (1.1.1), on se donne au
voisinage de 1'origine une surface caractéristique L., et quitte & effectuer un
changement de variables (qui préserve le temps) nous supposerons que §_} est
d'équation x = 0. Considérons d'abord le probleme :

(2.1.1) {Lu = F(t, x, v, u)
u/t <0 =0

00
ol F est une fonction C de ses arguments. On se place sur un domaine de la forme :

.

(2.1.2) Q=1Att, x) /- T, <t <T, -¢ |x]3
ou TO et sont assez petits.
L . o 0,m n 3 .
[: Théoreme 1 : Si ve L /\HE ( Q) avec m >'§+§" et si F(t, x, v(t, x),0) =0
. N i oo 0, m .
pour t <0, alors il existe Te;]o, TOL et uelL Nn H)'__'1 ( QT) sa solution de (2.1.1).

Oon a noté QT =Q,\ {t < T}. Par ailleurs 1'unicité des soiliutions de (1.1.1)

oo
dans L ( QTr) résulté des inégalités d'énergie L2 pour L.
On peut alors s'intéresser au probléme :

(2.1.3) Lu = F(t, x, u)
et on peut énoncer :

00
r Théoréme 2 : Soit ue L /\Ho'm( QT ) une solution de (2.1.3) sur f v avec
1 1
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Alors il existe T,c.].’l’ Tl et une solution v de (2.1.3) sur QT qui prolonge u

et telle que ve L_. go,m ( Q ) pour tout T< T En outre, ou b.zen 7.;- TO' ou bien

||u||L (Q )-—> + © guand T_..-»,T .

Une fois obtenue_ la régularité conormale, on peut comme Rauch-Reed [44]
étudier la régularité c’ par morceaux :

Théoréme 3 : Soit ues L (QT) solution de (2.1.3). On suppose gue
oo -~ —
ue p.C sur QT1 (Tle;lTO, TOD'

[ee]

Alors u&p-C sur QT'

2.2 Preuve du théoréme 1. (Esquisse)
Par changement de variables, on peut supposer que les surfaces x_ = Constante
sont toutes caractéristiques. Apres diagonalisation de la matrice An (eg changement

lineéaire d'inconnues u) on se rame au cas ou :

(2.2.1) la matrice An est diagonale, le premier élément de cette diagonale est
identiquement 0, et les autres sont # 0.

On résout alors (2.1.1) par le schéma itératif :

(2.2.2) {L U,y = F(t, x, v, u\))

=0

uv+llt <0

ol !'on démarre avec u 0=0

La preuve du théoréme 1 repose sur les trois lemmes suivants.

Lemme 1 : Etant donnés R et T' e‘;]O T [ il existe C tel gue pour tout

Tej-—T'o, T’OE et tout u & Loo/\ gosm (Q ) vérifiant [lull o R, on ait

Q (9 )\
= F(t, x, v, u)e_Loo/\ H(:__!’m ( QT) avec :
lef = < c
< a
li£h,0,m, g, <€ {1 + "u"Ho,m( Q )}
B Lemme 2 : Soit f & H(z:;m ( QT), telle que f = 0 pour t< 0. Alors la solution
ue QT) du probleme
(2.2.3) Lu = f. ult< 0=0
est dans HO M9 ) et vérifie :
= T )
<
(2.2.4) liulf00m, o , < C; T "leo,m( Q)
T T
L ou C1 est indépendante de T et f.
~ Lemme 3 : Soit f@L N H ™ Q ) avec m >(n+3) , . telle que f,; = 0.

/2 [t<0
Alors la solution u& Ho m( 9] ) de (2 2.3) est bornée et vérifie :

b=y g G 7 UEl= g )+ W0 m o b L ol 0,0,
HD ( Q)
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, ® 0, n .
Le lemre 1 eprine que L f\ HB, ( QT) est une algébre.
Paiiun théoréme d'e xtension, on se ramne au cas ou les fonctions sont définies sur
r" ; dans ce cas les inéaqlités de type Ga gliardo-Mirehber g nécessaires pour

1'obtention des estimtions s'obtiennent facilement (Cf. Melrose-Ritter [27-1
section 5).

Le lemme 2 précise la propostion 1 de tgut a 1'heure;
Il résulte aisérent des iné gqlités d'éner gie L° et d'un ar gment de commtation de

L avec les ¢nérateurs de Up & x 3m, Bt, sz,..., _3% .

‘Donnons maintenant la preuve du lemme 3. D'apres (2.2.1) puisque
ueH?:"m on a, pour j 2 2 ;

(2.2.5) |30 af{ujlle < ¢ fullo,m + ||£l],0, »1

pour oy + |a| §m o g 1.

Puisque f = 0 pour t< 0 et que Btc ‘,J” on a ﬂfﬂHO, m-1&T "fIIHO',m . On tire

alors de (2.2.5) puisque m> (n+3) or que l'on a pour j = 2, ...yN.:

/

— .
(2.2.6) HujHLw+uat uj"L“”'>—‘"3xg uj" =g ¢ |ul|,0, m + T ll£ll 0, m

L
Maintenant, la preniére équation de (2.2.3) s'écrit sous la forrme :

(2.2.7) Xwu, = f, + Combinaison linéaire des u,, d,u.,, o u., j> 2 ,
! ! €7 L & n-1.

oux=8t+)___.' 0‘2%&'4'8
(2.2.6) donne un contréle dans L®du membre de droite de (2.2.7), et en inté gant le
champs X on obtient que u e L=

Il résulte des trois lemmes, gue pour T assez petit, le schém itératif
(2.2.2) définie une suite bornée dans L%z H%r m( QT). La suite étant bornée dans

o0
L on en obtient la conver ggnce dans L~ , en écrivant que
(2.2.8) e, -u)| <c lu, -u,,l

Upes T Yyle <0 = @
et en utilisant les inéalités d'énerdie Lza.o
On mntre alors que la linte u & L \\ HZ‘.
de 2.1.1.

O,m( QT), et que u est solution

2.3 Preuve du théoréme 2
Soit u solution de (2.1.3) sur QT1' Soit f = F(t, x u).

~ ~ [e0] 1
Soit f un prolongment de £, f&L AHOP:," ( QT ) (un tel prolon ggment existe!l).

On peut alors résoudre le problénpe linéaire.

0

(2.3.1) {.L v, = f
vV, _
Ofg <4 = ¢

par exnple en cherchant v, sous la forme xu + V1, ou X(t)QCOO(IR) est nul pour

t >T’1, et vaut 1 pour t< T"1, avec —T0< T"1< T'1< TI' et ot vl est solution de

(2.3.2) ﬂ.L v = (1- YF - (3,x )u.

1
Vlt< T"1 = 0.
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B ien str, les fonctions Xy et (Bt)( Ju sont proloncdes par 0 pour t> T1.
1 ,
L'unicité locale fait que vl = (1~X )u pour t< T1 et Vo = Xu + v est bien solu-

tion de (2.3.1) et prolonge u.

Une fols trouvée VO solution de (2.3.1), on cherche v solution de (2.1.3)

sous la forme v, + w

0
. "~
(2.3.3) L w=F(t, % vy * w) - £(t, x
wlt <p = 0
1
~
Cette équation est bien de la forme (2.1.1) avec o et f dans le réle de v
et la condition w = 0 remplacant la condition W/t< 0= 0.

t< T1

Le théoréme 1, qui accepte sans difficulté cette mdification donne donne donc
1'e xistence d'un prolongerment v, solution de (2.1.3), dans L°°n HO_', my QT) pour
un certain T >T,.

La fin de la preuve du théoréme 2 résulte par un ar qunrent trinal de conne-

xité du lemme 4 suivant, qui est lui méme une conséquence i médiate des lenres
1 et 2 ci dessus.

- Lerme 4 : Soit ueLm(QT ) une solution de (2.1.3).
1

0,
On suppose que pour tout T'< T1, u & H2 m( QT,).
Alors u e Ho}é m( QT ) et u peut étre prolon ge en tant gque solution de (2.1.3) dans

1
0, m .
>
o ( QT) pour un certain T > T

o)
LN H I

2.4 Preuve du théorém 3
0, m

Puisque ug p-C> sur QT u e Hi‘., ( QT ) pour tout m Le théoréne 2 implique
1 1

que ueH‘g’ m( QT) pour tout T.
En fait, la preuve du lemme 3 ci dessus, sous l'hypothése (2.2.1), mntre
que u,, o,u,, 0 _u. sont continus pour j = 2,...,N, %= 1, ..., n-1. La preniére
7 tJ Xy J
équation s'écrit alors sous la forre.

(2.4.1) X1 u1 = ot, X u1)

ou g(t, x u1) est une fonction continue de ses ar qunments.

Il est facile de voir que si u, est p—CO pour t< T,, alors u, reste p—CO

pour tout t.

Maintenant, commtant 1'équation auxchamps de Hgq , on voit que 1'ar qument

donné pour 3 vaut pour toutes les dérivées conormles de u, (dont on sait qu'elles
sont dans L ).

On conclut donc que u, Etu, ax pour 2= 1, ..., n-1 sont p—CO, de ®me que F(t, xu)

L'équation donne alors que d uj & p—CO pour j = 2,.
n
1
uj « p-C . De méme on obtient que 3tu,, 3

..,N, c'est a dire que

1
u., ¥ € m-1 sont p-C", et reportant dans
XQ,J
la preniére équation on voit que dans (2.4.1) g est une fonction p—C1 en (t, X%

. [e0]
(et toujours C en uz). On conclut que ul, et donc fdnalerent que u &, p—C1.
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Il est mpaintenant clair que par récurrence on terrnine la preuve du théore-
m 3.

3~ Intéraction de deuxondes discontinues

3.1 Resultats
On considére’ m.mtenant deux surfaces caracterlsthuesz.. et 2..2 qui se

coupent transversale mnt le longde A . En fait nous supposons que passent par A
N surfaces caractéristiques lisses, 2 4 2 transverses. On notera)_.— E u. uZ,)N.

0,

Dans cette situation on définit H-. m come étant la somme (non directes)

pour j variant de 1 a N des espaces HO, mA , ol ce dernier espace dési qne 1'en-
L jv

senble des ué.‘LQ tels que MI"' Mkue.L pour toute suite M

cha s de vecteurs tan gents a la fois a Ej et a A.

Y Mk de k¢ m

Nous nous plagons toujours dans un (petit) domaine de détermination :
(3.1.1) Q={(t, ¥ /-Ty<t<T, - £l 1.

Pour Té‘l—TO, TOL ¢ =N {t< T}.

On a le théorém de ré qularité suivant :

Théoréme 4: Soit u & L%o( QT) une solution de
(3.1.2) Lu = F(t, x u)

( Qp)-

' 0
Alors, si u & HO’ m( QT ) pour un T1 &]—TO, T[, ue H -
1

3 .

En fait, nous somme davantage inéressés par un théoréme de prolongement de =c
solution. Malheureuserment ce probléme n'a pu étre résolu sans une certaine hypo-
thése de compatibilité entre la Jfométrie de £ et celle des surfaces t = Cte
tout 'se passe bien lorsque A est transverse & ces surfaces, ou alors lorsque A
est contenu dans une de ces surfaces {t = to}. Nous reviendrons au § 3.3 sur la

nature assez profonde de la difficulté.
De toutes fagons il apparait indispensable de remplacer les surfaces
t = cte par une famille de surfaces spatiales ({qb)\= 0} \’ en supposant que soit

A_est contenue dans {¢)\0 = 0}, soit quel est transverse & ces surfaces. On pour-
rait aussi considérer des ouverts intersections de la forme {d))\ < 0,‘P>\ < 0}, les
fanmlles ¢>\et ‘P)\ étant de deu x types différents. Nous nous contenterons ici de

cfonner des modéles, et, ) étant 1'ouvert (3.1.1), nous supposerons soit que

Cas I A={t=x =0}
. n
soit que
Cas IT A=1{x, = x =0}.
1 n

On peut alors énoncer :

(o]
Théoréme 5 : soit ue L N H ( Q ) une-solution de (3.1.2) avec
1

- n+5
T1 e,]-T , T l_ et m> - - Alors,il existe T. e]T T] et une solution v de (3.1.2)
[ee]
sur QT*' telle que v prolonge u et ve L N HO_‘ m( Q ) pour tout T< T . En outre,
ou bien T, = T, ou bien lim |ul Q) = -
L T> T, T

Notons aussi que la démonstration du théoréme 5 fournit une mnoration de T

en fonction de T, et de la norme de u dans L®p Hoz' e Q ). ¥
1
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En fait T!'_-"TO lorsque cette norme tend vers 0. Dans le cas I, ceci nontre par

exmnple que si u est donné assez petit avant 1'interaction, i:e. T1< 0, u va

encore exster aprés 1'intéraction.

3.2 Esquisse de démonstration
Le schéma de la preuve du théoréme 5 est identique a celui du théorém 2 :
les lemmes 1, 2 et 3 sont encore valables avec les nouveaux espaces Hg'k

associés a ZL v o { -
3=l

En fait le lemme 1 repose sur le résultat suivant :

Leme 5 : pour tout Tc:l TO’ T [ il e,xiste un opérateur de prolon g ment
R de Lm(Q ) dans L (lR ) et de H (Q ) dans Hﬁ- (Q ). En outre ces opérateurs

sont unifor mé rent bornés si T est restrelnt & un 1nterval co Ipact de l TO’ T [
Le detall de la preuve de ce lemme est donné dans [31]. 2_J y note

2] U----UZ_, N’ ou L‘j est un prolon g ment lisse de)__,j tel gque

--. A _ — — .

?——‘jnL‘fk A—{t x 0} si j # k.

En fait c'est pour obtenir l'existence de ce prolongment qu'on est arené a se -

placer dans une des situations I ou ITI.
0, m

La démonstration du lemme 2 est assez technique : la réqulante u& Hb

résulte de B ony [7]_, imis 1'obtention de 1'iné qlité précisée (2.2.4) denande un
peu de travail.

Nous nous concentrons mintenant sur le lemme 3, en considérant le cas I,

(le cas II se traite de mniére identique).
Notons A°l'espace des fonctions a C en dehors de A telles que (|t|+| x [)J+OL

8‘; BX a soit borné pour tous les mlti indices (j,0). A est l'espace des fonctions

de N° dont les dérivées premiéres sont aussi dans \°.
On peut supposer que, dans f) , f_‘, est d'équation X —d) (t, x') avec

q)jlt:() = 0 et Bt cbj # Bt (bk si j # k.

On fi une partition de 1'unité :
N}
(3.2.1) 1=2_) Xj(t, J%)

ou Xj est une fonction C et horo ¢¢ne de degé 0 en (t, xn) # 0, telle que
'_"‘ = . R .
Supp Xj N, A sik # 7.

On introduit alors les cha mps de vecteurs

% ) é
(3.2.2) M= 3, 4 b o 7= 3o X, 3 b 2 =1,.., n-1

Ces champs sont & coefficients dans A1 ; ils sont tangents & 2'1"”'EN
R 0 2
et a A , et on peut montrer que Hém est l'espace des u&el tels que
21 2v 2
M ... M u&lL” pour toute suite (SLI,...,SL\)) & {1,...,n}\) de longieur Vv ¢ m

~
, . , \ 0 0
Par ailleurs, la mltiplication par a & \° opére de HD, ™ dans HE’. m, et
0O, m |, , 0 ' " .
u < H}.‘." si et seulerent si X; UG H M . Le lecteur notera que la décompositjion

) DA



’

0 , , L ®
=34 X.u respecte denc les espaces H ™ meis aussi L .
J .

On peut alors écrire l'opérateur L sous la formre :

+ 5 Axml

(3.2.3) L = 8t+An gﬁ

~ L9 =~ ' , , s , v , s ,
avec An = An -3 oA, An peut étre dia pnalisée a 1'aide de matrices a coeffi-
cients dans , et finalement on peut écrire 1'équation Lu = f sous la forme :

T v B e T A R ~ =
3.2.4 +cC.)u, =2 X b, M +Y ) c.k + f,
{ ) (XJ CJJ)uJ > ik " Uk i Yk J

’

ol X, =9 +a.,d +>:‘,b%.MQ'
J t "% Tx ji

L 1 e
avec a., b’, = M et c. A°. En outre X, est taneent & 2,..
i’ %ik & i,k J * j

Le lemme 3 résulte alors du

P~ fl +
Leme 6 : si feL N HO , et si uc.Ho.f ", m > 1-772, est solution de (3.2.4)
tavec u,t<T = 0, alors Ter.

Quan% 4 ce lemme 6 il repose sur les estimtions suivantes :

o, !T n+1

Lemre?:pourue.H.E m> ——ona

luct, | € ¢ 8¢, 1/22___,6 (¢, %12 lfull 0, m -

ou & Eresp (Sj, j = 1,...,N] dési que la distance a A [respEJ]

Pour finir ce par %)he esquissons la preuve du lemme 6 : 0. m-1
Puisque f e HY et B ol le membre droite de (3.2.4) est dans H)_" , et
peut étre estime grace au lezme 6. On en déduit une esti mtion de U, en enté-gant
le lon gdes caractéristiques de vaat on trouve gue uJ = 0(6 - /2).

(En fait \{_ uJ est continue et nulle surB ). Un ar qument de commtation per et
d'esti rer de mniére semblable Mg'u ., et reportant dans (3.2.4) on voit que le
membre de droite est borné par C ||f|l ot C'5D 8x-1/2,

Maintenant, 1'inte grale de § -1/2 le lon g des caractéristiques de X_7 est, pour j#k,

k
(o]
bornée et on conclut que uj « L conmme annoncé.

3.3 Une re mrque & propos du lenmme 5
Nous voulons montrer ici sur un e mple, que si 1'on ne fait pas d'hypothé—
se sur la position de  par rapport au x surfaces t = Cte, on n'est plus assuré que
” A HO,m soit une al gébre, ni qu'existe 1'opérateur de prolon enrent du lemme 5.
Prenons tOU]OurS A = {t = ;% 0} mis re mplacons la surface t = 0 par la

surface t = IX 2l,et considérons 1'ouvert \S= {(t, ¥ / |x2|<t< 1}. soit
(3.3.1) u(t, % = x1(t2+ x‘i)'l/“
s ®© 0, , 0, , |, , , .
On verifie que u L,I\HA (V), si HA dési qne 1'espace des distributions

2 2
de L telles que Ml"'M U€L pour toute suite M,...M, de chaips tangnts a A.

1 k
Par conséquent, pour tout systene Z.‘. cees Z'N d'hyperplans passant par A ,
0,®
ue:HE (V). Par contre u ¢. H (\f) pour > n_-;.? puisque
a m_ w4 ‘
x1 u (t + X ) "/¢L (V). L !\H(;i?r (V) n'est donc pas une algébre.



3.4 Quelgues complé ments
Notons p-CO( QT) 1'espace des fonctions continues jusqu'au bord sur cha-

que cormposante conne e de §l \2 .

Alors, on peut mntrer que si u &L AHZ‘- (3'2 ) est solution de (3.1.2) avec

,t< p & pP- C ( Q ) alors u s_p—C (Q ). Cela repose sur une analyse un peu
1 1 -

plus fine de 1'équation (3.2.4). En fait on montre que uj est continue jusgu'au
bord de par et d'autre de }-_-‘_,j. On retrouve le fait que le saut de u le longde
Ej est "polarisé" dans la direction du j-iém vecteur propre du symnbole

L 1 1
STV, A si (-A.,V.,...,V.) est la normle a 13..
j A% o ST (A Veee e Vy) v

En outre le saut [GI satisfait a 1'égquation :

i . - s
(3.4.1) (xppe,[i] = et [u]) = g5, [0

- s + -
u+ et u désignant les traces de u et u de part et d'autre de ),.. En outre |

) g;(u"', 0) = g;(u—, 0) = 0, si bien que si [Ej]= 0 pour t <T1' F;j] reste nul.
En particulier on voit que si u n'a de sauts que sur 5, et 22 pour
t <T1 (deu x ondes .discontinues intéra dgissant),u va rester continue sur Ej\A

pour j =3, ..., N, c'est & dire que 1'intéraction ne donne pas lieu a des sauts
sur les autres surfaces 2,3, e

Bien sir, ce résultat en dinmnsion 1 es* un cas particulier du travail de
Rauch-Reed r40]

Quant a 1'analo que du théoréme 3, il reste a démntrer

Ter ninons par quelques remarques coiplérentaires : dans le cas I, le
probleme de Cauchy

(3.4.2) {Lu = F(t, % u)
Ye=0 = ¢

[oe] i . 0 .
ou gest donné dans L A HX’ ™ , a été résolu dans L30]pernettant ainsi de construi-
re des solutions discontinues.

Dans l_311 on s'est aussi intéressé a des problémes aux lintes :

(3.4.3) "Lu = F(t, x u) pour >§]> 0
Bu [x =0 =g
n

le systeme (L, B) vérifiant une condition de Lopatinski uniforme-
On a ainsi résolu le problém m xe :

(3.4.4) §‘Lu = F(t, X% u) pour ;51> 0, t> 0
B x=0 =9 “le=0 T Yo
n
Lorsque u, et g sont bornées et conor mles par rapport a A = {t = x = 0}

Aucune condition de compatibilité n'est requise sur get up. La solution u déve-

loppe alors des singilarités conormales le long des surfaces caractéristiques
issues de A.

Enfin dans [?1_' on a aussi étudié la réflexion des ondes discontinues : on
peut, pour les solutions de (3.4.3), énoncer un résultat tout a fait analo que au
théoréme 5 en remplacant partout les ouverts Q par Q"' 9/ l\{x> 0} .

Ce résultat est lui aussi valable aussi bien.dans le cas I que dans le cas II.
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