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CONFERENCE N° IX

SUR LE SPECTRE DES LONGUEURS
DES SURFACES DE RIEMANN

Exposé de Laurent GUILLOPE

A toute variété riemannienne M" compacte, sans bord et
n
orientable (dim M =n) sont associés deux spectres :le spectre dis-
cret “j} de son laplacien A

M
des longueurs de ses géodésiques orientées. On sait que génériquement

sur les fonctions et le spectre {ej_}
l'un de ces spectres détermine 1'autre ([2]).

Leurs propriétés asymptotiques sont étudiées via des fonctions

de comptage :
Ny () = #{xj <)
vy (8 = #{EJ. <8} .

Pour le spectre des valeurs propres, on a la formule de Weyl
-n n/2

Ny~ @m w vol(M) A~ ,
(o w est le volume de la boule unité dans IRn). Mais pour le
spectre des longueurs, on n'a pas de résultat universel : le type de
croissance de la fonction de comptage est liée i la topologie de la va-
riété via son groupe fondamental ([8]). Citons par exemple le cas des
tores Tn (avec métrique canonique) pour lesquels \)M(e) ~ wnen/vol(Tn)
(on a considéré les géodésiques a homotopie pres) et le cas des quo-
tients compacts d'espace symétriques de rang 1 i courbure négative ([4])

pour lesquels
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(|p| est la norme de Killing de la moitié de la somme des racines po-

sitives de l'espace symétrique).

Dans le cas de variétés non compactes completes, la nature du
spectre du laplacien change en général considérablement, du spectre

continu apparaissant. Qu'en est-il du spectre des longueurs ?

On répond & cette question dans le cas de certaines surfaces de
Riemann parmi celles 4 courbure constante -1 et i groupe fondamental

de type fini (M dite de type de 3 1)

Une telle surface peut-2tre décomposée ([9]) en la somme

connexe

2 M N
® w-p | Ry
i=1 =1

avec
M N
- D partie compacte de frontiere 3D = Ji_=_[1 Li U_ jL;!iCj
- M pointes {Pl} de bord {Li} , isométriques &
dx2+dy?
{(IR/Z)_x [a_,«[ } avec métrique =Y (P, est de volume fini).
X i’y y2 i

- N vasques hyperboliques VJ de bord géodésique Cj , lso-
+
métriques & V(£,) = (IR/eJ,Z)U X ]R'r avec la métrique
ds2 = chzfrd"uz + de (Vj est de volume infini, ej est la longueur de

la géodésique Cj)’
Nous démontrons le théoreme suivant :

-

2
THEOREME. Soit M  surface & courbure -1, A groupe

fondamental de type fini, de volume infini et sans pointes. Si

le bas du spectre du laplacien, soit )‘0 , est strictement infé-

rieur 4 1/4 , alors

e
9(®) ~e®/ 60
M
od & estla solution entre 2 et 1 de 6(1-8) = A

0"



Remarques.

1. Si M est de type ¥ ., on a toujours ),k < /4 .

1’ 0
2. Si M est d'aire finie (i.e. N =0 . M2 a un compactifié

M avec des singularités isolées coniques), on a )\0 = 0 . Le théoreme

est vrai (avec 6=11) ([6].Le résultat vaut aussi pour M compacte

avec des singularités isolées correspondant & des ramifications).

3. Si M>0, on a toujours ).< 1/4 .

0

4. kO = 1/4 est possible par exemple pour le cylindre hyper-

bolique V(1) L[ V().

PRELIMINAIRES.

1. -

La surface M étant a courbure constante -1 , elle est le
quotient du plan hyperbolique (dont on prendra comme modeéle le demi-
plan de Poincaré H = {z = x+iy/x,y € R, y>0} avec métrique
dg2 = (dx2+ dyz)/yz) par un groupe I', sous-groupe (discret et opérant
sur H sans point fixe) du groupe des isométries (= PSL(2,IR)) de H

ab ab _aztb

( (c d) opére sur H suivant (c d)-z = oztd

isomorphe au groupe fondamental de M

). T est évidemment

Rappelons qu'au groupe I est associé un exposant de Poincaré
8(I) défini de la maniére suivante : 1'abscisse de convergence de la

série 3, o4& Y2
vel
pas de =z , c'est l'exposant de Poincaré. On a toujours &(I) dans

(d distance hyperbolique sur H) ne dépend

[0,1) ; si )‘O(M) <1/4, &) coincide avec la solution (dans [3,1])
de §(1<9) = xo(M) et )‘O(M) est une valeur propre (isolée dans
le spectre) du laplacien AM ([11]).

Si & est dans [0,2] (d'apres ce qui précede on a M = 0 ,

-8
N>0), Sup (\)M(E)e 8 ) <+w ([11]) et A n'a aucune valeur pro-

M
2
pre ([10]) (Si N=0 e M>0, il y a un nombre fini non nul de



valeurs propres, isolées dans le spectre de AM , un spectre continu
[1/4,=[ et éventuellement une infinité de valeurs propres immergées
dans le spectre continu). L'obtention d'un asymptotique pour v

passe ainsi par 1'étude des résonances de AM cf. (7).

Il existe un polygone géodésique %, (avec la décomposition
M N
7% =5 _u _Ll_l ? .Ll J-—ll ?fj correspondante 4 la décomposition (1)), do-
1= J:

maine fondamental de H pour T . Si C est une géodésique fermée
(simple resp.) de M alors il lui est associé de maniere biunivoque
la classe de conjugaison [y] d'un élément hyperbolique (primitif resp.
y est dit primitif dans T si tout élément dont il est une puissance
est soit y soit y-l) de T', l'axe G de vy (et il existe un élément
dans [y] dont 1'axe rencontre 7% se projetant sur C (par la pro-

jection 1w : H — H/T) .

2. - SCHEMA DE LA PREUVE DU THEOREME.
e ——————————————————————————————

On établit des formules de trace i la Selberg portant sur des
fonctions du laplacien convenablement choisies : d'abord pour l'opérateur
de la chaleur, puis pour les résolvantes. Un théoreme taubérien permet

de conclure.

La suite explicite rapidement ces différentes étapes, les dé-

tails se trouvant dans un article a paraftre [5] .

La laplacien sur H est donné en coordonnées locales par

2 2
A= -yz(—§—2-+a—2) , ceé qui, via l'isométrie locale de projection
X dy

H — H/T = M, induit le laplacien A sur M . Soit AM le lapla-
cien sur L2(M) (unique extension auto-adjointe de (A,C;(M)) . Soit

A (resp. A ., A ) le laplacien sur M-3D (resp. D, M-D) avec

M-3D D’ "M-D
conditions de Dirichlet sur le bord 3D .



A, OPERATEURS DE LA CHALEUR

PROPOSITION 1. L'opérateur E(t) = e M ¢ M-D o

A trace et on a la formule de trace

TR

~ € € e
Tr E©) = volD)P() + T edr . :
4,/mt j=1 V=1 sht*ﬁej
2) = (ke(C)?/at
+vol®D)/2 + 2 eC) L ~——5 o
(c), kel sh(k2(C)/2)
-t/4 © 2
ou P(t) = __e__37_2 I 51%)75-) e P /4tdb et la derniére som-
@mt) 0

me porte sur les géodésiques simples fermées de M distinc-

tes de C]. G= 1,...,N) .

Preuve. On suppose, dans le cadre de cette esquisse de démons-
tration, N =1 ., Soit ¢ fonction réguliere valant 1 au voisinage de
D et a support compact. On écrit

Eet) = ofey + a-o)Eet)o

~tA
“tAyr -1 -tay Vi
3) t(a-pe ) kgle T-e ) (1-9)

~tdpg -I:Avl -tAVl

smale Mee x)Gge L-g)

ol u. estla fonction définie sur M par uo(m) = exp(d(m, 3D)) .

Les opérateurs de la chaleur étant régularisants, les deux
premiers termes du membre de droite de (3) sont & trace. Pour les
autres, il suffit de montrer que chacun des facteurs est Hilbert-Schmidt.
Cela découle d'estimations explicites sur les noyaux, obtenues i partir
des formules

—tAM -tA
e (m,m') = 2 e (z,yz') , m,m'€ M .

\ k H k
e (m,m') = 2 f{e @, vy 2) - e (z, yvovz')} , mym' €V
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ol z, z' sont dans 7 au-dessus de m, m' (m: H — M) , Oy est

la symétrie par rapport i l'axe (G portant 3D et la transforma-

Y
\Y
tion hyperbolique d'axe (G correspondant & la géodésique 3D . On a

la formule explicite

2
"tA © _b /4‘:
o = J2e " be db

3/2 I hb -cha

Remarquons que certaines de ces estimations sont tout i fait

générales et démontrées pour des variétés i géométrie bornée ([1]) .

Plus précisément, on a le lemme

LEMME 1. Notons || ”tr la norme trace. Il existe des
constantes positives C1 , C2 , C3 telles que
Czt -C3/t
@) l-9 E'® d-9f| , s c;e “e , t>0.

B. RESOLVANTES

PROPOSITION 2. Soit )\0 un complexe hors du spectre de

Ay et T0 I'opérateur défini par

-1

Toh) = N = [y @ By N ')

Notons A = s(l-s) . Alors pour ) en dehors du spectre de

AM , 1'opérateur TOO‘) est 4 trace et on a la formule de

trace
I N -ke. (s-1)
) VOI(D) I‘—'- 1 © e__]__ vol (BD)
TrTys(1-s)) = - ~ = () + 65T) jlzlzej k‘él shke,) *=
&) o o~ke(C) (s-3)
+ L 20 T Sgoe (A, Res > 1

c} Ik



ol /\0 est une constante dépendant de AO et T .

Preuve. Avec ¢ comme précédemment introduite on écrit
T = T +@ -0 - -y
0 p~ M p™ %o

-1 -1
- - (b \) puis

oiu T()\) = (A M-3D"

M

(6) T = T + -9 T o + (1-¢) TO)(L-¢p) .

Les deux premiers termes du membre de droite de (6) sont des opé-
rateurs de Green singuliers d'brdre -2 : ils n'opérent pas sur des
espaces compacts, néanmoins ¢ est A4 support compact ce qui permet
de s'y ramener et donc d'affirmer que ces termes sont i trace ([4]).
Le troisieme terme est la transformée de Laplace de 1-c) Ef(t)(l—cp) :
il est donc a trace pour ) vérifiant Re ) < —C2 d'apres l'estima-
tion (4) du lemme 1 . On en déduit alors facilement que T()\) , puis

TOO‘) est & trace pour tout )\ en dehors des spectres de AM et AD

La formule de trace (5) découle alors directement de la for-
mule de trace pour les opérateurs de la chaleur (2) en appliquant une

transform ation de Laplace.

C. CONCLUSION

En utilisant un domaine fondamental et la croissance exponentielle

du volume des boules on obtient le lemme

LEMME 2.
1. Sup vy (?) el <o .
>0

2. La fonction de comptage EM associé i l'ensemble des

géodésiques simples orientées i m&me asymptotique que v

M

Rappelons le théoréme taubérien d'Ikehara :



T

M

()

PROPOSITION 3. Soit df une mesure positive, telle que sa

transformée de Laplace L(s) = [ e Vg 6(y) converge sur
‘0

{Res > 6} (6>0) . Siil existe une constante A non nulle telle

que L(s) - 5% admet un prolongement continu sur {Res > 6},

on a l'asymptotique 6() ~A eéy/é , v — o,
Introduisons la mesure d'éJM = yd'JM de transformée de Laplace

Reprenant (6) et avec le lemme 2 on montre facilement 1'écriture

Tr Ty (s(1-s)) = fM(s)/(Zs—l) + Hy®)

ou la fonction HM(s) est holomorphe sur {Res >5&} .

on déduit facilement celui de v

Le théoreme d'lkehara livre alors l'asymptotique de @M , dont

M
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