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CONFERENCE N° VII
HYPOELLIPTICITE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES

par XU Chao-Jiang

INTRODUCTION

Depuis le travail fondamental de Bony [ 1], on dispose d'un calcul paradiffé-
rentiel qui permet d'obtenir, dans le cas d'équations non linéaires générales,
une analyse de la propagation des singularités des solutions. On s'intéresse ici
au probléme d'hypoellipticité pour des équations aux dérivées partielles non 1i-

néaires du second ordre.

1. RESULTATS ET NOTATIONS

On considére 1'équation suivante :
2.5
(M F(x,u,Vu,V"u) =0.

Sur un ouvert Q de lfl, ol F est une fonction réelle de classe C . Etant
donnée une fonction réelle 11€C§OC(Q) avec p >4, on pose
__0 2

ay: (X) =5— F(x,u(x),u(x),V"u(x))

kj aukj

k,j=1,...,n
(2) ; )

b,Q’(X) =3_U.2: F(X,U(X),VU(X) ,V U(X))

L=1,...,n.

2

Ce sont des fonctions réelles de classe Ci’;c(ﬂ) .

Comme dans [7], on définit le systéme de fonctions suivant :



n
(x,8) = a . (x)(1¢§), j=1,...,n
gJ k; kj k »J.
-1 2% . o
(3). 8rep (X,€) = €] ka=1 g;(zakj(x)(l &) (1€j), £=1,...,n

n . n .
go(x,€) = 221 b, () (1 &) gt éxaaﬁa(x)(lig)
les fonctions gj (x,£), j=0,...,2n, sont des fonctions homo- !

p-3

cn x . Etant donndé un multi-
loc t

gnes de degré 1, de classc C en £#0 ct C
indice o= @g,. ..,ak) avec 0 Saj <2, |al =k, on définit 8o (x,8) = (-i)k-1

g ,....{(¢ 2.} ...}, o {,-} désignc le crochct de Poisson. Pour p asscz

grand, les fonctions g, sont définics homogénes de degré 1 de classe C en € $0

cP-k-2q

loc ) en x. On dit que lcs g; (x,£) satisfont la condition de Oleinik-Radkev

d 1'ordre r, si p>r+3, et si pour tout compact K de , il existc une constan

C>0 telle que

(4) lel? s ¢ T lgy(x,8) 12

o [<r

pour tout (x,£) €EKx ]Rn, || >R>0. On a le résultat suivant :

THEOREKE 1. - Soit u une solution réelle de (1) de classe C‘zoc(ﬂ) avee

n ~
p S>max{ 4, r3}. Si ) Cij(x)EkE .20, pour (x,5) EQxR"® et si la condition
kj=1 I

[e°)
de Oleinik-Radkevic est satisfaite a L'ordre r, on a alors u apparttent ¢ C (§).

Remarque. - Dans le cas ol (1) est de la forme

m
(5) 1

X§U+X0u+f(x,u) =0
j=1

n
avec xj =kz akj (x,u(x))d , j=0,...,m. La condition (4)signifie que la condi-
=1
n
tion de Hormander est vérifiée 4 1'ordre r pour le systéme )(j (x,86) =} ij (x,u(x
k=1

(§1 Ek) » J=0,...,m. On a la méne conclusion sous 1'hypothése u €C§OC(Q) avec

p>max {2,r}.



On peut supposer p>»max {3, r+2} dans lec cas ou (1) est quasi-linCaire, ct

p>{2,r+1} duans lc cas o0 (1) est semi-lincaire.
On considére aussi la fonctionnellc suivante :

v 6 ) I(u) =[Q f(x,u(x) , Yu(x)) dx

n ]

oad Q cst un domnaine de R, ot f(x,z,p) ECw(QX R ). On dit qu'une fonction

réelle u de classe (2

loc(Q) R est un minimum ''trés strict'', si

I(u) <+e  ct si pour tout Xx €2, 1l existe un voisinage K de x dans Q, deux
constantes C>0, €>0, tels que

2
(1 Cllofl & + T < I(u+o)
pour toute  réelle de Cg(K). On a le résultat suivant.

THEOREME 2. - Soit u une fonction réelle de classe Cg(Q). St u est un mintnuun

(o)

"trds strict" de la fonctionnelle (6), on a alors que u est nécessairement C
’

En effet, 1l résultc de (7) que u cst une solution de 1'¢quation

' 0. £ (x,u,%) - fz(x,u,Vu) =0

(8) Y

nes

j

avec )

) f (x,u(x) ,Vu(x))&jOl (,B>/O, pour tout (x,£) €Qx R". De plus, pour
ag=1 VaPg .

tout K compact de @, il existe deux constantcs C>0, 6>0 telles que 1'opéra-

N
teur linéarisé P de 1l'Cquation (&) satisfait

2 N2 2
o) loll 3 < c{umal 2+ ol 2 }

—

pour tout w€C;(K) .



On a donc obtenu un corollaire du théoréme 2.

Corollaire.

Sott u un mintmum "trés strict" de (6) de classe 03(52). On a alors pour

tout K compact de Q, il existe C>0, §>0, tels que :
8
(10) Bp(x,p) < By(z,Cp")
p

pour x€K, 0<pg1, od la boule B, définie comme dans [11].
P
En effet, il résulte du théoréme 2 que u est Cw, les coefficients de 1'opé-

Y o
rateur P sont donc C réelle, mais le théoréme de Fefferman et Phong [11] dit

que (9) et (10) sont équivalentes.



Lquation puradifférenticlle.

2.

Nous faisons ici un minimum de rappels sur les opérateurs paradifféren-

ticls de Pony, pour les détails, nous renvoyons i (1]

~

Soit  2(x,£) une fonction homogéne de degré m en £, C en £+0, a
support compact en x ct de classe CP en x » >0, ondefinit 1'opérateur TQ de

la maniére suivante :
A n . .
(1) fu@) = @m™ [ xten,m 2E-nm) s() Gl

ol X(¢,n) est une fonction de classe Cw(]Rnx R" ~{0}) , homogeéne de degré 0 et

vérifiant pour O<_e] <€, assez petit

x(®,n) =1 pour [68]<e; |n

x(®,n) =0 pour [g]>e, [n]

3 ECm(IRn) réelle, s(x) =0 au voisinage de 0, s(x) =1 en dehors d'un compact.
i(&,n) est la transformée de Fourier de #(x,£) par rapport 3 x. T, applique
alors contintment H° dans (I°™ et une modification du choix de X et s pour

T, ne modifie cet opératcur que par addition d'un opérateur (p-m)-régularisant.

DEFIVITIONT 1 - Soit Q un ouvert de IRn, nous noterons fZ(Q), pour mé€R
et p>0 non entier, l'ensemble des fonctions L(z,E£) définies sur Qx K~ {0}

et de la forme suivante
(12 ) 2(x,£) :lm(a:,g) +o.. 4 P.m_[p](x,g)

ou %, (x,8) est homogéne de degré (m-k) en ¢ de classe C- en £+0, et

p-k
('locm) en x.
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[1oest clair que st 9(x,6)  est a support compact en x, on peut alors
m-{p)
eI L 9 . . P A . 1 _\ 5_”1
,I“. C'est ausst un opCrateur continu de H™ dans .
J=m :

délinir T, =

DEFINITIONZ - Solent $0 un ouvert de Ex'n, ct [ une application lindaire de

D) dans lui-méme a support propre. On dit que [ est un opérateur paradifféren-
ticl d'ordre m et de classe o dans Q et que l'on notera LEOp(ZIg) (). S'i1
. o I . o
criste LE}.O(,U Lol que, pour tout compact K<Q, pour tout X ECO(SU égale a
1 au vorsinage de K, L'opérateur [ -X T ; d N ) K lans
ge d pérateu X Ty applique continument Hcomp(u dan
S=m+
WP Q).

[l est ¢vident que si LEZOp(Zg)(Q) , L applique alors HTOC(Q) dans

S-m

“loc(Q)' On notera o(L) =2, le symbole de L, Om(L)==2m le symbole pfincipal de

L. Le symbole de L est unique. On a de plus que 1'application de symbole
o : Op(ng) Q) —> z‘;‘(n)

est surjective, son noyau est les opérateurs de (p-m)-régularisant. Tout le calcul
pscudo-différentiel classique peut s'étendre a ces opérateurs (produit, adjoint,
commutateur, ...), le calcul symbolique &tant fini, les restes &étant p-régularisant
et non infiniment régularisants, des opérateurs pscudo-différentiels
sont paradifférentiels.

Pour unc fonction £ E."I';)‘(Q) , on peut Cgalement définir un opérateur

pseudo-différenticl. Entre ces deux classes d'opérateurs, on a

LEMME 1 Sort  Ux, ) homogéne en & de deqrié m, de classe € en

L0, et c? en x,a support compact en x,avec p ym, alors l'opératewr L(z,D) -

9
'I'Q applique contimiment HS  dans [,", pour ¢ > O
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Le lien fondamental entre opérateurs para-différenticls ot Cquations

aux derivées particlies non-1inéaires vient des résultats suivants. Soint

B

Fix,u,...,23 ll,...)lBl<m
=) ) A (x,u WBLI ) 3" u
. G_,, IR ¢ y o .- ,BI\<P(]’\)
(13 ) kU<kSm la] =k

) 8 -
+ /\k“(.\,u,...,a u "")IBISRO—O

- . . - . ~ . - ‘03 ~
une cquation non-linéaire d'ordre m » OU I cst réelle et de classe C , Ou on peut
supposer  p(k) <k, en convenant qQue p(k) =-= lorsque les /\Ol correspondants ne

dépendent que de x . On pose alors

d=max(ko,k+jp£ﬁ>.

LEMME 2 - Sott u une fonction réelle de c‘gOC(Q) , avec P >ma:r(Ko,p(K)),

posons :

- - AF B
( 14 ) plz,€) =) o (moulz),..)(c€) %,
| B]>2d-p

er” Q).
on a alors p p+m-2d( )

Maintenant, on peut associcr 3 1'€quation non linéaire (1) unc C¢quation
paradifférentielle linGaire. C'est le point de départ de 1a démonstration des théo-

rémes 1. e, 2. parce que nous obtcnons une équation linéaire équi-

valente, on a

THEOREME 3 . - Soit u une fonction réelle appartenant & (P () ””Eoc

loc (Q)

avec p >max(k0,p(k)) » §>0. Sott P l'opérateur paradifférentiel de symbole

o(P) =p(x,£) défini par (14) . s¢ p>d, et u une solutionde (1) ona

2

p-2d s+p-2d
Pu€cy ) nn, 2% q),
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On peut m:linfféh(mt considérer les problémes pour I'équation (1) : d=2 Soi
u unc fonction réeclle de C‘l)oc , 24 On a come dans le lcmme 2
(15) P(x,€) = py(x,€) + py(x,8) + py(x)
ol

n
pz(x:g) = z—

n
by A OB L) L P68 - DRAQICESY

Pox) = §§ (x,U(X),VU(X),VZU(x))

Soit P 1'opérateur paradifférenticl associé

a p(x,£). P s'écrit alors en

n n
P= ) 3 A9 + Y B a, +P
k=1 ROKT s e e 0
(16 ) 0
=L QP

ol Q » k=0,...,n sont les opérateurs paradilférentiels de symboles gk(x,E) ,
définis par (3) . En vertu du théoréme 3 , S1 u est une solution réelle de (
de classe C? ‘=(JO 3

n < <
loc HlOC , on a alors

1)

e p
(17 ) . Pu:tfgze HIOC(Q) n ClOC(Q)

. - - - nm ’

Pour 1'opérateur linéaire (16), en utilisant Z akj_(x)Ek {’j >0 et le lemme 1,
' kj=1

on a :

N

PROPOSITION 1 (estimation d'énergie)

n
W
D$4 , supposons Y a, . (x)E, E.20
L Tkg k >j
kj=1
pour (x,£) €Q xR". On a alors pour tous KccQ, s €R, il existe une constante
C(K,s) telle que :

Soit P l'opérateur (16) . avec

on

)

2 . 2 2
L e vll2+ lagullZ < ctipolll+ vl
J:

pour tout v EC;(K).
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PROPOSITION 2  (estimation de commutateur).

n
Soit P l'opérateur paradifférentiel ( 16) avec p34 , Y ’c\z'kj(:x:)ék EJ. >0,
: k;j':l

pour (x,£) €Q Xﬂ?n, et {Qo,...,Q2n} les systémes des opérateurs paradifférentiels
de symbole gJ-(:c,&) définis dans ( 3)-+. On a alors pour tout compact K<, entier

Lslp- 1, 71 existe deux constantes C(K,%) et €(2) >0 telles que

2 2. 2
T lewliZ cc{lievlg« v}

Il <2

N

pour tout v €C,(K) on I:{al,...,dk}, 7| =k, QI:[QQJ)"')[Qak_J a

le commutateur des opérateurs paradifférentiels.

Démonstration : On raisonne par induction pour |I| =1, c'est la proposition 1

avec 0<a] <%.

Supposons que ce soit vrai pour |I|=k avec 0« Eks’]Z . On montre que c'est aussi
vrai pour |I|=k+1<% avec un autre €k+1 > 0. On pose alors Q=1(Q,Q.1 ou

|I'|=k.0na: a) Cas Q=QJ’) j=1"°',2n°

Comme k+1s52<([p3], ona p-3-k>1. On a donc

- 2e-1
HQuvili, < 1@ v, T 7 | + J@Qv,Q} 171 v

2
scfiouvi f vl e+ vl _ek+25}.

On prend 0 <y sv]z €c» On utilise 1'hypothése pour |I| =k, et la proposition 1.

on a alors
2 ) 2 2
Qv sC{HPvIu + vl }

b) Cas Q =QO. C'est analoguc au a) en utilisant
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3 Démonstration des théorémes 1
9

-

PROPOSITION 3 . - Sous les hypothéses du théoréme 1.. . soit P l'opérateur
(. 46/, et supposons compact K<Q,t€R, il existe alors C(K,t) >0, €(K)>0,

telles que
2 2
ol 2, < c{itzon 2« nioll, |
pour tout vECZ(K).

Démonstration : D'aprés 1'hypothése du théoréme 1. il existe 0<2<[p-3], tel

que

L l61x,8)1% > c e|?

(18 ) 11]<2

n-1
2
o2p-3-2+12>1. On peut utiliser 1'inégalité de Gaoirding pour 1'opérateur pseudo-

pour (x,£) €EKxS et G}(x,g) EZ;(Q).

3
différentiel ) G} G} (x,D) , c'est-3a-dire pour 0<e<1, il existe 2>0 tel-

|1]|<8
le que :

HV”ES C{; IIG}(x,D)vHE_1 + ”V”S}

|T]<2

pour V€ CE(K) )

Soit Q} 1'opérateur paradifférentiel associé au symbole G} (x,€) ,

on a QI = Q} + Q(; , od Q?eop(zﬁ_,)(m. 11 résulte du lemme 1

ol 2 < c{ievir 2+ v 2}

ou C dépend de K.
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.z t
Soit E, un opérateur paradifférentiel associé au symbole (1+|[E])" .
Comme E' est propre, on a encore EtVECCg(K') pour Vv (—:C;(K), K' compact de

On a donc

VI e < L PEVI G+ v 2

2 Zn
Sc{upvupjg] vy« 1ivin 2}

scfilevieiv?)

pour v E€E C;(K) .

t+2

Remargue : Dans les propositions 3 on peut prendre v €Hcomp

(K) parce-
- . t+2 t ®
que les opérateurs P et L sont continus de H () dans H (Q) et Co(h) danse

t
dans Hcomp(K) pour t€R.

Maintenant, on peut montrer le théoréme suivant :
THEOREME 4 - Sous les hypothéses du théoréme 1. sott P l'opérateur ( 1§)

u€C§oc(Q) la solution de ( .1). Supposons (DECO;(Q) s, suppW=K, il existe alors

®;, 0, €ECH(R) , C(K,s)>0, €(K)>0, tels que

(o) loull goe s ey 2ully + oyully + Il 7ll, }

o fEU, (9.

Ce th€oréme induit le théorcme 1. parce que (DECBO(Q) est quelconquc,
on a donc obtenu- u ECS(K) ﬂllS+{'(K) oid €>0 est indépendant de s. Par récurrence

ona u€C (K). C'est la conclusion du théoréme 1.

- s . S 3 . <
Démonstration : Comme ue Cloc n”loc , d'aprés (17 ) on a
Pu=geC, nH__(2) .

ocC loc . -
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Soit w1€C°6(Q), ©, =1 sur K, on pose, pour 0<6<1,

U0 = Tgu () = 0, (1-68) 7" () u ()

On a alors ug>@u dans D' quand 8~+0 et

ITsull < Clloull
C indépendant de &, on utilise la remarque précédente, on a alors

2 2
lugh 2 < c{ P Tgull 2+ Nl Tgull 2}

ccliirgrull 2« e agdull 2+ gl 2}

ccl{lorullZe oullZ+ 1tpTgdull 2},

Comme T s est uniformément borné dans L2 , on peut donc estimer

I [P,leullg par la droite de (19).

4. Démonstration du théoréme 2.

11 est évident que la fonction u du théoréme 2 satisfait 1'Cquation

suivante :
n
a; N fpa (x,u,Vu) - £,(x,u, %) =0
n n
avec z f (x,u(x),Vu(x))ga §B> 0, V(X,8) eEQx R .
o,pR=1 Py pB



Maintenant, on construit une estimation a priori pour l'opérateur li-

naire suivant

n
L = d_a 9, + b
L 20 ) a,%=1 a oB 7B

2(0).

ou aaB(x) =f (x,u(x) , W(x)) €c
B8

Py P

b(x) =

nesmz3

5-% fpaz(x,u(x) L W) - f(x,u(x) ,Pu(x) € c'@) .

a=1

On a 1'estimation suivante :

PROPOSITION _ 4 . - Soit u une fomction réelle satisfatsant les hypothéses du

théoréme » . L est L'opérateur (20) , on a alors pour tout compact K<Q, <1

extste C(K) >0, €(K)>0 tels que

2 2 2 -
(21) ol ¢ < C{HLvIIO+ Hvllo}, Vo €C(K) .

Pour terminer 1a démonstration du théoréme 2 on associe, comme dans

la section I, 3 1'équation (8) un opérateur paradifférentiel

n
P = 3 A _ 3, +B
(22) a,éﬂ @ ab 78
. % 2
ol AaB associé au symbole aaB(x) = 55;7555 f(x,u(x) ,Vu(x)) €C°(Q) et B associé
n 5 n n |

A symbole  b(x) = a g=] fpa PBZ aaB ux) + az] fpa zz aau +ag] fP zxa -fzz €C (@.

’ €

2

En modifiant le lemme 1. , on peut démontrer que (P -L) applique continiment H

dans LZ. En effet, en utilisant la décomposition «en couronnes dyadiques >

_2 +E €
, pour a€C§m), beH 2, ab-T beH c:L2 on a donc

v <c{evi 2o 2 s vig }
2
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mais || v]| z < 8] ul| 52: + C(&) || vl S , pour § suffisamment petit. Avec une autre
Z

constante C, on a donc obtenu

2 o
(23) vl 2 < C{HPVHO*vaHS}, Vv €CH(K)

ol K est un compact de .

En utilisant la proposition et le 1inégalité. (23)

peut obtenir une estimation a priorl sur la chaine des espaces de Sobolev.

PROPOSITIONS . - Soit P Ll'opérateur , VKeQ , VtE€R, il extste alors

€(K) >0, C(K,t) >0, tels que

2 ©
(24 ) llvllﬁ+€<c{llpv||t+IIvlli}, Vv €C,(K).

En fait, 1'inégalité est aussi vraie pour tout VEHE;nz\p

(K) .

Si u est une fonction réelle dans le théoréme 2 , il résulte du théo-

réme 3 . que
(25) Pu=g€C(Q N H?OC(Q) )

Nous faisons maintenant tout a fait comme dans le théoréme 4 . On peut

3+¢

déduire u €C3(K) n H” ~(K), par récurrence il résulte enfin que u ECw(K) , Ce qu:

termine la démonstration du théoréme 2
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