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CONFERENCE N° VI

FORMES BILINEAIRES COMPATIBLES AVEC UN SYSTEME

HYPERBOLIQUE ET PROBLEME DE CAUCHY

B.HANOUZET et J.L.JOLY.

On s'intéresse au probléme de Cauchy pour un syst&me hyperbolique semi-

linéaire de la forme :

n
(0) Ju= I 3, u+ ) A 3. u-=q(u
i=1 i
ou Ai € Hf\l(m)
u : RxRY gV
t X
q EN —_ EN

et on suppose que chaque composante de q est un polyndme homogéne de degré 2.
Dans la premi&re partie, en liaison avec le comportement asymptotique de
q(u) (t,x) quand lt| tend vers 1'infini et u est une solution libre de (0),

PP e 4 = _ . . - Y
on définit des formes bilinéaires compatibles avec 1'opérateur .f .

Dans la deuxiéme partie on &tudie plus particulidrement le cas de 1'opérateur
des ondes : on montre que, dans cettains cas, le probléme de Cauchy pour (0)
n'admet pas de solutions régulidres globales quand le deuxi&me membre dans (0)

n'est pas compatible avec 1'opérateurd:- .

On se contente ici de présentér les résultats. Pour les démonstrations on

renvoie & [5] dans lequel on trouvera aussi des résultats d'explosion pour

quelques systémes.

I. - Formes bilinéaires compatibles avec un systéme hyperbolique.

Soit ¥ un opérateur différentiel de la forme :

, n
L =13 + Z A; 9



et on suppose que b est hyperbolique c'est-a-dire que la matrice

n
A(R) = ] & A
i=1

se diagonalise sous la forme

(0 AR) = kglck<£) e (£)

avec p < N, p indépendant de § €R"\ 0, C, (E)ER, m (E) € 11 (L) vérifiant
(2-a) m (E) ng(é) = skznk(g), I = kzlnk(g) H

(2-b) €, € C"®™\ 03 R), mE€ C R\ 03 (D))

(2=¢)  C # C, si k#2.

Remarquons que le rang de chaque projecteur T, est alors constant car il est
s.c.i. en vertu de (2-b) et parce que la somme des rangs vaut N d'aprés (2-a).
Remarquons aussi que (2-c) signifie qu'il existe ¢ # b tel que ck(g) # cz(g)
et que par conséquent l'entier p qui figure dans (1) est minimum.

Si de plus B veérifie

(3) C(E) > Cy(E) +e..>C () E 40

on dit que M, est fortement hyperbolique. Dans ce cas les p valeurs propres
distinctes ont une multiplicité constante.

Soitye (3’ GRn))N; la solution du probléme de Cauchy

(4) L u=0 ;u(0,x) =%,
. R
s'écrit u(t,x) = kZ]uk(t,X)
avec
w () = [ T EGE) @ ey e pyag

]Rn

Soit q une forme bilinéaire sur eV x gV

; 3(u,v) couple de solutions de (4)

correspondant aux conditions initiales Yet ¥ dans (fGRn))N, la forme q

. . P +
associe la fonction q(u,v) définie sur Rr™ I par



q(u,v) (t,x) = . E qa(uy (t,x), v (t,x))

b

avec
(5-a) A0 6220,y 30 = [ 5 el (&% 8 (£)2(8) ,m, (¥ (n))dedn
(5-b) O (t5%,8,n) = <x,E4n > -£(C (E)+ Cy ().

Le comportement asymptotique de q(u,v)(t,x) quand |t|——>w dépend alors des

ensembles critiques des phases Qkﬁ . Si on s'intéresse au comportement ponctuel

c'est-3-dire 3

q(u,v) (t,.)
| Ikmmp)

1'ensemble critique qui intervient est :

s = (g #0: J(t,x) tel que v -0}

1 (0

En k&

{¢,n) #0 3V C () = ch(n)}

Si on s'intéresse au comportement de l'intégrale

ﬁRn q(u,v) (t,x)dx

1'ensemble critique qui intervient est alors

kg

S2 {(&,n) # 0; 7 (t,x) tel que ngn o = O }

LEm #0; &m =0,V (®) =vc,m}

D'aprés (5-a) le comportement asymptotique (ponctuel ou intégral) de q(u,v)
sera a priori meilleur si q vérifie la propriété suivante

€)Yk, ¥2, V(E,n) € S5 q(m (8), T (E)) = 0

pour i =1 oui =2, auquel cas on dit que q est compatible avec le systéme %

(au sens C, ou CZ)‘ Bien sur, la compatibilité au sens Cy implique la compati-
bilité au sens C2. Si § est fortement hyperbolique la compatibilité au sens c,
équivaut 3 : q vérifie :

€5) Yk VE#O, a(m (8), m(8) =0



Dans le cas de la forte hyperbolicité la condition (C3) équivaut 3 l'isotropie,
pour q, des vecteurs propres de A(£), £ # 0. Dans le cas général ol A(f) vérifie
(1) cette condition est moins restrictive comme le montre 1'exemple 2 ci aprés

ol ces différentes notions de compatibilité coincident .

On a aussi coincidence de ces différentes notions dans le cas usuel suivant

Théoréme I.1.

On suppose b fortement hyperbolique et
(6-3) Vv g # 0, v k’ Ck(g) # 0

(6-b) Vk, VE#O0, rang (Hess Ck(E)) = n-1

Alors q est compatible avec £ au sens Cy» Cy ou Cyq si et seulement si les

vecteurs propres de A(§),§ # O, sont des vecteurs isotropes de q.

Dans le cas d'un systéme différentiel du premier ordre 3 coefficients

constants

AQ3) =

i

e~ s

1 Ai 8xi ’ AiemN xM (T)

la notion de forme quadratique compatible a déja &té utilisé& par TARTAR []5]et
MURAT [124 pour établir des propriétés de compacité par compensation. Dans ce
cas on dit que q est compatible avec le systéme si le noyau de A(g) , £ # O,
est formé de vecteurs isotropes de q. Sous cette méme condition HANOUZET et
JoLY [6] , [7] ont montré qu'une forme compatible avec un systéme permettait

de définir une application (u,v) —> q(u,v) continue de

2
fu e @7 OV, A uwe @l M

dans un espace de Sobolev convenable, et ceci méme pour des valeurs strictement
négatives de s. Ce dernier type de résultat a ensuite &té généralisé aux espaces

de Sobolev H: » aux espaces de Besov...(voir BACHELOT [1] ) ainsi que pour des



systémes 3 coefficients variables (HANOUZET [4])

Dans la cas d'un syst@me strictement hyperbolique un premier exemple de
comportement asymptotique est donné par HANOUZET ET JOLY [7] . En utilisant

la méthode de la phase stationnaire on obtient le résultat suivant

Théoréme I.2.

Soit X un opérateur fortement hyperbolique vérifiant (6-a-b) et q compatible
avec 4. . Soit u et v deux solutions libres pour les données initiales v et V¥

dans ($@®™)Y telles que O € Supp+ , 0¢ Supp ¥. Alors
(7 a,v) = o (Jt|™, |t] —> o .

On peut voir aussi que la condition (7), vérifiée pour tout paquet d'ondes

régulier,est nécessaire 3 la compatibilité.

Des exemples de comportement asymptotique de type intégral sont donnéde par
BACHELOT [2] dans 1'étude de 1'équirépartition d'énergie pour un systéme hyper-
bolique hermitien. La notion de compatibilité s'avére le bon outil pour obtenir
1'équirépartition d'énergie par une méthode générale et unifiée. Donnons un

exemple de résultat.

Théoréme I.3. (BACHELOT)

Soit f un opérateur hyperbolique hermitien, q une forme sesquilinéaire compati-
ble avec &b (il suffit de supposer que p.p.en £ , les vecteurs propres de A(E)

sont isotropes pour q) u une solution libre d'énergie finie alors
[ a(u,u) (t,x)dx —0 |t| —> w

I1 semble que la compatibilité de q avec *{: devrait jouer un réle dans
1'obtention de solutions globales du probléme de Cauchy (0) et dans le probléme

de Scatteringassocié . Donnons deux exemples de cette situation.



Exemple 1
On consiére le probléme de Cauchy
2
2
Jbu = Q_% - Au = a(ui - leu] )
t

(8) 9

lu(O,X) =4 (x), u (0,x) = ¥(x)
le probléme (8) est du type (0) en Yu et on vérifie que
2 2
q(Vu) = a(u; - |V u|%)
est la seule forme quadratique compatible avec 1l'opérateur des ondes @ . Une
remarque de NIRENBERG (voir KLAINERMAN [10] ou JOHN [9] ) permet de démontrer

1'existence de solutions globales de (8) pour les données \pet y réguliéres,

suffisamment petites dans des normes convenables. Il suffit de poser

v =e 3% ] et (8) se transforme en un probléme linéaire :
Ov=o0
v(0,x) = e—a*(x) -1
v (0,%) = - a‘P(x)e‘a?(x)

Exemple 2

On suppose que 1'opérateur o, est découplé, A(£) étant de la forme
<cpE> 0

~

(9) A(g) = S .
0 e Cys€ > 7

Dans ce cas, quoique &) ne vérifie pas les hypoth&ses du théordme I.1 pour n >2,

on a cependant 1'équivalence des compatibilités au sens Cy» C, ou C; . Dans le

cas n = 1, TARTAR [l6] et dans le cas n.zZ, ILLNER [8] et HAMDACHE [3]

ont prouvé que le probléme de Cauchy (0) possé&dait, pour q compatible avecag s

une solution globale pourvu que la donnée initiale soit petite dans une norme

convenable et qu'il existait un opérateur de diffusion.



Dans le deuxiéme paragraphe nous allons voir que la compatibilité est en

quelque sorte nécessaire d l'obtention de solutions globales pour tlu = q(Vu)

II. - Explosion pour des équations des ondes semi-linéaires avec second membre

non compatible.

1

o (e, er™!, t 503

+

On étudie dans TR

Le probléme de Cauchy pour 1'équation semi-lindaire
(10-a) u = qyu) = a uz + b(vxu)r

avec des conditions initiales de la forme

J' u(0,x) = gw(x) ,
(1°-b) ‘ u, (0,x) = e¥(x) , e > 0.
La question est alors la suivante : '» et Y &tant deux fonctions réguliéres

données, existe-t-il €, > 0 tel que pour 0 < g < € le probléme (10-a-b)

admette une solution globale ?

La réponse est positive si n>6. KLAINERMAN [10] puis KLAINERMAN et PONCE [11]

et SHATAH [13] ont montré,dans le cadre plus général d'un second membre i crois-

sance quadratique,que pour Y et VY régulidres (par exemple 4 et ¥ dans & @®R™)...)

et pour ¢ assez petit le probléme de Cauchy (l10-a-b) admet une solution unique

globale réguliére et borne. Ainsi qu'on 1'a vu 3 exemple 1, la réponse est encore

ositive en dimension quelconque quand q(Vu) est compatible avec 1'opérateur 11 .
P q q q q P P

c'est-a-dire quand b

suivant montre que b

quand la dimension d'espace est égale a 1 ou 3.

- a, et la solution u est réguliére et bornée. Le résultat

- a est le seul cas permettant d'obtenir cette conclusion



Théoréme II. 1. n =1 oun = 3.

On suppose que q(Vu) n'est pas compatible avec Idc'est 3 dire a + b # 0. Alors
il existe des fonctions réguliéres et ¥, 3 support compact, telles que, quel

que soit € > 0, le probléme de Cauchy (l10-a-b) n'admette pas de solution globale

n+l

réguliére R, .

Ce théoréme est une conséquence simple des théorémes II.2 et II.3 ci aprés
qui le précisent et sont, en fait plus maniables car les résultats sont énoncés

sous forme de comparaison.

Supposons et ¥ réguliéres et
(11) supp P, supp ¥ C { x ; [|x| <R}
alors la solution locale réguliére de (l10-a-b) définie sur [O0,T[ x R" vérifie
u € c®(lo,7[ * BY)

u(t,x) =0 pour O<t<T, |x|3R+t

Ainsi, si u € CZGR2+1) est solution globale de (10-a-b) avec (P et y vérifiant
(11) on a
(12) supp u C {(t,x), t>o0, |x|§_R + t} .

Enongons maintenant les théorémes de comparaison qui conduisent au théoréme II.I.

Théoréme II. 2 n=1 oun-= 3.

Soit u € C20R2+1) telle que
(13-a) Du>a1@4—bW1ﬂ2 a>0, b> a

e t x ’ ] ’
(13-b)  supp u c {(t,x), t>0, |x|<R + t}

(13-c) u(O,x)_z 0, ut(O,x)i_O

alors u(t,x) = O dans IRBH .



Théoréme II.3. n =1 oun = 3.

n+l
+

n+l

Soit u € CZCIR+

) n L@ ) telle que

(14-a) Uui a ui + b[qu|2 , a>0, b<- a
(14-b) supp u C {(t,x), t>0, lx|_<_R + t}

(14=c)  u(0,x) < 0, u (0,x) <O

n+1
+

alors u(t,x) 0 dans R

On montre en fait au théoréme II.2 qu'il y a explosion en un temps fini
de u ou de Vu. Ainsi, pour des conditions initiales réguliéres convenables,
la solution locale réguliére de (10-a-b) ne peut &tre définie au deld d'un temps

d'explosion Ts et on a :

sin=1

A
T < e

Ml

T < Ae sin=3

L'étape essentielle de la démonstration (et la plus délicate) est la preuve du
théoréme II.2 pour b = 0 : si u vérifie Bt{ia ui , a>0, (13-b-c) alors

u(t,x) = 0. On peut comparer ce dernier résultat 3 celui de JOHN [9] obtenu dans
un cadre plus général qui donne pour le cas présent :

les conditions uGEC3GRﬁ), Ju = ui , u(0,x) et ut(O,x) ad support compact,

impliquent u(t,x) = 0. Cependant on peut noter que q(Vu) = au2 + b|qu|2 ,

t
a > 0, b>0 ne vérifie pas les hypothéses requises pour appliquer le résultat
de JOHN. Les résultats obtenus sous forme de théor&mes de comparaison nous per-

mettent plus de souplesse. Ainsi le théor@me II.2 avec a>0, b0 découle immédia-

tement du méme résultat avec a > 0.

On peut aussi envisager des exemples plus généraux.

Ainsi soit u € CzdRi) telle que



10.

Ju-=a ui + b|\7xu|2 + f(t,x,u,Vu,Vzu)

2

a>0, b>-a, f€C”, £>0, f(t,x,o,o,vzu) = 0,

u(0,x), ut(O,x) a support compact et positive, alors u(t,x) =0

4
dans IR+ .

L'obtention des théorémes II.2 et II.33 partir du cas a>0, b = 0 est faite
aussi par comparaison aprés un changement de fonction du type de celui utilisé
par NIRENBERG (voir 1'exemple 1). Le théoréme II.3 nécessite 1'hypothése

u € LwGR2+1) dont on peut s'affranchir pour b<O0, a =0 (voir SIDERIS [14] ).
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