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§1. Introduction

Considérons le probleme de Dirichlet associé a un opérateur diffé-
rentiel proprement elliptique L d'ordre 2m sur un domaine  borné dans
R". Si les coefficients de L sont analytiques jusqu'au bord de @, et si Q
est a bord analytique, alors L a la régularité Gevrey d'ordre s jusqu'au
bord pour tout s >1 (cf [LM)), i.e.:
si ue l‘-)lm(Q) est tel que Lue G3(8), alors ue G) ; rappelons que f € G3(©)
s'il satisfait aux estimations :

ic > 0,Vae N", |D% ] L € ¢ clal+! (Ja

Dans cet exposé, nous nous intéressons au probleme :

ue HE)
(D) { o
Lues G@)

lorsque Q admet une singularité conique, c'est-a-dire que £ a un bord régulier,
sauf au voisinage V d'un point 0, ou Q coincide avec un céne I' de sommet 0.
Nous supposerons que la section wde T sur la sphere Sn_l de centre 0 est
a bord analytique. Enfin L est toujours supposé elliptique a coefficients
analytiques sur Q.

Par la présence du point conique, il existe toujours u solution
de (D) et n'ayant pas la régularité G @).

Par contre, grice a la théorie de décomposition en parties réguliere
et singuliere de [K] - voir aussi I'hypoellipticité dans les espaces a poids
gradués Agr de [MM] - on obtient que si u € H™©) et est tel que Lu e C” ),

n . .
alors u admet pour tout x > m - — un developpement asymptotique (AX)

au voisinage de 0 : Pz

(A) u = z % r” LogPr a, (6) U
z€Z, m—2—<Rez<x p=0

ou :

* (r,0) = (|X], T%-) désignent les coordonnées polaires dans R",

*a, € H'W n G ,
*u o= o(r**®) pour tout € >0 (reste du développement) ,
* Z est un ensemble discret de €, contenant IN, ne dépendant que de l'opé-
rateur ; pour chaque x, l'ensemble des z € Z tels que m - % < Rez < x est
fini. La limitation inférieure de la somme par m - % correspond a la régulari-
té H™ de u.

A fortiori, quand u est solution de (D), u admet un tel développement.

Nous étudierons alors les u.. D'autre part, si u est supposée a priori C (),



(AX) coincide avec le développement de Taylor de u en 0; nous étudierons
alors la régularité G° de u. Cette derniere étude a été faite dans le cadre
analytique (s = 1) par Baouendi et Sjdstrand dans [BS].

Nous obtiendrons aussi un résultat d'hypoellipticité G° dans des

espaces a poids.
Tous nos énoncés et démonstrations incluent le cas analytique.

§2. Résultats.

Rappelons que, dans toute la suite :
*s

1.

* L est proprement elliptique d'ordre 2m a coefficients analytiques sur Q.

A\

* Q coincide sur un voisinage V de 0 avec un cbne I' a section w a bord analy-
tique.

A.Régularité 2 partir du C" .

En coordonnées polaires, L s'écrit au voisinage de 0 :
L(X ;D) = ™ Qe85 1 D_, Dy

ou Q est a coefficients analytiques au voisinage de r = 0 dans IR’ x g-

D'autre part, Q0,6 ; D

cOne caractéristique :
I - {zeC\{0Rez 30/ 3@N<ux RTN{0}, Q,

ou W désigne la partie principale de Q.

. De) est elliptique, et nous introduisons son demi-

0,8 5 -iz,n)=0}
1“+ ne rencontre pas ilR.

Soit f‘+ le cdne convexe engendré par I'+ et IR+. On introduit I'hypo-
these (H) :

(H) l'ouverture de I:L est strictement inférieure é%

Théoreme 1.

Si (H) est vérifiée, toute solution C ) de (D) est dans G (V).

Remarques.
a) Dans [BS] est obtenu le résultat correspondant pour s = 1, sous
la méme hypothése sur l'opérateur.
b) Si L est homogene a coefficients constants, on a :

L(D,) - r 2™ 00,0 5 ¢ D, Dy
et on a encore la conclusion du théoreme | en remplacant (H) par I'hypothe-
se (H') plus faible :
(H') chaque composante connexe de I‘+ est d'ouverture < AL

n-1 "~
Cette hypothese est toujours vérifiée quand n = 2.



Exemples d'opérateurs verifiant (H).

a) le laplacien et ses itéres.
b) en dimension 2, la partie principale de L en O peut se factoriser sous

2m
la forme I (D +a.D ).
=1 X1 1 X2

On peut montrer que (H) est vérifiee dans les deux situations suivantes:
. I 30
i) a.=e ) avec E<|C‘j|< -

ii) a. = ib. avec bj réeel.

Signalons que 'un des intermédiaires de démonstration utilisés
s . . . S . .
sera la caracterisation suivante des fonctions G~ par des estimations sur

les restes u, de leur développement de Taylor en 0 :

Proposition
. 00, S/ . . . .
Soit ue C (- u est G(V) si et seulement si on a les estimations :
ic>0,YVke N, Vae N J|of < k:

“r|06|—k DCX u “ , $Ck+1 (k ! )S—l |al !
kV"L2(V)

B.Estimation des restes.

Nous ne faisons plus d'hypotheses de régularité sur u, hormis
u € HY(Q). On a déja signalé que u admet un développement asymptotique

(AX). Voici une définition généralisant naturellement l'estimation ci-dessus :

Définition

Nous dirons qu'une fonction u admet un développement asymptotique

en 0 de type G® si pour tout x > 0 u admet un développement du type (AX)

et si il existe une suite X, e [k,k+1[, k € N vérifiant :

3Cc>0,Vke N,Vae N, |o| <k

||r|oc|—k p% ka“LZ(V) < Cl<+l (k ! )s-l |a| '

Théoreme 2
Si n = 2 et si L est homogene a coefficients constants, alors toute
solution du probleme (D) admet un développement asymptotique en 0 de

type G®.




Remarques:
a) On a encore le méme résultat en dimension n >3 si L = A.

b) Pour s = 1, le théoreme 2 donne une convergence par paquets
du développement asymptotique et a été démontré sous cette

forme dans [D].

C.Hypoellipticité Gevrey a poids.

Pour le probleme de Dirichlet :

Y. u=0 sur 3R, j=0,..,m-1 ;uec H{“ (ANO))
(P { ) oc
Lu=f

on a un résultat classique d'augmentation de régularité dans les espaces
Ws suivants, k € N, ou k = =:
uc W:;(Q) & Vaq, |0 <k o e e L)
On a:
. 0 . o ®
si u € W (Q) est solution de (P) avec f W , alors u W _ . On peut
Y Y+2m

0

rapprocher ce résultat de I'A-hypoellipticité de [MM], car A = U WY .
Y € R

Les classes Gevrey a poids pour s 3 | et Yy € IR peuvent étre définies comme

'espace Gi(-\_/) des u € WOYo vérifiant :

3C >0, Yae NV [rtlol po clol+l (o 18

Wl Lz <
Théoreme 3

Si u est solution de (P) avec f € Gsy+2m(ﬁ) et si u € WOY(SZ), alors
ue Gi(V).

§3. Structure des démonstrations.

Voici d'abord les principaux intermédiaires de démonstration du

théoreme 1.

A.Localisation

Comme le probleme est local au voisinage de 0, on peut, en tron-
quant, passer de u € C () vérifiant (D) & ue C () vérifiant (Dg) pour un
R >0:

u e HY(I)

(Dp) supp u € T'5p

LUGGS(-ITZR)
ou : I'p = XeT /[X] <R}

Pour montrer le th. 1, il suffit de prouver que u € GS(T‘—R)



B.Développement de Taylor d'une fonction G

Voici la caractérisation que nous utiliserons :

Théoreme 3.1.

Soit ue C (D a support dans _fBR . Soit Yy € ]—% , —% + 1[.

Alors u e GS(—F—R) si et seulement si on a les estimations (El) et (EZ) suivantes :

-k k+l , , \s-1
E)) 3C,, Y ke N, [rY ulpzpy s €7 k)

-k+ || ~O k+1 , 1S-1
(E) 3C,, Y ke N ,Ya, o] <k, |rY +|a D ukuLz(rR) < C2+ (k')

(El) est globale sur T'; (E2) n'est donnée que sur [ - L'argument principal
de la preuve de ce resultat est la formule de Taylor avec reste intégral

en 0 appliquée a D% u, par rapport a l'opérateur de derivation ‘Dr .

C.Estimations sans dérivéees.

A l'aide de la transformation de Mellin, d'une maniere assez analo-
gue a [BS], utilisant en particulier le theéoreme de Phragmen-Lindeldf, on
obtient (El) :

Théoreme 3.2.

Soit ue C(I) et vérifiant (DR). Soit ye€ ] - % , - % + 1[. Alors u vérifie

I'estimation (El)'

D.Caractere G° ponctuel.
On dit que g € G(0) si 3C, Y a |D* g(0)|< clol+l @)’

A l'aide, en particulier, des inégalités de Markov et Bernstein (cf [BS]),

on obtient :

Theoreme 3.3.

Soit u € C (D) vérifiant I'estimation (El)'
‘ Alors u € G>(0).

A ce niveau, dans le cas ou s = 1 (cf [BS]) la démonstration est

terminée, car u € Gl(O) et vérifie (El)’ donc son développement de Taylor
en 0 converge et sa limite est u lui-méme. Donc u est analytique. Pour

s > 1, nous devons continuer l'étude et démontrer (EZ)'



E.Estimation a priori.

C'est une estimation dans des espaces a poids avec contrdle de
la constante en fonction du poids et de l'ordre de derivation.

On reprend les notations du §2.C.

Théoreme 3.4.

Soit x € R. Soit v & Wo;() (I‘ZR) solution du probleme (P). Alors on a l'estimation

pour tout o € N" :
L “ rx+|0t|

a
- D™ v, . <
al L (FR)

C|x|+|a|+l [ 7 1 "rx+|8| DB (2m

. Lv)|, ,
‘Bls(lal—Zm)+ B: "L(PZR)

X
+ 2 ]
17

ou C ne dépend ni de v, ni de x, ni de o.

La preuve est basée sur des estimations a priori (dans des couron-
nes) du type de celles de [B] (obtenues par ouverts emboités), et sur une

partition dyadique, ce qui discrétise le poids a un facteur C|XI pres.

F.Estimations des dérivées.

Pour obtenir que u est GS(_ITR), comme on a déja que u vérifie
(El) par le th. 3.2, il reste, au vu du th. 3.1, a montrer que u vérifie (EZ)'
On se ramene alors a montrer la majoration (EB) suivante :

3C >0, V ke IN, VB, |Bs k

(E,)
B DB 2™ L )L eck sl g
K'VLAT, )
2R
En effet, cette majoration injectée dans l'estimation du th. 3.4
pour x = -k et v = u,, (qui s'annule bien a l'ordre m sur 3T), avec en plus,

(E|) pour le terme | K uk|| , donne bien (E,).

2m

Intéressons-nous a (E3). r L = Q par définition. Pour obtenir

(E,), on analyse Q u, .
3 k p® 0) o
SoithgEg—gk: z — &2 X,

On a: |of < k-1 >

Qu = Q u)k + Pk(Q u) - Q (Pk u)

(Q ), est estime par (E.) pour Q u qui est GS(T_ZR)- Pour I'autre, on remarque
que :

Q(Pk u) - Pk(Q u) = [Q(Pk u)]k



qui s'exprime donc uniquement a l'aide des dérivées de u en 0. L'estimation

voulue provient alors du caractére G>(0) de u montré au th. 3.3.

Le théoreme 3 se déduit directement du th. 3.4.

Pour le théoreme 2, les th. 3.1. et 3.3. sont sans objet. On obtient
I'estimation sans dérivées sur les restes grdce a la transformation de Mellin
comme dans le th. 3.2, mais en utilisant, au lieu du théoreme de Phragmen-
Lindelsf, l'estimation en A |z | de l'inverse de Q0,6 ; -iz,D 6) démontrée
dans [D]. L'estimation complete des restes se déduit alors directement
du th. 3.4 en remarquant que, puisque l'opérateur est homogene a coeffi-

cients constants, on a :

Qu, = Q u)k
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