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CONFERENCE N° II

SUR UNE CLASSE DE PROBLEMES DEVOLUTION

NON LINEAIRES ET DEGENERES

par

Michel LANGLAIS

U. E. R. de Mathématiques et Informatique

Université de BORDEAUX 1
33405 TALENCE CEDEX

Les résultats décrits ci-dessous ont été obtenus en collaboration

avec D. Phillips . Ils concernent des problèmes d'évolution du type :

[ u - A T) (u) + b^x, t, u). u = f(x, t, u), x€ Q , t > 0.- - , v-/ • ~> (-, -, -/. -x
*•' «

. < u(x, 0 ) = u (x), xê Q.
W o

u(x, t) = u (t), x ê â Q , t > 0.
\

où T|, b i =1,.,N et f sont des fonctions suffisamment régulières et ^ ' ( u ) > 0

pour u / 0.

Des cas particuliers de ces problèmes apparaissent dans certains modèles

décrivant par exemple l'écoulement d'un gaz dans un milieu poreux, la dispersion

de certaines populations ou dans des problèmes de plasma.

Comme en général r\ '(0) = 0 il est nécessaire de définir une notion de

solution faible pour (E) . On commence par donner des résultats d'existence et

d'unicité pour ces solutions faibles. Ensuite, utilisant un résultat abstrait de

Lé] on étudie leur comportement lorsque t devient infini ; en particulier les

termes du premier ordre peuvent engendrer des solutions périodiques.
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1. - Hypothèses. Les conditions imposées ci-dessous aux données sont

supposées vérifiées dans toute la suite. D'abord :

a > r\ € C (IR), ri (0) = 0 , -n ^s) > 0 pour s ^ 0 „ r; (0)= 0 .

b > il existe Y > 0 tel que T1 * ( s ) < y s" n (s) pour s i 0
(1) 1

c > il existe ô > 0 tel que r\ » croisse strictement dans ( 0 , 6 )

et décroisse strictement dans (-0 , 0) .

Les conditions (1, b, c) permettent d'obtenir à priori la continuité des

solutions faibles en utilisant un résultat de Di Benedetto [ 3] . (1) est satisfaite
/ \ ( i mpour r\ (u) = [ u | signe u , m > 1 .

Ensuite :

(2) f, b , - , b et (x, t, u) - J — — — ( x , t, s) ds sont dans C ^ i ï x L o . œ ^ I R )
o i

Finalement Q est un ouvert borné de IR à frontière à O régulière

et on se donne une fonction i|f avec :

(3) 6 C (0 x l-0,œ))

(x, 0) = î1 (u )(x) dans Q , ^ (x, t) = r\ (u )(x, t) sur ô 0^ l- 0, œ)

Cette condition sur (u , u ) peut être affaiblie mais elle suffit à notreo l
propos ; il en est de même des conditions sur f et les b1, i =1, . . , N .

2. - Formulation du problème. Posons :

u
B1 (x, t, u) = J b1 (x, t, s) ds i = 1, . . , N .

o
g(x, t, u) = f(x, t, u) + B1 (x, t, u) .

X. ^
1
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Si u est une solution régulière de (E) une intégration par parties conduit à

] V v ^ C2>]•(^^0.^1), v = 0 sur S Q x LO.T.I

(4) </ J u(x, t) v(x, t) dx - f Lu. v^+ n(u).A v+B^x, s, u). v + g(x, s, u). v]dx ds :
' " O . (0 , t ) x!

= S u ^x)- v^' 0) dx - J ^ (u!)- —— do ds

" ô " x ( 0 , t ) Qv

avec 0 < t < T ; y est la normale unitaire extérieure à ô iï .

Définitions . - Une solution faible de (E) définie sur (0, T) est une fonction u

dans L°°(Ox(0,T)) n C (L 0, T ] ; L\ Q )) vérifiant l'égalité (4) pour tout t dans

(0, T) .

De même une sous solution (resp. une sur solution) s'obtient en remplaçant

dans (4) le signe = par S (resp. s) pour tout v 2: 0 dans 0 ^ (0, T) .

3. - Unicité, stabilité et comparaison. On a besoin de :

3 $ ê L^ (IR2) , V u, u €1R, V (x, t) € 0 ^ (0, T)

(5) < ^^,1,0) - B'Cx,!,^^2S r B-(x,t,a) ^Cx^a)^ , H (^ H (^)
l^i^N Y————————^———————) - $ ̂  a^ ———::———

u - a / u - u

Ceci signifie que en un certain sens les constantes de Lipschitz des B1 sont
_, . n -1

contrôlées par celle de T| ; (5) est vérifiée par r| (u) =[ a[ u, B (x, t, a) = ( u | i u

lorsque 2 n. ^ m 4- 1 ̂  2, qui est exactement le cas traité pour N = 1 dans

Gilding et Peletier [4] . (5) n'est pas nécessaire si l'on s'intéresse à des solutions

positives ou nulles : voir Diaz et K e r s n e r L i O ]

Théorème 1 . - Supposons (5) vraie. Etant donné deux solutions faibles u

et u définies dans (0, T) et col*ncidant sur S ^x (0, T) (i. e. u = îi ) il

existe une constante C positive telle que pour tout t dans (0, T) :

J | u(x, t)- u (x, t) | dx ^ C J | u(x, 0) -u (x, 0) | dx .
Q Cl
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Corollaire 1. - Sous la condition (5) il existe au plus une solution faible

Preuve du Théorème 1. " On adopte une idée classique : voir Ladyzenskaja,

Solonnikov et UraPtreva [5] et aussi Aronson, Crandall et Peletier L l] .

Introduisons :

a(x, t) - ̂ )__Uil- (,, t) p. p. o,(o, T)
u - u

^(x,^ B l(.,..a^B l(.,., u ) (x,t) p .p .Q , (0 ,T )
U - U

qui sont des éléments bornés dans Q.^ (0, T) avec a(x, t) ^ 0 .

Par différence entre les égalités vérifiées par u et u il vient pour

w = u- u et v comme en (4) :

J" w(x, t) v(x, t ) d x - f [ v g + a A v + P v 3 w d x ds =
0 Q^ (0, t) ^

(6) ^

= J (u - u ) v (x, 0) dx + J g(x, s, u) - g(x, s, u )] v dx ds .
0 ° ° O. (0 , t )

Soient X > 0 assez grand et y. choisi dans ^ ( Q ) avec 0 ^ X(x) ^ 1

Pour tout n ^ 0 il existe un v avec :n

J 0 ^ v (x, s) ^ e^ ^s"^ dans Q ^ (0,1 )

^ v e L 2 (o ,T ;H 2(n)) n H \ Q x ( o , t ) )
n

solution du problème parabolique rétrograde :

v + ( ]- +a ) A v+ P 1 v = \ v dans 0 x (0, t) ,
s n- x.,

1
v(x, t)= X (x) dans Q

v(x, s) = 0 sur ô^ x (0,1) .



- 5 -

En utilisant (5) on obtient 11 estimation a priori

2
J ( À v | dx dx ^ /n . C, C indépendante de n .
"x (0,1)

Un raisonnement par densité montre que l'on peut prendre v = v
n

dans (6) . Utilisant (7), faisant d'abord tendre n vers + œ puis ensuite \ vers

la fonction caractéristique du support de (u - u ) (. , t) conduit à :

f J(u - af(^t) dx €

(8) < "

^ e ' ^ JCu-u /dx+J 1; g(x,s,u)-g(x,s,u)+U^a)] e^'^dxds
^ n ° ° nx(o, t )

Comme g est régulier alors que u et u sont bornés, pour \ assez grand

L g(x, s, u)- g(x, s , u ) + X ( u - u ) , l = 0 .

Un raisonnement analogue avec u - u conduit au résultat cherché.

Corollaire 2. - Sous la conditions (5) si u est une sous solution et u une

sur solution avec u (x, t) ^ u (x, t) sur à 0 x (0, T) et u(x, 0) ^ u (x, 0) dans 0

on a u(x, t) ÎÉ u (x, t) dans 0 x (O» T) •

En effet la même démarche que ci-dessus conduit encore à (8)

4. - Existence , Commençons d'abord par supposer que T étant fixé :

(9) 3 K > 0 , | f(x, t, u)- f(x, t, v) | ^ K. | u-v| , (x, t) € n x (0, T), u, v €IR

II en résulte que :

3 k^ > 0 , k^ > 0 tq u. f(x, t, u) ^ k u2^- k dans Cl x (0, T) x IR .
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Théorème 2. - Soas la condition (9) il existe une solution faible définie

dans (0, T),continue sur O x L O , T ] vérifiant :

k
| u(x , t ) | ^ e^. Max (V~———, Max | \f (x, t) [ )

^'l O x ( 0 , T )
(10)

pour tout \ > k et (x, t ) dans 0 ^ (0, T) .

Lorsque la condition de Lipschitz (9) ci-dessus n'est plus imposée on

obtient seulement un résultat local d'existence .

Théorème 3. - ( Sous les conditions du paragraphe 1 ) il existe un T > 0
ie — •k

et une solution faible dans (0, T ), continue sur Q x L 0, T ] .

Ceci résultat du Théorème 2 et de (10) en tronquant f pour [ u | grand .

Preuve du Théorème 2. - On approche au sens de C (IR ) T| par des r\ réguliers
1 p

tels que r\ ! (s) ^ — pour s 6IR et vérifiant les conditions (1, by,a) uniformément
P P

en p . On approche aussi i[f par des ^ réguliers. Pour tout p le problème

parabolique :

u - Ar| (u) + b^x, u). u = f (x, t, u) dans Ox (0, T)

r\ (u) (x, 0) = l); (x, 0) dans 0
P P

T1 (u) (x,t) =^ (x,t) sur ô Q x (0, T)
P P

possède une unique solution u € C (0 ^ L 0, T] ) D C ' ( f tx (0, T))
P 2 1

(voir [5^ ) qui vérifie l'estimation (10); en outre u appartient à L (0, T; H ( ^ ) )
P —

de sorte que d'après [3] la suite u est équicontinue sur Q x L 0, T] . Par passage
P

à la limite sur une sous suite on obtient le résultat .

Remarque : Si f (x, t, 0) > 0 et si l'on s'intéresse à des solutions positives ou

nulles on peut procéder comme dans Bertsch [2] .
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5. - Comportement asymptotique : un résultat abstrait. Le caractère dégénéré

du problème, soit r| *(()) = 0, fait que en général on ne peut utiliser les méthodes

des systèmes dynamiques (sauf en dimension N = 1 , voir C 1.1 , et dans certains

cas particuliers : voir Sacks [9^ ) .

Soit donc u une solution faible définie dans (0, oo) avec

(11) | u(x, t) | ^ M dans Q x (0, œ)
• ' o

et supposons que :

(12) 3 T > 0 , ^ r i ( u ) € L°°(T ,œ ; L2^)), ( r i ( u ) ) € L^T , œ; L2^)) .
0 0 t 0

L'ensemble [ T1 (u) (. , t), t > T } est alors borné dans H (Q ) Fl L°°(Q ) .
o

Posons :

(JD (ij; )= { w € H l ( 0 ) n L°°(n), 3 t - œ, r ) (u) (. , t ) -. wn n

dans L (Q ) fort lorsque n-* oo }

Théorème 4. - Soit u une solution faible vérifiant (ll)(12). On suppose en

outre que lorsque t -» oo :

(. , t) -» w dans L (à 0 )oo

S g(. » ^» • ) ""' g (• 9 . ) uniformément sur Cl x L -M , M 3
i 00 0 0

B (. , t.)-» B (. , . ) uniformément dans C (0 y C -M , M 3 ) .
00 0 0

Alors tout w pris dans UD (t ) est une solution de :

( ^ - A w + L B1 (x.ri '^w))] = g (x, ri^w)) dans Q
) 00 X. 00

(S) <'
w == w sur à 0.

00



- 8 -

L'idée de la démonstration consiste à choisir des fonctions test adéquat

dans (4) comme dans [6] auquel nous renvoyons. Dans la pratique

? ^ (^) ( , t), t ^ T } est relativement compact dans C ( 0 ) et la convergence

dans UU ( f ) est uniforme sur Cl .

6- - Application au cas b1 = 0 i = 1. , , , N . Ce cadre dans lequel il y a unicité

est la motivation de [6] , [7] où les exemples ci-dessous sont t rai tés en détail

Commençons par montrer un effet régularisant :

Théorème 5. - , On suppose b s 0 i = 1, . . , N et f indépendant de t .

Soit u une solution faible définie dans (0, œ) vérifiant (11) ; on suppose :

f 3 T > 0, -^ C 2 ^^ , [T )) , 0 < a < 1
(13) ^ ° 09œ

' oo
S ^ J i . « + I I^ J I ]dt ^ M < + œ
T t C1^^) u L^n) T

Alors (12) est vérifiée .

Corollaire 3. - Sous les conditions du Théorème 5 tout w dans JO ( ^ ) est

une solution de :

j - A w = f ( x , r ] " ' (w)) dans Q

w = w sur à f2
00

Remarque : Si ^ est indépendant du temps la condition intégrale dans (13)

est vide ; en particulier la conclusion du Corollaire 3 reste vrai si u = 0 et

% € ̂ (^ ou p0111" a e L°°(n) n H ( Q ) et u = u sur an .

Le problème essentiel est donc de chercher des conditions suffisantes

assurant l'existence de solutions faibles définies dans (0, œ) et bornées .

Pour cela il suffit de raisonner par sous et sur solutions et cela marche bien

lorsqu'on s'intéresse à des solutions positives ou nulles.
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Théorème 6. - Soit b =' 0 i = l , . . . , N e t f indépendant da temps. On

suppose en outre f(x, 0 ) ^ 0 dans Q et qu'il existe u ê L ( 0 ) avec

T) (^ ) 6 H2^) et :

) - A T] (u ) > f (x, u ) dans 0 ,

] 0 ^ r, ( u ) (x) € M < + œ dans 0

Alors pour tout ^ tel que 0 ^ ^ (x, t) ^ r | ( u ) ( x ) dans 0. x (0, œ) il existe une

unique solution faible définie dans (0, œ) et vérifiant 0 ^ u(x, t) ^ u(x) ^ r\ (M ).

Il suffit d'appliquer le Corollaire 2 en vérifiant que 0 est sous solution

et u est sur solution .

Exemple 1. - On prend m > 1 et on considère

f u - A u = u (1-u) dans Qx (0, oo)

(14) \ u(x, 0) = u (x) dans Q
' o

u(x, t) = 0 sur S 0 x (0, œ)

Si 0 € u (x) ^ 1 , u ^0 alors (14) possède une unique solution faible
o o

uê C (0 x (0> oo)) » 0 ^ u (x, t) ^ 1 et u"^. , t) - w(. ) dans C (i ï) lors t -» oo ,
o , l/^

w étant l'unique solution dans C (Q ) de :

1 . \,
- A w = w / . ( 1 - w ) dans 0

\ w = 0 sur à 0

w i- 0 et 0 ^ w (x) € 1 dans 0 .

Exemple 2. -• On prend encore m > 1 et on considère :

(15)

u - À u = X u + U dans Ox (0, oo)

u(x, 0) = u (x) dans 0
o

u(x, t) = u (x, t) sur à 0 x (0, oo)
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On suppose T^une des conditions suivantes réalisées (u est réel):

^ X ^ O e t p > 0

^ \ \ > 0 et p € (l,m)

\ ̂  (0, \ -) et p = m avec X = première valeur propre du problème de

Dirichlet pour le Laplacien dans Q .

Si 0 € i|; (x, t) ^ M il existe un u régulier solution de

! - -p /
(17) ^ - A u = \\i / m+ u dans 0

u = M sur ô Q
l o

Par suite (15) admet une solution faible dans (0, oo) avec

0 ^ u (x, t) € u (x) continue sur 0 x (0, œ) ; sous la condition (13) tout w

dans uu ( ^ ) vérifie :

P/m
- A w = ?, w / + H dans 0 ; w = lim i[i (. , t) sur 5 Q .

t -»oo

Remarque : Lorsque \ > 0 et p > m , (17) peut avoir ou ne pas avoir de solution;

si il en existe une alors pour tout ^ tel que 0 ^ ^ (x, t) ^ u (x) une solution faible

existe et se stabilise à t == 4- œ comme ci-dessus (voir aussi [9] ) .

7. " Remarques sur le cas général. Le Théorème 5 montre que lorsque

b = 0 i = 1, . . , N et pour des conditions aux limites homogènes (soit u m 0 )

la condition (12) est une conséquence de (11) . Malheureusement dès que les b1

ne sont pas identiquement nuls ceci n'est plus nécessairement vrai.

Exemple 3. - On prend f ^ 0, b^x, u) = b^u) indépendant de x i = 1, . . , N

ainsi que u ^ s 0 sur à 0 x (0, T) . Il existe alors une solution faible définie dans

(0, œ) avec | u(x, t) | ^ Max | u (x) | dans Qx (0, œ) . En outre (12) est véri-
n °

fiée de sorte que par application du Théorème 4 u(x, t) -* 0 uniformément sur

0 lorsque t -> oo .
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Exemple 4. - On prend N = 2 ; iï est le. disque centré à l'origine de rayon 2.

Soit p > 0 petit devant 1 ; on pose :

^ (x ,y) = (l.p^x-l)2-. (y-1)2] ) 3 , ( x , y ) ç n

Alors ^ est dans C ( Q ) et vérifie

(18)
- A f = 12 ^ /3. (3 i[f /3- 2 p 2 ) dans 0 .

^ = 0 sur à n

Introduisant les coordonnées polaires (R, 6 ) on définit w (R, 8 )= ^ (x, y)

puis on considère

u(x, y, t) = v (R, 9 , t) = w (R, 9 + t)

La fonction u ainsi construite est régulière et périodique de période 2 n ;

en plus :

^(x,y,t)-=-^-(R,e+t)= |-|-(R,9,t) = b (x/y). ^(x,y,t)

soit pour f(u) = 12u. (3u - 2p ) :
/

-^- - A u - b(x, y). 7 u = f(u) dans ftx (0, oo)

^ u(x, 0) = L p -(x-1) -(y-1)2 .1 + dans n

u(x, t) = 0 sur à Ox (0, oo)
\

II est clair que (11) est vrai , V u^ L^O, œ; L2^ )) mais u3 n'est pas de

carré sommable sur 0 x (0, œ) ; d'un autre côté tout élément de l'ensemble

UD (l|; ) est une solution de (18) .

Exemple 5. - On reprend un résultat de Nakao [8] avec T| (u)= | u| "^u ,

f(x, t, u) = f (u) tel que | f(u) | ̂  k |u {a +1 u - 0, b"(x, t, u) = b\u) i = 1, . . . , N

Si a> m et N = 1 , 2 ou m<a < nM + \' et N ^ 3 alors pour u
1 / °11 pas trop grand " (11) (12) sont encore vraies et | u(x, t ) | ^ C (1+t)" ^dans

"x (0,œ) .
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