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Conférence n° 18

PUITS MULTIPLES POUR L'EQUATION DE SCHRODINGER

par

B.HELFFER - J.SJOSTRAND

1 .THEORIE GENERALE

Soit M wune variété riemannienne compacte ou bien M =R".
(e o]
Soit vecCc (MR), P = - th + V(x), oi A est le Laplacien sur M. On s'in-
téresse au comportement asymptotique du spectre de P quand h > 0, h>0, prés

. - . - n
d'un niveau d'énergie Eo donné. Dans le cas M =R on suppose que

lim V(x) > E

x[+® °

On dénote aussi par P 1'extension de Friedrichs. Quitte a rem-
placer V par V - EO on peut supposer que EO = 0. Si 0<a<lim V (ou simple-
ment a >0 dans le cas oi M est compact) on sait que le spectre de P dans
]-~, a] est discret et qu'il existe N> 0 tel que le nombre de valeurs propres
de P dans l'intervalle ]-», a] est (h_NO). On appelle Ul""’UN des puits
si Ul e UN sont compacts disjoints et U,U..UU_ = {xe M; V(x)ji 0}. Le lien

1 N
entre les puits et le spectre a &té &tudié par des nombreux auteurs [2,3,4,6]

On sait que les fonctions propres associes 3 des valeurs pro-
pres prochesde O sont concentréesprés des puits. Utilisant les estimations

(de Carleman assez €lémentaires) de Agmon [1] , on obtient une forme géomé-

triquement agréable de ce résultat comme suit

Soit dx2 la métrique sur M. On introduit alors la métrique d'Agmon: max(V,O)dx2

et on désigne par d(x,y) la distance associée. Si V¥(x) = min d(x,U.,) et si

u = up €& est une famille avec |[[ufl , = 1, Pu = Au, A = Ahj >0, h >0 alors
L
¥
(1 fve ™ol , o+ e, = o@®/r
L (K) 12 (x)

pour tout compact K €M, Cette estimation reste valable dans le cas oi M est

une variété compacte avec bord.(P est alors la réalisation de Dirichlet).



A chaque puits on associe un spectre approché de la maniére
o
2

suivante : Soit S = min d(U,,U, ) >0 et prenons S€]
o 3k Ik o
On peut alors trouver Mj C M compacts avec bord C tels que

R SO[ proche de So'

—_— 0
(2) B(Uj,S) C Mj s N% N Uk =¢ si j # k.

Ici B(Uj,S).= {x € M; d(x,Uj) < 8} . Soit PM- la réalisation de Dirichlet

de P dans LZ(M,). On peut montrer que Sp(PM,)J prés de O ne change pas modulo
des déplacements = O(e-zs/h) si 1'on modifie leJchoix de Mj' Notre probléme est
maintenant d'@tudier le lien entre Sp(P) et Sp(PMj) prés de 0. Les différents
spectres ont une densité au plus polynomiale prés de O quand h—~ 0 et on se fixe

maintenant des objets suivants

1°) Un ensemble J C]0,1] avec O € J

2°) Des applications

7 I(h) : intervalle fermé avec I(h) - O, h >0
-

J2 h
4 a(h) >0 avec |log a(h)| =0 (%%), h >0

Si I(h) = [a(h), B(h)] alors on suppose que les intervalles
[a(h)-a(h) ,a(h)[ et ]B(h),BR(h) + a(h)] ne rencontrent pas Sp(P) et SP(PMj)’
j=1,...,N,

Soient alors

Al,...,AM les valeurs propres de P dans 1I(h)

uj 1""Uj n les valeurs propres de P,, dans I(h)
b

U M.
J J
et u u,, € LZ(M) ¥y @ € LZ(M ) des familles 0.N
1,-0-, I'I i ’ j’l,o-n, j’mj j . .
correspondantes. Alors :
(1) 19 3 ey oI, e fle 3l , =0
LT, T LAy
oo

ou q}(x) = d(x,Uj). Soient Xj € Cy

o) -
(Mj) R Xj = 1 dans un voisinage de B(Uj,S).



Alors, si Wj,k = Xj ¢j,k on a :
-S/h 2
PY, = . Y, +0 (e dans L°(M).
18 L IR I IR ( ) (
Soit F = (ul,...,uM) le sous—-espace engendré par les vraies fonctions propres
et E = (Wl 1""’WN ) celui engendré par les fonctions propres approchées.
s 1]

Proposition 1. Pour h suffisamment petit, on a M = m+...+ my,

- N
dist(E,F) = 0(e /D). I1 y a une bijection b : Sp(P)N I(h) ~ I(mNY Sp(py )

M.
telle que b(A) -A=0(e oMy | ¢ e sp®) N 1(h)

J

- h
Montrons maintenant comment calculer les Aj modulo O (e 28/

)

si les |, et les VY. sont connus. Soit 7 le projecteur sur E le long
i ik j,k o
de F . Alors 1

‘ . . . [ . .
O‘F : F+ E est inversible d 1nvei§e HF‘E : E>F si mp
est le projecteur orthogonal sur F. Puisque F et F sont stables pour P,
on peut identifier P/F avec TTOP/E . Ecrivons maintenant o = (j,k), j(a) = j.
Théoreme 2 : La matrice de ﬂOPIE pour la base (Y,) est

diag(ua) + (wa ) + 0 (e—ZS/h)’

B
ou
2 ] ,
L g = B (X @p Tty TR T X g dx
Esquisse de la démonstration . On montre d'abord que l|ﬂ0 - ﬂF]] = ()(e—S/h) ,
HHE - 1| =()(e_s/h) od T, est le projecteur orthogonal sur E et
Tus= } (u[¥)¥, -
a
Alors
2 .
P =, ¥, - b2V Y., . VP + (AX. ..
(¥g) = ug ¥g = B(2VX; gy Vg *+ (BXy )05 )
S/h -2S/h

Le dernier terme est O (e ) , donc modulo O(e

).



On obtient :

_ 2 ) ¥
ﬂoP(WB) = UBWB - h T(ZVXj(B) A&B + (AXj(B))¥B)

_ 2 ’ . N 5 X 5
i tg =BT L ¥ J 2 %58 X fa * PieT8 30 Yo ¥

y 2 L .
ug g 17 L Y | %0 s et T T X 9

La base (Wa) n'est pas tout a4 fait O.N. . Si 1'on 1l'orthonormalise
(3 1'aide de la racine carré de la matrice ((Wa|‘PB)), la matrice de ﬂoP‘E

dans la nouvelle base devient

. ~ -2S/h
(3) diag(y,) + (wa’B) + (e )
ol Q - 1 (w +w ) Transportant la nouvelle base 3 F 3 1'aide de ™
s B 2 a-B B,a’ ° p F’

ensuite aprés une nouvelle orthonormalisation on trouve que la matrice de PlF

est aussi de la forme (3). Il est alors facile d'obtenir :

Corollaire 3.1l y a une bijection b : Sp(diag(uu) + (6& B))

—> Sp(P) N1(h), telle que b(A\)- 1= O(e_zs/h).
' N 1 .
On remarque que VooB = 0 (exp- E(So_o(l))’ donc la matrice
’

d'intéraction donnera des corrections intéressantes des ua seulement dans
le cas ou les ud sont déja exponentiellement proches entre eux. Dans ce
cas, si d(Uu’UB) =S et ' une hypersurface " convenable " qui " sépare "
U .
o et UB on trouve

a*s o

(4) ‘,07\ ,B = hz J‘(’a“‘s—ﬁ - “PB—é% ds + O(e-(so+a) /h)

oi a > 0et h est la normale de T orienté vers U

Ces Wronshiens généralisés apparaissent dans le travail de Harrell [2].

2. LE CAS DES MINIMA NON-DEGENERES.

On suppose maintenant les Uj ponctuels, Uj = {xj} , V(xj) = 0.



On suppose également que V"(xj) > 0. Fixons d'abord un j. On peut alors
associer 3 (P,xj) unoscillateur harmonique (qui est égal 3 -A+%<iV"(xj)x,x>
dans le cas M =:m9). Si Eo €IR est une valeur propre de multiplicité d

de cetoscillateur et si € > 0 est suffisamment petit, alors P admet exac-

M,
tement d valeurs propres dans l'intervalle [(Eo—e)h, (Eo+€)h] J(comptées
avec multiplicité) et chaque valeur propre admet au développement asymptotique
1/2
~ h(E + h + +ooen

(5) u (E, E, E,h )
Ceci a été démontré essentiellement par B.Simon [5] (Dans [5] on élimine les
puissances fractionnaires par un argument pas tout & fait correct et en effet

il est facile de construire un exemple oli par exemple E, est # 0). Dans le cas

1
oi V est réel analytique, on peut montrer que la somme asymptotique dans [5]
est un symbole analytique formel et que U est une réalisation de ce symbole
au sens de [7] . D'aprés des communications indirectes, F.Pham 3 également

obtenu ce résultat dans le cas de dimension 1.

_ Pour obtenir la matrice d'intéraction il nous faut plus

Soit Qj Cc MB un voisinage ouvert de xj tel que chaque point x € Qj est
relié a xj par ure géodésique minimale unique (pour 12 métrique d'Agmon) qui
reste dans Qj. Alors Wj(x) = d(xixj) est de classe C ( et méme analytique
dans le cas analytique) dans Qj . Si la valeur propre M est asymptotique-
ment simple (c.a.d. que py est de multiplicité 1 et toutes les autres valeurs
propres ont des développements asymptotiques différents ) alors la fonction

propre normalisée associée & U est de la forme
‘ -¥.(x)/h
(6) alx,hye” '3/
dans Q% oi a est un symbole (et méme un symbole analytique dans le cas ol

V est analytique)

Pour un dévelbppement asymptotique donné comme dans [5] sup-
posons que pour chaque j on ait une valeur propre unique Uj avec ce déve-
loppement asymptotique. (On peut aussi traiter le cas des valeurs propres
uniques). On peut choisir les Qj tels que toute géodésique minimale, reliant

deux puits Uj et Uk avec d(Uj, Uk) = S0 est continue dans Qj U Qk.



On choisit maintenant I(h) = [ul(h) - th ul(h)+hN°] avec No suffisamment
grand. Alors le théoréme 2 et le corollaire 3 s'appliquent. De plus si

jla) = 3, 3(p) = k, d(Uj, Uk) =S, alors on peut trouver I' C Qjﬁ Q, telle

que (4) est valable, & ceci prés que dans le cas c” il faut remplacer le reste
O(e-S0+a)/h) par ()(e-solh hN), VN .

Avec une hypothése en plus on peut développer les intégrales

dans (4) par la méthode de la phase stationnaire et on obtient

"Théoréme 4.0n garde les hypothéses ci-dessus et on suppose que st d(Uj’Uk)=So
alors il existe une géodésique minimale unique Yy Kk reliant Uj et U .

On suppose aussi que 8t X est un point d l'intérieur de Yy et T une Hyper-

ik
surface qui coupe Yj K transversalement en X alors 11 existe une constan—
b

te C>0 telle que

1 2
d(X,Uj) + d(x,Uk)E:So *C d(X,xo)
|

i pour tout X € T  dans un voisinage de X

Alors (identifiant o avec j@)) st d(Uj,Uk) =8 ona

] A
"5k T 2

H]

e"so/h

1/
ol 5.8 admet un développement asymptotique en puissances de h 2,

' Dans le cas analytique a, Best la réalisation d'un symbole analytique formel.
9
Dans le cas ol E est la valeur propre principale pour chaque oscillateur
harmonique localisé, alors les développements de a, Bsont des symboles ellip-

L]

tiques de degré 1/2 en h et a, B< 0.
bl

—

Dans des cas oli il y a un groupe d'isométries qui agit sur M
et qui laisse V invariant on trouve des propriétés d'invariance analogues
pour la matrice d'intéraction et si par exemple le groupe agit transitivement

alors les Uj coincident et on arrive 3 calculer les valeurs propres corrigées
Voir [O] .
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