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Conférence n°® 16

THEORIE SPECTRALE DE LA PROPAGATION

DES ONDES ACOUSTIQUES DANS UN MILIEU

STRATIFIE PERTURBE

Par Yves DERMENJIAN et Jean-Claude GUILLOT

1 INTRODUCTION

L'objectif de ce travail est d'obtenir une bonne connaissance

des opérateurs de la forme

n 2 2
2 9 9
(1) A=-c(x,y) () s )
i=1""1 dy
a4 partir de ce que l'on sait sur un opérateur de la forme
9 n 2 32
2) Ay=-c ) (] —5+—

i=1 oxj oy

< n
oi x ER et y €ER.
Les équations de la propagation du son dans un milieu stratifié
font intervenir A0 dans

a2

(3) 32t A, =0,
y —>C(y) étant la vitesse du son qui nedépend alors que de la profondeur. Comme
ce milieu stratifié est une simplification, puisqu'il y a dans les diff érentes
couches des impuretés ou des obstacles, la vitesse du son ne dépend pas seule-

ment de y mais aussi de x. C'est pour celd que 1l'on introduit A. Pour pouvoir

traiter
a2
(4) ——= +A=0
2
ot
On essaie de montrer un 'principe d'absorption limite" pour A, c'est-a-dire
prouver que les limites suivantes ont un sens ( R(z) = (A -2z I )—1)
+ .
(5) R (f = lim R(z) £
z—>q
¥ Im z >0
En effet, on peut alors construire la mesure spectrale E(.) de
A puisque
. 1 (Az'y
(6) CEQALAEE ) = lim 211 ( (R(A+ie)-R(A-ie))f, £)dA,
y Vo0 A1+y

e ¥o0



et ainsi on peut résoudre (4) puisque les solutions suivantes conviennent

ial/2¢

(7) u(t) = e u(0)

1/2
et que e Y est facile a étudier lorsque la mesure spectrale de A est connue.

Comme il s'agit d'expliquer une démarche nous simplifierons au

maximum le modéle et nous prendrons

c, si y <0
(8) C (y)i=1 ¢, si 0<y<h
C2 si h<y
avec
(9) 0<C <C <C,

Avec des inégalités du type (9) nous avons des ondes guidées.
Les autres cas sont plus faciles 3 traiter. En fait notre méthode ne convient
que si
1 1
(+]x)1TE (1+]y|H1+e

ce qui revient 3 dire que nous acceptons des perturbations & courte portée de

(10) c(y) - C(x,y) = 0 ( ), € >0,

la vitesse.

On pourrait se servir de ce modéle mathématique pour E&tudier
les équations de Maxwell ([5]) ainsi que 1'équation des ondes &lastiques.

Pour étre exact on doit préciser que la plupart des auteurs
étudient 1'opérateur de Schrodinger au lieu de 1'équation des ondes (4). Quant
aux travaux antérieurs on peut citer [1],[2],[8] qui étudiérent le cas od AO
est un opérateur 3 cce fficients constants et A = AO+ V, V étant un opérateur
de multiplication par une fonction. Les systémes uniformément propagatifs sont
considérés en [12] et [13] . En particulier, Aoy est un systéme nXn du premier
ordre 3 cce fficients constants et on a A = a(x)A0 oli a(x) tend vers la matrice
identité lorsque sx[ —> o,

Lorsque Ao = - A+ X, et A= A0 + V, il s'agit de 1l'effet Stark
que plusieurs mathématiciens ont étudié, par exemple [7 ],[14] et [31].

I1 y a bien d'autres auteurs a citer et en particulier ceux qui
s'occupent des perturbations dites 3 longue portée, c'est a dire lorsque

l)-1+€

(11) V(x) = 0 ( (1+|x ), €> 0, |x]— +=.



Sur ce sujet on pourra se référer a [10? ainsi qu'aux exposés de
S.AGMON en 1978 qu'il donna 3 l'université de Salt Lake City (Utah, U.S.A.) et au

collége de France.

II THEORIE SPECTRALE DE L'OPERATEUR Ao

Nous n'en donnerons qu'une bréve idée et que les résultats. La
méthode est bien maitrisée., Pour la comprendre on pourra se reporter a [6] et
a [11] ol elle est trés bien détaillée pour d'autres fonctions y — C(y).

Ao’ défini par (2), est un opérateur positif autoadjoint dans

1'espace d'Hilbert ﬂ; = LZORn+1,C_2(y) dx dy) muni du produit scalaire :
(12) (£,8) = [ el FGY) 8(x,y) c"%(y) dx dy.
R
Le domaine de Ao est D(Ao) = H2 n+1).

Utilisant la transformation de Fourrier partielle en x on obtient

formellement, pour p fixé ( p étant la variable duale de x),

2
2
(13) Aoy = ) (= = oD,
dy
On applique alors la théorie de Sturm-Liouville (cf. [&4]) & Ao

p.
2 2
On a =
trouve que le spectre continu de Aop vérifie GC(AOP) [Colpl , [,

2 2
t 1 t . Iy - . . U C
et que le spectre ponctuel de Aop’($(Aop) est fini et vérifie p(Aop) ]Cl‘pl s

2, (2
Colpl” L. |, Colel

Plus précisément on construit N
une suite croissante (p,) de réels positifs
k k>1
auxquels correspondent des fonctions

p —> Ak(lp]) définies pour lp] > p,- Pour p

fixé, les valeurs propres de Aop sont les Ak(lpl)

pour tous les k tels que Py < 'p‘. Ainsi dans é; \ -
|
le dessin ci-dessus il y a deux valeurs propres. Pa tp . . \P‘
ig.
Ensuite on regroupe ces résultats pour revenﬁf a Ao'
/ 2 £ L 2
Si on pose AN Cilp‘ C@lﬁg (4h‘

= {(p,) €R™Y C; ]2 < A3

} n+l, 2y 42 2 12
2 = {0 ER7; ¢ [p]7 <A< cy Ie]%3,
o = {p€RY p < |pl}, k=1,2,...,

on peut écrire . une décomposition spectrale de

1l'opérateur A - En effet, il existe un




- . g o 2 2 2 2
x H = @
opérateur unitaire (7 de o sur ¥ L'(Me L") & L (Qo) @ (k>1 L (Qk))

qui a f € ﬂg fait correspondre
VIR VIRV
(14) Gt = (£,,f £ ,£,...)
telle que (ﬁYAof) vérifie, lorsque f € D(Ao) et | est une fonction borélien-

ne définie sur R:

TN oY

(¥ BIDHLBM =¥ Q) £, (1)

TN Y

Cv DD (,A) =¥ ) £ (p,A)

T N— v

Cv DD =3 O (p]) £, k=1,2,

Par exemple, si z € €\ [0,9[, la résolvante R (z) =(A —szl
de A vérifie | © °

N n, ~n ~
(15) FR (f) = @A  L£6GM folp,d) 3 ()
(o] )\—Z A-2 A-z Al(lpi)_z

III LE PRINCIPE D'ABSORTION LIMITE POUR Ao

LZ,SlsSZ( ]RI'H']-) = {f mesurable; f[f(x,y)lz (1+le2)srl (1+Y2)S'2 dx dy <@ }

2,-

S1.-58
by ( Rp+1) = {f mesurable; Dl € 1 1, 2('Rp+1) si |a| < 27.

2,451,—32
On obtient alors le

Théoréme 1

ST s, > 1/2, 8y > 1/2 et u > 0, les limites suivantes existent
pour la topologie de la norme dans & (% 81,52, Hy o o)
270107 %8
+
(16) R (n) = 1im R (z)

o 0
—> U
* Im 2>0

Esqisse de la démonstration

© +
Pour démontrer ce résultat on prend f et g dans Co (R" 1) et

utilisant (15) on é&crit

="k (A) @A) [ ho(A)
an R ,0=f  BEE o+ [T o [ 2Tk o

T e (pD)
d|pl
kzl Jipl?-pk Melip-e

avec

n ~
h, ) = f £, (p,\) g,.(p,)) dp, etc...
- (p,A) €0~ B



On montre que h_, ho,hl,... sont des fonctions holdériennes et
1'on en déduit que (17) a une limite lorsque z —>U et Im z garde un signe
constant. Aprés une suite de raisonnements que l'on peut trouver dans[ 1] ou

[12] on peut conclure C.Q.F.D.

Les deux articles précédents utilisent la trace de f sur une
sphére (il s'agit de la trace de la transformée de Fourier de f sur une sphére).
Ici nous avons une transformée de Fourier généralisée, 3 savoir 1l'opérateur

unitaire  défini par (l4). Ainsi, pour tout U > O, nous définissons une famille

o n+l
de traces : Oys O s Oqseee = Par exemple, si f € COGR ) on a
~ N
(18) (o, @ = £, (1) 5 G WH () = £ (w3

(o, 0 () = £ () et A (|p) =1,

A
ce qui signifie que o (U)f est la restriction de f, au morceau d'hyperplan

{p eRr" ; (p,u) € Q}. Ces applications traces 0,,.-. se prologent par continuité
a 212 @) sis > 1/2 et s, > 1/2.
On a la formule
(19) lim . (R (NE,£) = £ T {"c+(u)fH2+"g_(u)fH2+ﬂgo(u)f“2+
i ;;'zu> 0 5 Ilo](u)fll2 }

' -1
1 Ak (Ak (TR

1V LE PRINCIPE D'ABSORPTION LIMITE POUR A ET SES CONSEQUENCES

A est défini par (1) avec 0 < m £ C(x,y) £ M, presque partout
suriRp+l, et on suppose que (10) est vérifiée. Alors A est un opérateur positif,
- 2
autoadjoint dans ¥ = LZGRn+1, C 2(x,y) dx dy), de domaine D(A) = H n+1).

Si nous posons

Vix,y) = 1 - (S )2,

C(x,y)
T(z) = z R (z) V,
° -1
R(z)=(A-ZI) ’

On a la formule suivante pour z & [0, +» [

.

-1
(20) R(z) =[T + T(2)] ~ R (z) (1-V).
Utilisant la compacité de T(z) il est facile de voir que I+T(z)
1 .
est inversible dans & ( 35’_81’_820Rn+ )) sis, = 1/2 + €158, = 1/2 + €55 €



et €, positifs mais petits et si z & [0,+°[ . Le point délicat est de montrer

+ +
cela lorsque z = 4 € 10,9 . Supposons que U > O et que I + T (u) = I+ uRo(u)V

ne soit pas une application injective. Cela signifie qu'il existe w # O,

€ K
w 2,—51,—32 telle que

(21) w+uR:(1J)Vw=O

Comme V est une fonction réelle nous avons

(22) In+1 Vw w C-z(y) dx dy = f w W C—z(y) dx dy

R

-u R Vw . Ve ¢y dx dy

= -y lim fn+1 Ro(z)Vw . Vw C-Z(y) dx dy =-plim(R (2)Vw,Vw),
z—u R ©
* Im z>0

et si on applique ceci 3 (19) on en déduit que les traces de Vw en p sont nulles.

On démontre alors un théoréme d'itération, a savoir le

Théoréme 2 (Théoréme fondamental).
On suppose que
(i) u est un réel strictement positif tel que u # Cﬁpi, kKi=1,2,...

(i3) f € 1281:82 (g1, s, > 1/2, 8, > 1/2,

(111) les traces de f en u sont nulles.

On pose _
A { 1 s 1<s,
31 =
8, st 1/2 < s, ¢ 1,
v { 1 st 1<s,
2 tout réel s tel que s < s, st 1/2 < 8, < 1
Alors on a
2,8,-1,89-1, _ntl
(23) R;(u)f: Ro(u)f € 9217472 ( R )
Et
+
I .~ ~ < M(u) Il , )
(24) R (Wf [261-1, 891 u) ng,SJ,:sg

01 M, qui ne dépend pas de f, est une fonction continue de u sur
o, \ { Cipi; k=1,2...%

Supposons ce théoréme démontré. Alors, f =-u Vw appartient i

s 1-81#y1,1-:24y2 (i1 suffit de prendre y; < e et y, < €, € &tant celui qui



intervient dans (10)). Appliquant le théoré&me 2 et (21) on voit que w appartient
5 L2,inf(—.81+y1,0),inf(-52+y2,0) au lieu de Lz’-sl’-sz. Maintenant on sait que £

3 L2,1451+2yl,

-5+ I
appartient 1-% 2y2. Aprés avoir répété ce processus un nombre fini

de fois on obtient que w appartient & LZGRn+1).
Tout ceci permet d'utiliser la formule (20) pour z réel positif

si z n'est ni un seuil, Ci pi, ni une valeur propre de A. On obtient finalement :

Théoréme 3

St §; > 1/2, 8y > 1/2 et y >.0, les limites sutvantes existent
pour la topologie de la norme dans ¢ %1:%2 5 2’_31,_32) si, de plus,u n'est
ni un seutl ni une valeur propre de A :

R*(u) = lim R(z).
2—> p

*+Imz >0

A partir de la formule (6) on a le

Théoréme 4

(1) L'ensemble des valeurs propres de A différentes de O et d'un seuil
n'a pas de points d'accumulation dans ]10,« \ U {Ci pz} et chacune de ces
valeurs propres est de multiplicité finie. k>l

(2) Le spectre essentiel de A est [0, [ et le spectre continu
singulier de A est vide.

(3) Soient E(.) la mesure spectrale de A et (),) l'ensemble des
valeurs propres de A dans 10, [ \ U { Cﬁ pi }, alors la restriction de A

au sous—espace ka1

Elo,= [\ U {23\ vy 2 &', Py dedy)
k31 n

est un opérateur absolument continu.

IV CONCLUSION
' On peut &tudier le probléme extérieur, c'est 3 dire se placer a
1l'extérieur d'un compact K et considérer Ao dansiRp+1 \ K avec la condition de
Dirichlet, par exemple. On obtient aussi un théoréme analogue au théoréme 4.
Maintenant il reste 3 &tudier des modéles encore plus généraux

(voir [11]) et la théorie du scattering.
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