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Conférence n° 15

SUR LA PROPRIETE DE PROLONGEMENT UNIQUE

POUR LES OPERATEURS D'HORMANDER

H. Bahouri

Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique
Plateau de Palaiseau 91128 Palaiseau Cedex (France)

INTRODUCTION

Dans ce travail, on s'intéresse aux "opérateurs de
Hérmander" [10] P = Z X? , ou l'algébre de'Lie engendrée par les
Xj est de rang maximum en tout point. Bony [5] a montré que, dans
le cas analytique, le prolongement des solutions de ces opérateurs
est unique. Par ailleurs, Watanabe [14] a obtenu le méme résultat,

©
dans le cas C , en dimension deux. En ce qui nous concerne, nous
montrerons que ce résultat n'est plus vrai dés que la dimension est
supérieure ou égale a trois. En particulier, en dimension trois ou
qﬁatre, nous établirons que ces opérateurs ne possédent jamais la
propriété de prolongement unique. (Evidemment, en supposant que ces
opérateurs ne sont elliptiques en aucun point de 1l'espace).

Les hypothéses des résultats que nous énoncerons au

paragraphe 1, sont invariantes, et reposent sur des propriétés



algébriques et géométriques de l'opérateur. La preuve de ces résul-
tats,cf. a [2], [3], [6] , est fondée sur des techniques, intro-
duites par P1li§ [12-13], ?our étre ensuite améliorées par HSrmander
[8-9] , qui sont en liaison avec la métho&e de 1'optique géométrique.
C'est & S. Alinhac que je dois dem'étre intéressée a cette
question. Je 1l'en remercie vivement. Je tiens également & remercier

Jean-Pierre Bourguignons pour les précieux conseils qu'il m'a prodi-

gués.

1. GENERALITES ET RESULTATS

. N n P
Dans toute la suite, P(x,Dx) (o0 x € R, n= 3) désignera

un opérateur différentiel écrit sous la forme :

n-1

(1.1) P(x,Dx) = L Xi(x,Dx) + pl(x,Dx)

i=1

N

(1.2) Les xi' 1 i < n-1, sont des champs de vecteurs réels,
® n
a coefficients C dans un ouvert  de R .
(1.3) L'espace vectoriel engendré par les Xi, 1<i<n-1, est
de dimension n-1 en tout point de Q .
(1.4) L'algébre de Lie engendrée par les xi, 1<i<n-1, est
de rang n en tout point de £ .

(1.5) p, est un opérateur différentiel d'ordre un a coefficients

(o]
C dans § .

Nous dirons que P posséde la propriété de prolongement unique dans

un ouvert V < f si :



ug C’(v), et Pu = O dans V impliquent u = O dans V dés que u = O
prés d'un point de v.

Et nous désignerons par €, la forme volume associée aux
champs Xi' 1<i<n-1, qui & tout champ de vecteur X, réel COo
dans 2 , associe X1 A x2 A... A Xn-l A X = det(Xl,xz,...,xn_l,x)

Le résultat principal que nous obtenons est le :

.

Théoréme 1.1 : Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel vérifiant

(1.1), (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5), on suppose que :

(1.6) La forme volume associée aux Xi est de classe constante 4
au voisinage d'un point X de Q .

Alors, dans tout voisinage de xo; il existe un ouvert V et une

fonction a € Cw(V) telle que P+a n'a pas la propriété de prolonge-

ment unique dans V.

De cet énoncé, on déduit les :

Corollaire 1.2 : En dimension 3 ou 4, la conclusion du théoréme

1.1 reste vraie sans 1l'hypothéses (1.6).

Corollaire 1.3 : Soit P(x,Dx) =
i=1
p <m-1, la conclusion du théoréme 1.1 reste vraie s'il existe

N ~'o

Xi(x,Dx) + pl(x,Dx) tel que

. , <i<n- PP .
xp+1, ,Xn_1 tels que les Xi 1 i<n-1, et p1 vérifient (1.1)

...(1.6).

Exemples et remarques :

(1.7) Le fait que la dimension est supérieure ou égale a trois

est important ; en effet, en dimension deux, Watanabe [14] a montré



que toute solution u dans éw(Q) de Pu = O est identiquement nulle
dés qu'elle est nulle au voisinage d'un point, lorsque P vérifie

la condition d'Hérmander [10] . Notons que (1.3) et (1.4) ne peu-
vent avoir lieu en méme temps que si la dimension est supérieure

ou égale a trois.

(1.8) Dire que la forme volume En est de classe 4 en X0 équi-
vaut a dire que € A den # O en x et € A (den)z =0 en x_.
(Pour plus de détails, voir Abraham-Marsden [1] Godbillon [7] ou

Malliavin [11]).
.(1.9) Dire que la forme volume En est de classe 2 revient a dire
que les Xi forment un systéme de Frobenius . Le théoréme montre
qu'on sait traiter le cas qui vient aprés celui de Frobenius pour
lequel la propriété de non prolongement unique est immédiate.

(1.10) Le fait que En soit de classe constante 4 est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe une hypersurface

S telle que les composantes tangentielles des Xi forment un systé-
me de Frobenius.

(1.11) Notons que l'on obtient le méme résultat avec deux champs
(resp. trois champs) dans R vérifiant (1.2), (1.3) et (1.4)

(méme preuve que le théoréme 1.1, voir méme plus simple).

(1.12) Notons que dans le cas ou l'on considére plus que n-1
champs de vecteurs réels sur Kgl, vérifiant (1.2) et (1.4), nous
disposons (a part, le cas trivial des opérateurs elliptiques) de

plusieurs exemples diis & Watanabe [14] , Bahouri [4], possédant la

P . s . 2 2k A2
propriété du prolongement unique, a savoir ; 81 + x1 32
. . N . . 2 2 2 52 .
dimension 2, ol k est un entier positif 81 + 32 + X 33 en dimen-



sion 3.

Plus généralement, on peut montrer que tout opérateur
d'Hoérmander elliptique hors d'une hypersurface, posséde la
propriété de prolbngement unique.

(1.13) L'opérateur 33 + ( 82 + X, 83)2, en dimension 3, vérifie

les hypothéses du théoréme 1.1 et n'admet pas l'unicité de Cauchy

par rapport a la surface S : {x1 = 0} , dans le sens oii, pour tout

cy s - 3 .
X € S, il existe un voisinage V de xo dans IR , des fonctions a et

u de classe C_ dans V, supp a < {x1 > o} ,

supp u N V = {x1 =0} nNv et ( 33 + (,32 + x

1 33)2)u + au = O dans

V.
Plus généralement, dans I{l, tout opérateur de la forme
52 492 4.+ 3% _+ (3. . +x 3% verifie les hypothéses
1 2 T n-2 n-1 1 n YP

du théoréme et n'admet pas l'unicité de Cauchy par rapport a la

surface {x, = 0} .

1
L'exemple de 1'opérateur Bf + 8; + (33 + a 85)2

2 e
(_84 + b 35) vérifie les hypothéses du théoréme 1.1 lorsqu'il

. 5
existe x € R~ tel que a o)
o q xi(xo) # ou‘bxl(xo) # O ou axz(xo) # 0
ou bxz(xo) # 0 et axlbx2 = 'ax2 bxl au voisinage de x

Enfin, 1'opérateur af + 32 + x

o
j-2
1 33 + ...+ x] 3. +...
n-2

]
+_x1 3n)2 ne vérifie pas les hypothéses du théoréme 1.1 mais
reste dans le cadre de la remarque (1.11) et donc ne posséde pas
la propriété de prolongement unique. On montre facilement qu'il
n'admet pas 1l'unicité du probléme de Cauchy par rapport a la

surface {x1 = 0} , dans le sens indiqué ci-dessus.
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