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Conférence n°® 5

UNE DEUXIEME SURFACE A COURBURE MOYENNE

PRESCRITE S'APPUYANT SUR UNE COURBE DONNEE

par J.M. CORON

O - INTRODUCTION -

Cet exposé porte sur un travail fait en collaboration avec
H. Brézis ([2], [3]).

Soit [ une courbe de Jordan '"réguliére" dans R3. On suppose que
I © B(O,R) ot B(O,R) est la boule fermée de centre O et de rayon R. Soit H un

réel strictement positif. On montre (théoréme 2) que si

(1) HR <1

alors il existe au moins deux surfaces 3 courbure moyenne H en tout point '"ré-

gulier" s'appuyant sur T.

On montrera avant un théoréme (théoréme 1) qui nous servira pour

la démonstration du théoréme 2.

Soit Q = {(x,y) € Rz 3 x2 + y2 <1} .

Soit y une application de 3 dans RB. On suppose que

1/2

(2) yeu’20a ; 8% n 0o ; &Y

et on pose llYllm = R.
On cherche des fonctions u de HI(Q 3 R3) satisfaisant le systéme

(3) Au=2H u A u,

et une des deux conditions suivantes.



Condition de Dirichlet :

4) u = Y sur 9Q

Condition de Plateau : (on supposera dans ce cas y injective)
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y (392)

Y ° o u est croissante.
On montre les deux théorémes.

Théoréme 1 : (Probléme de Dirichlet)
Sz (1) et

(6) Y n'est pas une application identiquement constante,

alors 1l existe au moins deux fonctions distinctes satisfaisant (3) et (4).

Théoréme 2 : (Probléme de Plateau)
St (1) et st

(7) Y est continue et injective,

alors il existe au moins deux solutions géométriquement continues sur 2 de (3) et

L(5).

Remarques : . .. _ .
—=aargees 1 = Si u vérifie (3) alors u € Cw(Q 3 R3). Ce résultat est dd

3 H. Wente [ 12].

2 - Soit u une fonction vérifiant (3) et (5) alors en tout point
x de  tel que Vu(x) # O la courbure moyenne de la surface u()) au point x est
H. On sait en outre que les points x de ) tels que Vu(x) = O sont isolés si

u # C.

3 -8Siy =C alors u = C est la seule solution du probléme de

Dirichlet (comme du probléme de Plateau). Ce résultat est di 3 H. Wente [ 13].

4 - Rellich avait conjecturé (voir [ 7] ) que sous les hypothéses



(1) et (7) il existe alors H* > 0 tel que si 0 < H < H* alors le probléme de

Plateau admet au moins deux solutions distinctes ; le théoréme 2 démontre donc
la conjecture de Rellich et précise que 1'on peut prendre H* = 1/R. K. Steffen
avait montré dans [9] qu'il existe une suite Hn s H >0 3 H -0, tel que pour

H = Hn le probléme de Plateau a au moins deux solutionms.

5 - Si y(3) est un cercle centré en O et si H R > 1 alors le

probléme de Plateau n'a pas de solution. Ce résultat est dii a2 E. Heinz [ 5].

6 - L'existence d'au moins une solution pour le probléme de
Dirichlet comme pour le probléme de Plateau (sous les hypothéses de ces théo-
rémes) est dlie 3 S. Hildebrandt [ 6] ; (1) pouvant d'ailleurs alors &tre rempla-

cé par H R 1.

7 - La démonstration du théoréme | repose sur une méthode ana-

logue 3 celles utilisées dans [ 1] et [4].

8 - Une application h de 3 dans 93 est dite croissante si il

existe une application g croissante de [ 0,2[[] dans R telle que
h(ele) _ e1g(6)

et g(2ll) - g(o) = 2II.

9 - Si q est un difféomorphisme conforme de 2 dans Q et q 50
est croissant (de 3Q dans 90 - voir remarque 8), alors si u est une solution
du probléme de Plateau, u o q est solution du probléme de Plateau et

2 . 4H _ 2 . 4H
JQ|VUI +-§— [Qu.ux/\uy = JQIV(uoq)I + 3 JQ(uoq).[(uoq)XA(uoq)y].

On dira que deux solutions u, et u, sont géométriquement distinc-

tes s'il n'existe pas un tel difféomorphisme avec u, =u; o q.

Alors que ces résultats étaient annoncés dans [ 2], nous avons
appris que M. Struwe [ 11] avait obtenu indépendamment des résultats partiels
dans la méme direction. Il a prouvé que les problémes de Plateau et Dirichlet

pour une certaine famille de fonctions Yy "admissibles" ont deux solutions si



¥ . % . . - . . s e
H < H ol H est une constante non explicitement donnée mais qui est inférieure

a 1/2 R. K, Steffen [ 9] a ensuite montré que tout y vérifiant (2) (et (7) pour

le probléme de Plateau) est admissible.

Nous remercions S. Hildebrandt et L. Nirenberg qui ont attiré

notre attention sur ce probléme.

Notations :

On notera Hé pour Hé(ﬂ 3 R3), L’ pour Lw(Q ; RB) etc...

On notera J pour f , et on posera
Q

i

Q) JV-Vx A vy

]

E(u) JIVu|2 + %E Q(u).

I -~ ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 1 -

Elle se divise en 4 étapes. (Pour les détails voir [3]).

Etape 1 :
On rappelle les grandes lignes de la démonstration de

S. Hildebrandt [ 6] pour 1'existence d'au moins une solution u.

Etape 2 :
On esquisse une démonstration du lemme
lemme 1 :
u étant la solution de 1'étape 1,
3 § > 0 tel que
|Vv|2 + 4H | uv, Av_ >0 ‘Vvlz Vve Hl
—.X y/ o.
Etape 3 :

On définit Q(V) = Jv. v A vy pour v € Hé et on montre que



J = Inf le]z + 4H J_q. v, A, < Inf J'VV'Z
v E H1 v E H1
) )
Qv) =1 Q) =1
Etape 4 :
On montre que J est atteint pour un certain v0 et que
u=u- %ﬁ v°® est une autre solution du probléme de Dirichlet.
Etape 1 :
Soit R' > R avec H R' < | et soit
; K={uen! 5 u=7y sur 3 et ||ul| < R"}
On montre qu'il existe u € K tel que
' (8) E(E) < EW) VveKk

On vérifie ensuite 3 1'aide du principe du maximum que |lullOo < R,
puis que U est solution du probléme de Dirichlet.

+

Etape 2 :

I1 s'agit de montrer le

Lemme 1 : !

Soitﬁg € K tel que E(u) < E(v) V v €K alors :

(9) 3 § > 0 tel que J]Vv]z + 4H Ju. v. ANv_ > 6J]Vv[2, vven.
= x y o
N
Démonstration :
On voit facilement, 3 1'aide d'intégrations par parties, que
(10) E(u + v) = E(u) + E(v) + 4H JE -V A vy, Vve Hé .

o]
‘ é N L ; comme ||2J|w < R, u+ tv€Kpour t assez
petit ; en utilisant alors (10) et (8) on a

Soit v € H



(11) J]VVIZ + 4H Ju.v Av_ > 0.
x "y

Par densité (11) reste vrai pour tout v dans Hé on montre en-—

suite (voir [3]) que, en fait
(12) }Vv|2 +4H juv, Av.>0 VYVveEH ,v#O0
=-"'x y o’ :
On en déduit alors (9) en raisonnant par 1'absurde.

Etape 3 :

Iy

o’ 'x

Qv) = JV. Vo A vy n'a (3 priori au moins) pas de sens. Mais on a le lemme sui-
1

o0 ¢

Soit v € H A Vy € L1 mais v € L~ donc 1'intégrale

vant qui va nous permettre de donner un sens 3 Q(v) pour v € H

Lemme 2 :

1

n L’
(o]

(13) |Q(v)|2/3 < é-flvVlz VvEH

1/3 est la meilleure constante.

ol S = (3 2I)
Ce lemme est dd a H. Wente [ 12].

A 1'aide du lemme 2 on voit facilement qu'il existe C € R tel

que
2 2 1 o
(14) lev) - @) | < cf[v=w|| [ (J[v[[" + [[w]["p ¥ver NL
H H H 1 o
) o ° yvwenl ni®
o
Cette inégalité permet d'étendre Q par continuité a Hé.
On a :
Lemme 3 :
(15) J = Inf J]Vvlz + 4H JE'VX A Vy <S

Q(v)=1



Pour établir ce lemme on s'inspire des méthodes de [ 1] et [ 4].

C'est ici qu'intervient 1'hypothése (6). Pour une démonstration voir [ 3].

Etape 4 :
. . n . e e .
Montrons que J est atteint. Solt v une sulte minimisante. On

a donc :

(16) Q(Vn) =1 et levnIZ + 4H Jg.vz A V; =J + o(l).

Utilisant le lemme 1 et (16) on voit que (vn)n est bornée dans

1 . < . . n . 1 . n
HO ; quitte 3 extraire une sous-suite v -> v faiblement dans Hj 5 soit w = vi-v.

On a facilement (34 1'aide d'intégrations par parties) avec (16)

I = Q™ = Q) + Q™ + o(1)
et

J|Vv|2 + 4H Ju.v Av
u.vy y

r 17yl =5+ o).

|.2/3

slaw |2/ + Jinnlz <alam 72 + alaw ) |23 + o (1)

A 1'aide des lemmes 2 et 3 on conclut alors que w' + 0 dans Hé

et donc v réalise 1'infimum J.
On montre ensuite facilement que, J étant atteint en v,

- Av +2H(u_ ANv_+v. Au) =J v Av
—X y X -y X y

et, par simple calcul, que u = u - %H v est solution du probléme de Dirichlet.

Remarque :
On vérifie aisément que
3
(17) E@ = E(w) + ——
12H

d'ol E(u) > E(u).



ITI - ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 2 -

On ne donnera que les grandes lignes ; voir les détails dans [ 3].

1/2

aeco ;R nu2Ga ; RY, o) = v(69)

1 . . . .
Y ~ o o est croissante et laisse invariants les

Soit € = o
3 points ele avec 6 = 0, 0 = iv%E .
€ # @ car Y € € ; soit R' > R avec H R' < | et soit
1
Inf {(E(v) |[veH, |[v]| <R etV 2 € b

On peut montrer (résultat di & S. Hildebrandt [6], [7]) que cet
Inf est atteint en au moins une fonction Yp qui est alors solution du probléme

de Plateau.

Soit maintenant o € £ et soit Ka = {u € H1|u = o sur o) et

I‘u]|w £ R'}. On sait (voir II - &tape 1) qu'il existe Hg tel que
o (o}
(18) u” € Ka et E(E ) S E(v), Vve Ka

On peut montrer qu'un tel Eg est unique.

Soit J(@) = Inf JIVvlz + 4H Jgg.(v Av)
Q(v)=1 x Y
I3
et A@ = E@® + 2L
12 H

On montre qu'il existe a°® € ¢ tel que :
A@®) € A(@) Vac€e.

Soit alors v € Hé réalisant J(ao) et soit

0
E(u) > E@® ) » E(EP) et on montre que u est solution du problé-

me de Plateau.
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