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Conférence n° 4

EQUATION DE SCHRODINGER ET PROPAGATION DES SINGULARITES (ITI)
par

B.LASCAR - J.SJOSTRAND

On s'intéresse ici 3 des résultats de propagation de singularités
2 g

pour des opérateurs pseudo-différentiels 3 symbole principal P réel.

Soit N = {Q€5TﬁRn\O \ dp(p) = 0},on dispose sur N de deux

invariants

1) p € N 1la matrice fondamentale : F (p) définie par
p

O(t,Fp(p)t') = (Hessp) (p)(t,t").

2) Le symbole sous principal
s 1 o 829
pm—l(x’g) = pm_l(xog) - 213 .Z ax.ag'(xag)
j=1 3773
Ce probléme a été essentiellement étudié dans le cas des opérateurs & carac-

téristiques doubles par V. Ja Ivri, R.Lascar, (B.L), R.Melrose et G.Ulhman.

Géométriquement le comportement des bicaractéristiques prés de N
joue un role trés important et est fortemant influencé par la structure du

spectre de Fp(p),p € N.

Dans les cas non effectivement hyperboliques les bicaractéris-
tiques n'ont pas de points limites et la propagation se fait aussi sur des
sous ensembles de N 1limites de bicaractéristiques nulles ou non nulles
selon les hypothé&ses sur les termes d'ordre inférieur. C'est le, ph&noméne
de la réfraction unique (voir V.Ja Ivri [4] et R.Lascar [6] ). Des méthodes
ont également été étudiées et dans le cas B.L. et R.L. [5] on rencontre
des obstructions g@ométriques (caustiques) qui nécessitent 1'emploi de tech-

niques trés lourdes.

Dans les cas effectivement hyperboliques on s'attend 3 avoir
des points limites sur des courbes bicaractéristiques et des phénoménes de

branchement de singularités se produisent (voir V Ja Ivri [4] et R.Lascar

e} ).



Dans ce travail on va étudier une situation - non nécessaire-
ment hyperbolique - ol les deux phénoménes mentionnés se produisent d la fois
Nos méthodes sont des méthodes constructives — ce qui a pour avantage de
donner des résultats plus explicites de propagation de singularités - mais
l'utilisation des techniques développées par J.Sjostrand [l10] (passage dans
le domaine complexe & 1l'aise de la transformée de Fourier-Bros-Iagolintzer)

nous permet dans un cadre trés général d'éviter le pénible probléme de caus-

tiques mentionné plus haut. Toute la difficulté nouvelle de ce travail par rap-

port 3 [ 11] se situe dans 1'étude gSométrique de la variété lagargienne
exp(tﬁb)(A) et de son &volution quand t—>+ ©, Les difficultés provenant du

fait que 1'on autorise des valeurs propres de parties réelles positives ou
négatives (directions de croissance ou de décroissance exponentielle) et

"

également d'évolutions " oscillantes " liées aux valeurs propres purement

imaginaires de Fp(p).

Nous nous contenterons de citer le résultat et de faire quel-

ques remarques.

soit p(x,E) un symbole réel, défini dans un voisinage de
(xo,go)e TﬁR*\O, p(xO,EO) =0 dp(xo,go) = 0. Soit d'autre part w , 1l'espace
des fonctions continues croissantes : hii: + IR, qui vérifient h(t) = 0(t)
pour t >+, Si h€w et W est voisinage ouvert, suffisamment petit de

(x,EO) on peut définir

A(W,h) {(x,y)aww ;3 t>0 avec x=exp(th)(y),Ip(y)kie—h(t)et

exp(s Hp)(y) €W <s<t} .

Si 10,1[5 €~ N(¢) €R,, on dit qu'une courbe [O,Tf]at‘*Y(t)e W

est N admissible si ¥ €+ 0 on peut trouver une décomposition
i k

[O,T] = U Ij U U  J et intervalles fermés, dont les intérieurs sont
j=1 k=1 _ B a
deux 3 deux disioints et j<N(g), ij(a),'JkliN(e) et tel que pour j€ {1,j}

il existe pj € {p = dp = 0} avec ly(t) - pj‘ < € pour tEEIj

Soit N = {p=dp=0} , sur N ou disque du symbole sous princi-

pal p;_l et Fp(x,i) 1'application hermiltonienne (voir [14])

Soit p le symbole réel d'un v.p.d P on fait les hypothéses suivantes



(Hl) En tout point pEN, la dimension de 1'espace spédral engendré par les

valeurs propres de partie réelle strictement positive de Fp(p) est constante.

(HZ) I1 existe un voisinage ouvert WO de (xo,Eo), ho€ w et N (g) si:

o
y(t) : [O,T] > WO est une C.J. de Hp telle que : ]p(y(o))|fie—h°(T) alors

Y est N0 admissible.

s 1
(B Imp__ () +5 ) Rez > 0
yAS Spec(Fp(po)

Concernant 1'hypothése (H2) on fait les remarques suivantes :

1°)
Proposition . On suppose qu'il existe un voisinage ouvert W de (xo,Eo),
ho w et §>0, tels que si _vy: [O,T] > wo est une courbe intégrale avec

|p(Y(0))|§§-ho(T)’ alors £ Iledt < 8. Alors (Hz) est satisfaite.

2°) I1 sera prouvé plus loins que (H2) est invariante par multiplication

de p par un symbole elliptique.

(’\ _—
he wA(w,h) s

Si W est un voisinage de (XO,EO), assez petit, on pose C(W)
ol les adhé@rences sont prises dans'mé. C(W) est un fermé de W x W que 1'on

peut considérer comme une relation W > W.

Théoréme On suppose (Hl)’ (Hy) et (Hg). Soit W wun volsinage assez petit de
(xo,go), st u €ED', WF(Pu)NW = ¢ pEW et si C(W) p) NJIWNWF(u) = ¢ , alors
o & WF(u).

que s'il y a effectivement des valeurs propres de partie ré&elle non nulle ,

: \ e _ s L
si (H3) n'est pas satisfaite on aura Im pm—l(po) *3

(S
3 -P YA Spec(Fp(oo)),Rez>o

REMARQUES ET EXEMPLES.

Dans le cas oi Spec (Fp(p)) C iR ¥ p €N on a des précisions

supplémentaires (voir [11]) & savoir l'ensemble de propagation C(p) se dé-
crit par :

c(p) = [ {p(t,‘p)ltio,;SEVnp'l(O) et [t Hp(p(s,o))l |ds| < 6,1
V voisinage de p 0



et on voit donc que seules les limites de bicaractéristiques nulles inter-

viennent (ceci est directement 1ié 3 H, qui signifie ici

3
Imp._ (p) > 0)
™ Ppo1 po
EXEMPLES
1°) Spec(Fp(P) ciR
a) p= - Eg + q(x,£') oll q>0 et s'annule exactement a 1'ordre 2

(o] * -
sur L sous variété C de T r? 1

b) p(x,E) = 3 (BGx,E)E',E") + AGx,E) (E" ix"E_,E"+ ix"E )

oi B est non dégénérée (mais n'a pas nécessairement la signature hyperbo-

lique) et A >> 0.

2
»

&) p(x,6) = (& + x0 €2 = (E5 + x)

2°) Spec (Fp(p)¢ iR

- ] 1 -~ . ~
a) p XOEO + bl(x EY) ol b1> 0 et satisfait i Hy de [11]
b) p = 121aj ijj + bl(x',g') ot aje R\ , bl(x',g')
satisfait 3 H1 de [11].
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