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Conférence N° 16

OPERATEURS DE CONVOLUTION DEFINIS A
PARTIR D'UNE FORME QUADRATIQUE

par A. BACHELOT

Introduction
On étudie des familles à un paramètre d'opérateurs de convo-

lution définis à partir d 'une forme quadratique*

Exemple 1 : Q étant une forme quadratique non dégénérée sur ]R11 9 pour
r é ]R on définit une mesure dp, portée par la nappe {Q=r} par

'V^n-ldp,r - «a^|
'^— 'Q=rn

On construit une famille d'opérateurs (T ) en posant

V = dVr^ •

Exemple 2 : Soit (KG ) l'équation de Klein Gordon de masse m :
o(KG ) u - A U + " l u = 0m "ex x

Les solutions élémentaires (E ) (respectivement E ) de support dansm / . . - m0<m
le cône avenir (respectivement passé) forment une famille d'opérateurs
paramétrée par m.

Strichartz [5 ] [ 6 ] a établi que ces opérateurs opéraient de
L^QR ) dans L^OR ) pour p , q convenables* On étudie ici la continuité
par rapport au paramètre de ces applications à valeur dans
.C(L^QR ) î L^QR ) ) • La motivation principale de cette étude est la résolu-
tion du problème inverse de diffusion pour l'équation non linéaire de
Klein Gordon où on utilise la convergence des solutions de (KG ) vers
la solution de l'équation des ondes quand m—^0 • Dans la partie 1 on
s'intéresse au problème inverse de diffusion non linéaire. Dans la
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partie 2 on établit la convergence des solutions de (KG ) quand
m——^0 en étudiant la continuité des applications

A
r (——^ dp^ ^

m i——^E^ ^m

Dans la partie 3 on énonce un résultat de continuité par l'application

-A.
dp. i———^dp ^

où dp- appartient à la fermeture vague de 1 ' espace vectoriel engendré
par les dp » r ^ r ̂  r . .r o 1

§ 1 Problème inverse de diffusion non linéaire

Soit (NLKG) l 'équation non linéaire de Klein Gordon :

(NLKG) u^ - A^ u + m2 u = qCxïlu^u , x ç ffi3

On note | [o | [^ la norme de l'énergie. Le problème direct de diffusion à
petite énergie est résolu dans [4]

'Proposition : Si q € W ^QR ) il existe p > 0 tel que si u est une
solution de (KG ) satisfaisantm

ll"Je ^ P

il existe une unique solution u de (NLKG) et une unique solution u de
(KG ) , d'énergie finie vérifiantm

| |u(t)- U^(t) | | ———^ 0 Si t __^ ± œ
>k ""*

On définit l'opérateur de diffusion S par

u = Su

Le problème inverse consiste à déterminer q à partir de S (voir [ l ]
[ 2 ] [ 3 ] ) On a le résultat suivant
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[Théorème 1 : Si q 6 W^OR3), l'opérateur S détermine complètement q.

Remarque 1 : La connaissance de S sur un voisinage de l 'origine d 'un
espace de solutions très régulières de (KG ) suffit .m

Remarque 2 : On verra que l 'on a une formule explicite de résolution.

Remarque 3 : On a le même résultat dans le cas d'interactions analytiques
du type

S q ( x ) lul^u
n l̂ n

où (q^)^i est bornée dans W^QR3) ([2])

1 o '"?
Démonstration : Pour u ,v dans C Û R . , L OR ) ) on définit le wronskieo de•—•———————•_ -^ ^
(u ,v ) , W ( u , v ) par

W ( u , v ) = J'Cu'v" - u 7) dx

Si u^ , v^ sont solutions de (KG^) , W(u , v^) est constant. Soient u et v
solutions de (NLKG) telles que

||u(t)-u^(t)||^-^0, t — ^ ^ o o , |[v(t)-v^(t)||^^0, t — y î oo .

Alors on a

W(u^ , v^)-W(u_,v_) = J^qu7(|u|2 - |v|2) dt dx

Or, si R désigne le propagateur de (KG) , u vérifie

t
u(t) = u_(t) + P V^8) ^ q|u(s)|2u(s) ds

-oo x

On applique l 'estimation L -L de R (voir [4]) :

||uU)-u (t)|| ^ c / It-sl-^Huts)!!3 „ ds
L'OR ) . -oo L'OR )

Par le théorème d'intégration fractionnaire il vient :

ll11-11,!! 4 4 ^ c t IHÎ  4
L'ÛR4) L'OR )
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Donc si [|uJ[ ^ ^ est assez petite, u est obtenu comme point fixe
L QR )

d 'une application contractante dans [u € I^CiR^/llull .. .. ^ 2 j |u I I 1
LW) " -LW)

Si bien que l 'on a l 'estimation :

II-Ĵ  , S c. HuJÎ ^

Soit maintenant c? une solution de (KG ) « pour £ > 0 assez petit on
2 m

choisit u^ = eV , v_ = e V , en appliquant l 'estimation précédente il
vient

W(S(cV) , SCAn-c^C^) = s5 JjqH4 dt dx + 0(£7)

A présent fixons x^ € ]R3 , X > 0 et g 6 <jfûR3). Soit ^ la solution de

(KG^) telle que ^(o,x) = 0 ^ (o,x) = X g ( X ( x - x ) ) • On pose
^

x' = Â(x-x^) , t' = Àt et u^(t ' , x ' ) = V (t ,x) , il vient

J'J'qCx^+^-ïli^dSx')!^' dx' = À4!^ e"5Cw(S(e^),S(e2^))-e3W(^,V )]

On remarque que u- est solution de
A

"t't'^x'11 + (£)2 u = °

u(o,x') = 0

u^ . (o ,x ' ) = g (x ' )

II suffit d'établir la convergence forte dans L OR ) des solutions de
(KG ) quand m — ^ 0 pour avoir

q ( x ) ̂ JTiuJ^t dxr^im X4 lim e^CwtSCÊ^ ) ,S(e\ ) î-e^C^ ,^ )]
0 ^ 00 .̂oo e^o À A' À x

où u est solution de
00

a "» = ° » "o^ = ° » "oo (olx) = g(x)

t
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§ 2 Convergence des solutions de l'équation de Klein Gordon quand m _>0 .

Strichartz [5] [ ô ] a montré l'appartenance à I^ÛR. x TR11) dest x
solutions de (KG ) ; Reprenant la technique d'interpolation de Stein
on obtient le résultat de continuité par rapport à m suivant :

Théorème 2 : Soit m ̂  0 ; On note u la solution de

u^- A^ u + m2 u = h( t ,x) , x € 3R11

u(o ,x) = f (x ) , u , ( o , x ) = g(x)

Pour n ^ 2 on a les résultats suivants

1) Si m , m > 0 , et si f 6 H^CIR") , g € H"17^"), h 6 I^OR114'1) ,o . ,
alors u converge vers u dans I^ÛR114^ ) quand m — > m pour p , p'

o
vérifiant

i- i- '1 • 2^ ^ ' ï 2 ̂
2) Si f 6 ^^OR") , h 6 LW1) et si g vérifie Isl"172^?) € L2ÛRn) ,
alors u converge vers u dans I^ (JR^ ) quand m-^0 pour p , p' vérifiant

1 1 , . . n+1— + — = l ; p t = = 2 —-rp p' A n-1

Idée de la preuve

On s'intéresse tout d'abord à la solution de l'équation
homogène (h=0). Par [6] les applications ( f , g ) » — > u sont équicontinuesm
si bien qu'il suffit de montrer la convergence sur un sous-ensemble dense
de données* u peut être écritm A

u(t,x)=5"1 [Wm^lçl2 ?(S) + isgn(T)ê(ç)) dp, ,
m T , Ç 2 m2

où dp. ^ est la mesure donnée par&

< dïi ^(T,?) > = J^e/m^lçl2 ,?) + C P( -Vm 2 + |ç | 2 , ç ) ) (m 2 + | s | 2 ) dç
m

On suppose que f , g € ^CB \{0}) si bien que u - u peut s'écrire :
o
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"m- "m = F m^ l S ( d î ^ 2 - ^ 2 )
o m mo

. 3;̂  CiWm^lsl2 - /m2. |ç|2) î(ç) d^ , ]
mo

où (F ) est bornée dans L^OR )• Le dernier terme de cette égalité
m t

tend vers 0 dans L^ OR11'*' ) d'après [6]. Il suffit alors d'établir le
résultat suivant :

^ ^ ^*
Lemme 1 : dp. ^ ^ . ——> dp. ^ • simplement dans •E^QR11'*'1) » L^OR11'1'1))

m mo
quand m ——>m

Pour cela considérons la famille analytique d'opérateurs
suivante

T^ = y(z) SCC-T^kl^m2)25 - (-.T^lsl2^ m^)z ]
+ +

ou Y est une fonction holomorphe qui annule les pôles des fonctions
^ o . . o o Zi

méromorphes a valeurs distributions (-T + | Ç | + m ) et dont z = - 1 est
zéro simple si bien que

1 /\ ^
T^ • = (dp. ^ - dîi ^ ) ^ .

m mo
D'une part T^ converge simplement vers 0 dans £(L OR^ Ll^ÛR11"1'1))

quand m — > m • D'autre part (T21) est équibornée dans <C(L ÛR1^ ) »
m

L'OR""1)) pour - ̂  ^ Rez ^ - .2-1 si m /< 0 et pour Rez = - .2-1
6 ^ 0 &

si m = 0 , le résultat suit par interpolation.

Le théorème pour la solution de l'équation inhomogene suit de
l'étude de la convergence des opérateurs E^ ^ quand m — — ^ m . On a lem o
résultat suivant :

fLemme 2 : E± ^——> E1 simplement dans .CO1^1^1), L^CiR114'1)) )I —————— m m 'o

Suivant [5] on considère la famille analytique d'opérateurs
(P ) définie parm± «. -
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P^ h -^^ç C((-TMsl2.m2^2-2i^)z-(-T2.1ç|2^a2-2i^)z)^î(T,S)]

On a

P"^ . = (E^ - E^ ) ^ .
m o

D'une part P^ converge simplement vers 0 dans £ ( L2 OR11'1'A ), I^OR"'1'1))

quand in—^inp et d'autre part il suit de [5] que P21 est équibornée dans

^(^OR"^), I^ÛR"^)) pour - ̂ 2. ^ Rez ^ - -̂1 si'm / 0 et pour
^ û 0

<j

Rez = - —^— si m^ = 0 . On obtient le résultat par interpolation.

§ 3 Continuité de l'application dp, ——^dp. ^

Dans cette partie on généralise le lemme 1 de la partie 2.

Soit Q une forme quadratique non dégénérée sur IR" ; les
mesures dp.^ sont définis comme dans l'exemple 1 ; pour r , r dans
TR on note E(r^,r^) l'adhérence vague de l'espace vectoriel engendrée
par les mesures dp^ , r^ ̂  r ̂  r^ . Dans le cas de la forme de Lorentz ,
E(r , r ) a une interprétation simple :
»̂
Proposition : Dans le cas de la forme quadratique de Lorentz

2 2 2Q ( x ) = x^ + . . . + x̂ ^ - x^ , K^»^) coïncide avec l'ensemble de toutes
les mesures de Radon sur ï^ , invariantes sous l'action du sous-groupe
propre de Lorentz, de support dans [r ^ Q(x) ̂  r } et, dans le cas où
0 € C 1^» 1*-!]» n^ changeant pas l'origine.

On note ( a , P ) la signature de Q et on énonce le théorème
de continuité.

' , . ^Théorème 3 : L'application dp.»—^dp. ̂  est séquentiellement continue
de E( r^ , r^ ) muni de la topologie vague dans •C^ÛR11) ïL^ OR11) ) muni de
la topologie de la convergence simple pour p , p' , n vérifiant

i) l.l=ip p'
2) si 0 ç [r ,r ] alors 3 ^ n et p = •2n,

3) si 0 ^ [r^ ,r^] e t a = n , p = 0 , r > O o u a = 0 , P = n e t r , < 0
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alors 1 ^ p <s 2 -"̂ -i-n.+ o

4) Si 0 ^ C r , r ] et a / 0 , P ^ 0 , 3 <: n , alors ^- <. p ^ 2 •2îio •- ru* u ru" 3

Dans [63 Strichartz montre que pour p convenable la transformée de
Fourier d 'un élément f de l^QR11) admet une restriction à la nappe

0

{Q=r} dans L ({Q=r} , dp ) • La proposition suivante,déduite du théorème
3, étudie la continuité de l 'application r__^î dp,r

Proposition : L'application P définie par

E(r ,r,) x L1^11)___^OR11)o 1 '

(dp , f ) ___^î . dp,

ou ^ÛR ) désigne l'espace des mesures de Radon sur IR 9 est séquentiel-
lement continue si on munit E(r ,r ) de la topologie vague, L^QR11) de
la topologie forte, ^ÛR ) de la topologie vague et si p , n vérifient
les conditions du théorème 3-
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